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PREFACE. 


JL  A  géométrie  descriptive  a  pour  base  la  méthode  des  projections  ;  elle 
embrasse  diverses  connaissances ,  telles  que  la  stéréotomie ,  la  coupe 
des  pierres ,  la  charpente,  le  tracé  des  cartes  et  des  cadrans,  etc.  Les 
plus  anciens  monumens  d'architecture  attestent  que  la  méthode  des 
projections  était  déjà  connue  et  pratiquée  aux  époques  où  ils  furent 
construits  ;  qu'on  .fit  usage  de  celte  méthode  pour  représenter  sur  des 
feuilles  de  dessin,  la  forme  des  corps,  leurs  dimensions  et  leurs  positions 
respectives.  L'application  plus  moderne  de  la  stéréotomie  ou  de  l'art  du 
trait  à  la  construction  des  voûtes  pleines  et  de  diverses  formes ,  paraît 
n'avoir  été  inventée  et  perfectionnée  que  dans  les  derniers  siècles. 
u,  Quelques  procédés  de  cet  art  ont  été  décrits  sur  la  fin  du  seizième 

siècle ,  dans  un  traité  d'architecture  de  Philibert  de  l'Orme ,  aumônier 
de  Henri  II, Roi  de  France.  En  1642,  Jousse  publia  un  traité  de 
coupe  de  pierres  sous  le  titre  de  secrets  de  F  architecture.  Il  est  pro- 
bable qu'à  cette  époque ,  la  pratique  de  l'art  du  trait  n'était  connue 
que  d'un  petit  nombre  d'initiés ,  qui  suivaient  quelques  écoles  parti- 
culières. En  1649  9  François  Derand,  jésuite,  et  Desargue,  architecte  de 
Lyon  ^  mirent  au  jour  des  traités  plus  étendus  de  coupe  de  pierres. 
Néanmoins  les  dessins  joints  à  ces  ouvrages ,  qui  en  auraient  fait  le  mé- 
rite principal,  étaient  fort  incorrects.  Heureusement,  les  arts  du  dessin 
et  de  la  gravure  se  sont  perfectionnés ,  et  en  1 728 ,  de  la  Rue  a  enrichi 
l'art  des  constructions  d'une  collection  d'épurés  de  coupe  des  pierres 
la  plupart  fort  exactes ,  et  d'ailleurs  très-bien  gravées. 

Ces  divers  traités  pratiques  laissaient  beaucoup  à  désirer  sous  le  rap- 
port de  la  clarté  et  de  la  méthode  :  le  texte  ne  contenant  que  l'indi- 
cation d'une  suite  d'opérations  graphiques  qui  variaient  pour  chaque 
voûte,  et  qui  ne  s'appuyaient  sur  aucune  théorie,  la  lecture  en  était  dif- 
ficile et  fatigante.  Frezier ,  officier  supérieur  du  génie  militaire  (  né  à 
Chambéry  en  1682  ),  qui  joignait  à  des  connaissances  théoriques  fort 
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étendues ,  la  pratique  de  Tart  de  ringénîeur ,  essaya  d'expliquer  par  les 
principes  de  la  géométrie  les  diverses  combinaisons  de  ligues  et  de 
surfaces  qui  constituent  la  coupe  des  pierres  et  celle  des  bois  :  il 
publia  en  1739  un  ouvrage  qui^st  encore  fort  estimé ,  sous  le  titre  de 
Théorie  et  pratique  de  la  coupe  des  pierres ,  en  trois  volumes  in-4^ 
Encouragé  par  le  succès  de  cet  ouvrage  ^  il  mit  ait  jour,  en  1 760 ,  d« 
élémens  de  stéréotomie,  à  Tusag^  de  Tarchitecture  (2  volumes  in*8^). 

Vers  le  même  temps ,  en  1743,  sous  le  ministère  de  M.  d'Ai^«oson, 
en  avait  formé  à  Mezières  uaétablissemeQt  pour  l'instruction  de  MM*  les 
élères  du  corps  royal  du  génie  militaire.  Cest  aux  chefs,  aux  profeâ- 
aeurs  de  cet  établissement,  qu'appartient  véritablement  l'honneur  d'avoir 
amené  la  sd^nce  des  projeetions  au  degré  de  perfectian  où  elle  se 
trouvait  ea  1 794 ,  époque  d^  la  foiidation  de  l'École  polytechnique^ 
La  question  du  défilement  des  ouvrages  de  fortification  (  voye£ 
note  £1 ,  page  1267)  paraît  avoir  été  le  motif  des  recherches  qui  firent 
découvrir  les  viais  élémensda  la  géométrie  descriptive.  Chatillon,  pre- 
fluer  commandant  de  l'école  du  génie  ea  1 748  (  i  ) ,  d'autres  officiers  du 
^nie,  Millet  de  Mureauen  i7499Dubuaten  1768,  Meusnieren  17779 
ont  successivement  traité  cette  question^  dont  la  solution  comprend  une 
grandie  partie  de  la  géométrie  descriptive.  Gaspard  Monge ,  qu'un  heu-- 
reux  hasard  avait  amené  de  Beaune,  sa  ville  natale,  à  Mezières ,  prit  une 
part  trèé-active  à  ces  recherches  \  son  génie  l'éleva  bientôt  à  des  consi- 
dénubons  plus  abstraites ,  et  la  partie  rationnelle  de  la  géométrie  aux 
trois  dimensions  devint  l'objet  spécial  de  ses  études.  En  1784^  époque 
à  laquelle  il  cessa  de  professer  à  l'École  du  génie,  il  avait  publié  dix-sept 
Mémoires  d'analise  appliquée  à  la  géométrie  aux  trois  dimensions.  Trois 
de  ces  Mémoires  sont  remarquables  par  le  nombre  et  la  beauté  des 
propositions  nouvdAes  qu'ils  renferment  Le  premier,  de  1 771,  traite 
des  combes  à  double  courbure ,  de  leurs  rayons  de  courbure  ^  et  de 
kurs  développées.  Le  second,  de  1 774  9  contient  la  théorie  des  surfaces 
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(i)  Ctlte  École  a  eu  depuis  pour  commaDdam  MM.  Duvignau,  deRanasault,  de  Jau* 
bert,  etc.  Uii  décret  du  la  féyrier  1794  a  transféré  cette  École  à  Metz;  réunie  ensuite  à 
l*École  des  élèves  d*artillehe  en  i8o3,  elle  a  maintenant  (i8ai)  pour  commandant  en 
chef  un  maréchat-de-camp  d'artillerie,  ancien  élè?re  de  l^ole  polytechnique. 


dëveloppables,  et  TappUcation  de  cette  théorie  à  la  solution  la  plus  géoâ- 
raie  du  problème  des  ombres ,  dans  l'hypothèse  d'un  corps  lumineux 
et  d'un  corps  opaque  otendus  aux  trois  dimensions.  Un  troisième 
Mémoire ,  de  1781 ,  faisant  suite  à  cehii  d'Euler^  imprimé  en  1 760 ,  et 
au  Mémoire  de  Meusnier,  publié  en  1 7  7  6  ^  renSafme  la  théorie  des  lignes 
de  courbure  des  surfaces.  Les  autres  Mémoires ,  relatifs  aux  surfaces 
courbes ,  contiennent  les  expressions  analitiques  des  divers  modes  de 
génération  de  ces  surfaces,  et  de  leurs  propriétés  principales.  Ces  con- 
sidérations générales  sur  l'étendue  aux  trois  dimensions .  amenèrent 
bientôt  la  comparaison  et  le  rapprochement  des  méthodes  graphiques, 
que  l'on  avait  jusqu'alors  regardées  comme  très-distinctes ,  pmrce  qu^on 
les  appliquait  de  diverses  manières  à  des  arts  diiférens,  teAs  que  la  for- 
tification ,  le  tracé  des  routes  et  des  canaux ,  l'appareil  des  ouvrages  en 
pierres  et  en  bois  ;  et  c'est  de  cette  époque  que  la  stéréotomie  fut  gémé* 
ralisée^  ses  opérations  furent  réduites  à  des  combinaisons  très*simples  de 
lignes  droites ,  combinaisons  qui  fonment  mainteasant  les  préliminaires 
de  la  géométrie  descriptive.  Cette  science  prit  im  nouvel  essor  en  1 794, 
époque  à  laquelle. on  établit  une  École  centrale  de  travaux  publics ^ 
nommée  postérieurement  École  pùljrtechnique.  Monge ,  consulté  par 
par  le  gouvernement  sur  scm  organisation ,  proposa  pour  modèle  de 
cette  grande  et  belle  institution ,  l'École  du  génie  de  Mézières.  Plusieurs 
personnes  qui  avaient  été  ou  élèves  ou  professeurs  de  cette  école  furent 
appelées  à  Pari&,  pour  enseigner  à  TÉcole  polytechnique,  les  unes  la 
géométrie  aux  trois  dimensions ,  les  autres  l'application  de  cette  géo- 
métrie à  l'art  de  fortifier  les  places. 

Le  projet  d'organisation  de  cette  école  portait  que  les  élèves ,  au 
nombre  de  quatre  cents,  seraient  répartis  par  vingt  dans  des  salles  d'é* 
tudej  que  chaque  salle  serait  présidée  par  un  chef  choisi  entre  les 
élèves  ',  que  ce  chef  répéterait  les  leçons  des  divers  professeurs.  Cette 
disposition  n'aurait  pas  été  praticable  pour  la  géométrie  descriptive , 
qui  n'était  encore  connue  que  par  tradition.  Il  eût  été  impossible  de 
trouver  parmi  les  élèves  des  écoles  de  Paris,  des  chefs  d'étude  capables 
d'expliquer  la  géométrie  descriptive,  et  de  diriger  le  travail  graphique 
qui  devait  faire  partie  de  l'enseigement  de  cette  science;  on  sentit  la 
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nëcessitë  d'une  école  préparatoire,  pour  y  former  ces  chefs  d'ëtude. 

Des  jeunes  gens  (  i  ) ,  dont  la  plupart  s'étaient  distingués ,  ou  à  TÉcole 
du  génie  de  Mézières,  ou  à  TÉcole  des  ponts-et-chaussées  de  Paris, 
furent  rappelés  des  armées  ;  on  fit  pour  eux  un  cours  de  géométrie  des- 
criptive, et  pour  la  première  fois  à  Paris,  la  méthode  des  projections 
fut  enseignée  et  mise  en  pratique ,  comme  elle  Tétait  à  Tancienne  École 
du  génie  de  Mézières.  Monge  expliquait  dans  cette  école  préparatoire 
ses  feuilles  d'analise ,  et  j'étais  principalement  chargé  de  l'enseignement 
de  la  géométrie  descriptive.  Celle  instruction  préliminaire  s'est  donriée 
pendant  les  derniers  mois  de  1794;  les  cours  de  l'École  polytechnique 
ont  élé  ouverts  au  commencement  de  l'année  1 795.  Monge  fit ,  pendant 
les  trois  premiers  mois,  vingt-quatre  leçons  sur  la  géométrie  descrip- 
tive; il  a  rendu  un  compte  sommaire  de  ce  cours,  dans  le  premier  ca- 
hier du  Journal  de  l'École  polytechnique  (pag.  6,  année  1795);  le 
programme  suivant,  qu'il  a  rédigé  et  publié  à  la  même  époque,  fait 
connaître  le  sujet  des  vingl-quatre  leçons  : 

i"  Leçon.  Exposition  de  la  méthode  des  projections;  procédés  qui 
pn  facilitent  l'usage. 

n^^  Leçon.  Détermination  des  plans  tangens  et  des  normales  aux  sur- 
faces courbes;  des  tangentes  et  des  plans  normaux  aux  courI:(es  à 
double  courbure. 

3*^  Leçon.  Construction  des  intersections  des  surfaces  courbes; 
exemples  du  genre  de  questions  à  la  solution  desquelles  celte  mélhode 
est  principalement*  propre. 

4'  Leçon.  Génération ,  propriétés  et  construction  des  surfaces  déve- 
loppables,  et  de  toutes  celles  qui  sont  engendrées  par  le  mouvement 
d'une  ligne  droite. 

5*  Leçon.  Examen  des  deux  courbures  d'une  surface  courbe  en 
général  ;  de  la  manière  dont  elle  est  divisée  par  les  deux  systèmes  de 


(i)  Noms  des  étei^es  ^  premiers  chefs  d*études  de  V École  polytechnique,  — MM.  Anselin 
Berge,  Biot,  Bouvet,  Brochant,  Bnislë,  Gallier,  Cavenne,  Choron,  Debaudre,  Donop^ 
Dupuis,  Eudel,  FayoUes,  Francœur,  Guignet;  Hauterre,  Hesse,  Lancret,  Lahure,  Malus, 
Pattu, Pâturai,  Rey,  Saint-Genis. 
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ses  lignes  de  courbure;  de  la  position  des  deux  surfaces  qui  passent 
par  ses  centres  de  courbure* 

6*  et  7*  Leçons.  Application  de  la  géométrie  descriptive  à  la  cons- 
truction rigoureuse  du  contour  de  Tombre  d'un  corps  quelconque 
portée  sur  une  surface  quelconque ,  et  à  celle  de  la  ligne  qui  sépare, 
sur  la  surface  du  corps  qui  porte  ombre,  la  partie  éclairée  de  là  partie 
obscure ,  soit  que  l'objet  lumineux  fût  un  point  unique ,  soit  qu'il  eût 
des  dimensions  finies. 

8*  Leçon.  Principes  de  la  perspective  aérienne.  Dégradation  des 
teintes,  soit  dans  l'ombre,  soit  dans  le  jour,  suivant  la  position  des 
parties  de  lasurface  des  corps ,  et  par  rapport  à  l'objet  lumineux ,  et  par 
rapport  à  l'observateur.  Altérations  qu'elles  paraissent  éprouver  dans 
leurs  couleurs  pro{>res ,  d'après  la  nature  des  corps  lumineux,  et  d'après 
les  jugemens  que  nous  sommes  induits  à  porter,  par  les  circonstances 
environnantes. 

9"^  Leçon.  Application  de  la  géométrie  descriptive  aux  constructions 
de  la  perspective  linéaire. 

10*,  11*'  et  12*  Leçons.  De  la  coupe  des  pierres.  Ordonnance  des 
voûtes  et  voussures.  Convenances  auxquelles  elles  doivent  satisfaire. 
Décomposition  des  voûtes  en  voussoirs.  Procédés  par  lesquels  on  donne 
à  chacune  des  pierres  qui  entrent  dans  la  composition  d'un  édifice  la 
forme  qu'elle  doit  avoir.  Usage  de  la  géométrie  descriptive  pour  cet  objet 

i3%  i4*5  i5*  et  i&  Leçons^  De  l'art  de  la  charpenterie.  Ordonnance 
générale  des  ouvrages  de  charpenterie.  Procédés  par  lesquels  on  donne 
à  chaque  pièce,  la  figure  qu'elle  doit  avoir,  i^  lorsque  la  pièce  est 
droite,  2^  lorsqu'elle  doit  être  terminée  par  des  surfaces  courbes.  Usage 
de  la  géométrie  descriptive  pour  cet  objet. 

17*,  1 8*",  ^  g^  et  20^  Leçons.  De  la  topographie.  Méthodes  par  les- 
quelles on  détermine  avec  précision  la  position  des  principaux  points 
d'une  grande  carte.  Moyens  par  lesquels  on  exécute  les  remplissages. 
Les  diflférens  procédés  de  nivellement.  De  l'art  défigurer  sur  les  cartes, 
les  formes  et  les  accidens  du  terrain. 

..  21*,  22%  23**  et  24*  Leçons.  Exposition  des  divers  mécanismes  au 
moyen  desquels  on  peut  convertir  les  uns  dans  les  autres,  les  diOférens 
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genres  de  mouvement.  Mécanismes  par  lesquels  on  facilite  les  mouvn- 
mens  de  tous  genres.  Description  des  principales  machines  conBues 
dans  les  arts,  et  mues  par  des  animaux ,  ou  par. des  forces  prises  dans 
la  nature.  {Fin  du  programme.) 

A  peine  le  premier  cours  de  Monge  à  TÉcole  polytechnique  fiït-il 
terminé,  qu'une  réunion  de  douze  cents  élèves  fut  conçue  et- effec- 
tuée en  quelques  semaines  ;  elle  avait  pour  objet  de  former  des  pro- 
fesseurs pour  tous  les  genres  d'instruction  scientifiques  et  littéraires. 
Monge  fîit  chargé  d'enseigner  la  géométrie  descriptive  dans  œs  pre- 
mières écoles  nbrmalei;  M.  Liacroix  eft  moi  y  fûmes  appelés  confime 
professeurs  adjoints  (i).  Les  leçons  de  Monge  ^  recueillies  {>ar  des  sté- 
nographes, revues  par  lui-même,  ont  été  imprimées  en  1795,  dans  le 
Jàumal  des  Écoles  normales ,  et  réunies  (juatre  ans  après  en  un 
seul  corps  d'ouvrage.  Le  Tecueîl  de  ces  leçons  est  le  premier  traité  de 
géométrie  descriptive  dans  lequel  on  a  considéré  cette  science  d'une 
manière  abstraite,  et  indépendamment  de  ses  applications. 

Les  Mémoires  d'analise  appliquée  à  la  géométrie,  avaient  déjà 
placé  Monge  au  rang  des  géomètres  les  plus  distingués  ;  son  traité  de 
géométrie  descriptive,  quoique  dégagé  de  tout  calcul,  ne  porte  pas 
moins  l'empreinte  du  génie  dont  la  nature  l'avait  doué.  On  y  recon- 
naît cette  faculté  d'Imagination  qui  lui  faisait  découvrir  les  propriétés 
de  l^tendue  figurée  :  un  style  clair  et  précis ,  une  rédaction  soignée , 
ont  placé  cet  ouvtage  au  rang  des  livres  clasèiques  de  premier  ordre. 
Phisieuîs  éditions  se  sont  succédé  Sans  aucun  changement  La  der- 
nière, faite  de  son  vivant ,  parut  en  1811,  avec  un  supplément  qu'il 
avait  Jugé  digne  d'éti-e  placé  à  la  suite  de  son  ouvrage-,  le  nouveau 
traité  que  je  publie  maintenant  contient  ce  supplément,  et  de  plus, 
les  additions  qui  m'ont  paru  nécessaires  pour  en  faire  un  ouvrage  plus 
côniplet. 

(i)  Les  autres  professeurs  pour  les  sciences  étaient  :  MM.  Laplace^  Lagrange,  pour  les 
mathématiques;  M.  Haùy,  pour  la  physique;  M.  BerthoUet ,  pour  la  chimie;  MM.  Thouin 
et  Daubenton ,  pour  l'histoire  naturelle  et  Fagriculture. 

M.  Lacroix  avait  déjà  composé  à  cette  époque  la  plus  grande  partie  de  ses  Essais  sur 
là  géométrie  à  trois  dimensions^  qu'il  a  publiés  la  même  année  1795* 
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DIVISION  DE  L'OUVRAGE. 


Ce  traité  est  divisé  en  deux  livres  ^  le  premier  contient  la  géométrie 
descriptive  purej  le  second  renferme  deux  chapitres  qui  ont  pour 
titres  I**  Lieux  géométriques ^  2^  Ombres  et  perspective  linéaires: 
L'ouvrage  est  terminé  par  un  appendice  dans  lequel  j'expose  les  prin- 
cipes de  la  stéréotomie,  et  les  procédés  généraux  de  cet  art ,  appliqués 
à  la  coupe  des  pierres. 

Livre  prbicier«  -^  Géométrie  descriptive  pure» 

La  •géométrie  descriptive,  telle  qu'on  la  considère  dans  ce  premier 
livre,  contient  deux  parties,  l'une  rationeUe  (i)  et  l'autre  technique. 

La  première,  purement  théorique,  se  rattache  à  une  branche  impor- 
tante des  mathématiques ,  qui  embrasse  toutes  les  propriétés  de  l'éten* 
due  figurée  $  et  que  les  plus  grands  géomètres  ont  traitée  ou  par  l'analise 
ou  par  la  synthèse. 

La  partie  technique  de  la  géométrie  descriptive  est  l'art  de  repré- 
senter sur  des  feuilles  de  dessin ,  les  points  et  les  lignes  de  l'espace  \  elle 
a  pour  base  la  méthode  des  projections^  la  pratique  de  cette  méthode 
exige  un  coup  d'ceil  assuré,  une  main  exercée,  qui  sache  employer  avec 
adresse  la  règle ,  le  compas  et  l'équerre* 

La  géométrie  descriptive  est  un  art,  lorsqu'elle  a  pour  objet  la 
description  des  solides  et  des  surfaces  données  j  elle  doit  être  regardée 
comme  un  complément  des  méthodes  géométriques,  lorsqu'on  l'em- 
ploie pour  déterminer  des  formes  secondaires  incopnues,  qui  résultent 
nécessairement  de  formes  primitives  données. 

(i)  Les  propositions  principales  de  la  partie  rationnelle  de  la  géométrie  descriptive 
ont  été  réunies  dans  un  ouvrage  que  j*ai  publié  en  181 7,  sous  le  titre  SÉlémens  de  Géo* 
fnitne  k  trois  dimensions  (i  vol.  in-S^^Firmin  Dîdot).  le  nai  rappelé  dans  ce  nouveau 
traité  de  géométrie  descriptive,  que  les  propositions  nécessaires  pour  Imteiligence  delà 
partie  technique  de  cette  géométrie,  et  de  ses  applications  aux  arts  graphiques.  D'autres 
questions  d*une  application  éloignée  ont  été  lobjet  de  quelques  recherches  sur  les 
courbures  àes  lignes  et  des  surfaces;  j'en  ai  exposé  les  résultats  dans  un  Second  Suppléa' 
ment  a  la  Géométrie  de  Monge  (i  vol.  in-4^,  Finnin  Didot,  18 18). 
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Mongô-Fa  considérée  sous  ce  double  rapport  dans  ses  leçons  aux 
Écoles  normales  ;  maïs  il  a  dû  pour  ces  écoles  se  borner  à  l'exposition 
des  méthodes  générales ,  et  traiter  fort  brièvement  la  partie  technique 
de  la  géométrie  descriptive.  Des  neuf  leçons  qu'il  a  données  (du  20  jan- 
vier au  10  avril  1795),  les  deux  dernières  contiennent  des  résultats  de 
Tanalise  appliquée  à  la  géométrie;  sept  seulement  sont  consacrées  à  la 
géométrie  descriptive  pure.  Si  Ton  observe  que  notre  cours  à  l'École 
polytechnique  se  composait  de  quatre-vingt-dix  à  cent  leçons;  qu'il  était 
spécialement  destiné  aux  élèves  ingénieurs  des  services  publics ,  pour 
qui  la  partie  technique  de  la  géométrie  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance, j'espère  qu'on  appréciera  les  motifs  qui  m'ont  déterminé  à 
traiter  les  mêmes  questions  du  livre  de  Monge,  en  insistant  davantage 
sur  là  construction  des  épures.  J'ai  fait  à  ce  livre  d'autres  additions 
qui  ne  sont  pas  moins  nécessaires  pour  l'application  de  la  géométrie 
descriptive  aux  ombres,  à  la  perspective  et  à  la  stéréotomie;  je  vais  les 
indiquer  brièvement. 

Chap.  L  —  Des  préliminaires. 

La  solution  d'un  problème  quelconque  de  géométrie  descriptive 
consiste  à  trouver  un  ou  plusieurs  points, de  l'espace,  d'après  certaines 
conditions  qui  déterminent  la  position  de  ces  points.  Je  rappelle  ce  que 
j'ai  déjà  indiqué  dans  mes  élémens  de  géométrie  à  trois  dimensions 
(année  1 8 1 7) ,  que  toutes  les  opérations  graphiques  qui  conduisent  à  la 
solution  du  problème  proposé  se  réduisent  à  celles  qui  sont  nécessaires 
pour  résoudre  les  deux  questions  suivantes  : 

i"  Question.  Trouver  la  distance  de  deux  points^  dont  on  a  les 
projections  orthogonales  sur  deux  plans  rectangulaires'} 

2*  Question.  Une  droite  étant  donnée  par  ses  deux  projections 
orthogonales  sur  deux  plans  rectangulaires ,  trousser  les  projections 
du  point  d'intersection  de  cette  droite j  et  d*un  troisième  plan^  dont  la 
position  par  rapport  aux  deux  premiers ,  est  aussi  donnée  ? 

Le  tableau  des  constructions  graphiques  d'une  épure  quelconque  de 
géométrie  descriptive ,  n'offre  jamais  que  la  répétition  des  opérations 
élémentaires  qui  donnent  la  solution  des  deux  questions  précédentes. 
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Ghap*  il  —  Des  plans  tangens  aux  surfaces  courbes. 

On  admet  en  géométrie  qu'un  plan  tangent  en  un  point  donné  d'une 
surface,  est  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  lignes  de  la  surface, 
qui  passent  par  ce  point.  Monge  n'avait  considéré  dans  sa  Géométrie 
que  les  plans  tangens  aux  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  en  un 
point  de  ces  surfaces,  sont  dirigés  dans  le  même  sens-,  mais  les  surfaces 
qui  ne  satisfont  pas  à  celte  condition  sont  remarquables  en  ce  que  leurs 
plans  tangens  sont  en  même  temps  tangens  et  sécans.  J'ai  donné  pour 
exemples  de  cette  seconde  espèce  de  plans  tangens,  ceux  qui  sont  tangens 
aux  surfaces  à  élémens  gauches ,  et  à  la  surface  annulaire  connue  en 
architecture  sous  le  nom  de  Tore  [Vojez  pi.  i4,  liv.  i*"^  de  ce  traité). 

On  a  appelé  jusqu'à  présent  surface  gauche  ^  toute  surface  engen- 
drée par  une  droite  mobile ,  quelle  <jue  soit  la  loi  du  mouvement  de 
cette  droite,  pourvu  néanmoins  que  deux  droites  consécutives,  qui 
comprennent  un  élément  de  la  surface ,  ne  se  rencontrent  pas.  Chaque 
élément  est  un  -çeût  plan  gauche;  mais  l'ensemble  de  ces  élémens 
forme  souvent  des  surfaces  très-régulières,  qui  ne  conservent  aucune 
apparence  de  difformité.  Nous  étions  convenus  avec  Monge  de  Jes 
appeler  surfaces  réglées;  ce  qui  motive  cette  dénomination,  c'est 
qu'on  peut  appliquer  une  règle  sur  les  droites  de  la  surface,  et  s'assurer 
ainsi  qu'elle  est  exécutée  rigoureusement. 

Après  avoir  établi  par  une  discussion  plus  complète  que  celle 
d'Euler,  la  division  des  surfaces  du  second  degré  en  cinq  espèces  que 
j'ai  nommées  ellipsoïde  ^  hyperholoide  à  une  nappe ,  hyperholoide  à 
deux  nappes  y  paraholoide  elliptique  ^  parabolôide  hyperbolique^ 
je  me  suis  principalement  occupé  de  la  recherche  des  propriétés  géo- 
métriques des  deux  surfaces  réglées  du  second  degré,  Fhyperboloide 
à  une  nappe,  et  le  parabolôide  hyperbolique  ou  plan  gauche. 

Les  propriétés  les  plus  remarquables  de  ces  surfaces ,  sont ,  i  ^  que 
toute  surface  réglée  a  pour  surface  normale  suivant  une  droite,  un  plan 
gauche  dont  les  paramètres  varient  pour  chaque  droite  ;  2^  que  toute 
surface  réglée  a  pour  surface  osculatrice  suivant  une  droite,  un  hyper- 

b      . 
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boloîde  à  une  nappe ,  dont  les  paramètres  varient  pour  chaque  droite  5 
3^  que  toute  surface  réglée  a  pour  surface  tangente  suivant  une  droite, 
une  infinité  d'hyperboloides  à  une  nappe;  4"*  ^^^  deux  surfaces  réglées 
qui  ont  une  droite  canunune  et  trois  plans  tangens  conununs  en  trois 
points  différens  de  cette  droite ,  sont  tangentes  Tune  à  Tautre  dans  tous 
les  points  de  la  droite  qui  leur  est  commune. 

J'ai  déduit  de  ces  propriétés  urie  méthode  graphique  pour  mener 
les  plans  tangens  à  une  surface  quelconque  engendrée  par  la  ligne 
droite,  ainsi  que  pour  construire  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe, 
lorsque  cette  courbe  est  donnée  en  relief  ou  par  ses  protections.  J'ai 
appliqué  cette  méthode  à  plusieurs  surfaces  réglées ,  employées  pour 
la  construction  des  voûtes. 

Ghap.  III.  —  Des  intersections  de  surfaces. 

Une  surface  est  définie ,  lorsque  pour  chacun  de  ses  points,  ou  as- 
signe la  forme  et  la  position  d'une  ligne  mobile ,  génératrice  de  la  sur- 
face. Pour  trouver  l'intersection  d'une  surface  par  un  plan  ,  on  cherche 
les  points  d'intersection  de  ce  plan  et  de  la  génératrice  considérée  dans 
ses  positions  successives;  la  ligne  qui  joint  tous  ces  points  est  l'intersec- 
tion de  la  surface  par  le  plan  donné.  La  tangente  en  un  point  quelconque 
de  la  section  plane  de  la  surface,  est  la  droite,  intersection  du  plan  tangent 
à  la  surface  en  ce  point,  et  du  plan  de  la  section.  Lorsque  Je  contour 
de  la  section  est  une  courbe  à  une  ou  plusieurs  branches  infinies ,  les 
tangentes  aux  points  situés  à  l'infini  se  nomment  asjmpthotes.  J'ai  fait 
voir  comment  on  déterminait  les  asyinpthotes ,  dans  le  cas  où  la  sur- 
face proposée  est  un  cône  du  second  degré,  ou  un  hyperboloide  à 
une  nappe ,  ou  un  paraboloîde  hyperbolique. 

On  obtient  en  général  la  ligne  d'intetsection  de  deux  surfaces ,  en 
les  coupant  par  un  système  de  plans.  Les  sections  de  l'une  et  de  l'autre 
surface,'qui  sont  contenues  dans  un  n>éme  plan ,  et  dont  les  contours  se 
rencontrent,  déterminent  les  points  communs  aux  deux  surfaces.  Non- 
seulement  il  importe,  dans  chaque  cas  particulier,  de  choisir  le  système 
de  plans  coupans ,  qui  donne  les  constructions  les  plus  simples  j  mais  il 


n'est  pas  moins  atile  de  connaître  les  plans  coupans  limites,  entre  les- 
quels la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  est  comprise.  J'ai  fait 
voir  comment  on  déterminait  les  plans  limites  pour  plusieurs  cas  par- 
ticuliers ,  et  notamment  pour  deux  cylindres  et  deux  cônes.  Les  lignes 
d'intersection  de  ces  surfaces  ont  des  branches  fermées  ou  infinies  ; 
j'ai  indiqué  un  moyen  pour  reconnaître  a  priori  l'existence  des  bran- 
ches infinies ,  et  pour  construire  leurs  asympthotes.  La  solution  de 
ces  questions  a  complété  ce  que  Monge  avait  écrit  sur  l'intersection 
de  ces  surfaces. 

J*ai;  ajouté  un  article  stur  l'usage  qu'oni  peut  faire ,  dans  quelques 
cas  particuliers ,  des  projections  obliques,  pour  trouver  Tintersection 
des  deux  surfaces,  plus  amplement  que  par  la  méthode  desprojec-. 
tions  orthogonales.  D'autres  additions  que  j'ai  faites  à  la  géométrie  de 
Monge  appartiennent  au  livre  suivant  des  applications. 

Livre  IL  Des  applications Cvap.  L — Des  lieux  géométriques. 

•       •  • 

On  appelle  lieu  géométrique  (Tun  point  j  la  ligne  ou  la'  surface  qui 
conti^it  ce  point.  Lorsque^  d'après  l'énoncé  d'ua  problème,  un  point 
doit  se  trouver  sur  trois  surfaces  conques ,  ces  surfaces  et  leurs  lignes 
d'intersection  sont  des  lieux  géométriques  du  point  .demandé;  on 
trouve  les  projections  de  ce  points  en  construisant  les  intersiections  des 
trois  surfaces  prises  deux  à  deux*  J'ai  considéré  le  cas  où  l'une  seule- 
ment des  trois  surfaces  est  de  révolution;  j'ai  fait  voir  que  dans  ce 
cas ,  il  suffisait  de  construire  la  courbe  à  double  courbure ,  intersection 
des  deux  surfaces  non  de  révolution  \  qu'on  en  déduisait  une  seconde 
courbe  située  dans  un  plan  méridien  de  la  surface  de  révolution ,  et 
que  les  points  commtms  aux  trois  surfaces  proposées  étaient  déter- 
nnnés  par  la  rencodtitre  de  la  seconde  courbe ,  et  du  contour  de  la  sec- 
tion méridienne  de  la  sur&ce  de  révolution. 

Ce  mode  de  solution  ^  que  j'ai  appliqué  à  plusieurs  problànes  de  la 
Géométrie  de  Monge,  a  l'avantage  de  faire  connaître  les  données 
d'après  lesqueUes  on  trouve  le  plus  grand  nombre  de  pointa  qui  satis- 
font aiu  conditions  de  ces  problèmes,. 
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Le  chapitre  suivant,  et  l'appendice  qui  termine  ce  traité,  con- 
tiennent des  applications  de  la  gëomëtrie  descriptive ,  qui  n'ont  pas 
été  écrites  par  Monge. 

Chap.  II Des  ombres  et  de  la  perspective. 

Une  théorie  complète  des  ombres,  celle  qui  serait  nécessaire  aux 
artistes,  peintres  et  dessinateurs,  comprendrait  l'examen  de  tous  les 
phénomènes  de  la  lumière,  tant  sur  les  corps  que  dans  les  milieux  que 
le  fluide  traverse.  11  faudrait  avoir  égard  à  la  forme  et  aux  dimensions 
du  corps  lumineux ,  à  l'action  de  la  lumière  directe ,  aux  effets  de  la 
lumière  réfléchie  ou  par  le  milieu  ou  par  les  corps  eux-mêmes  j  enfin , 
on  considérerait  les  couleurs  et  leurs  diverses  nuances.  L'ingénieur 
constructeur  n'emprunte  aux  arts  du  dessin  d'imitation  que  des  résul- 
tats démontrés,  qui  ont  pour  objet  de  faciliter  l'intelligence  du  dessin 
géométraL  On  fait  abstraction  pour  ce  dernier  genre  de  dessin ,  de 
la  forme  du  corps  lumineux  et  de  la  couleur  des  objets  éclairés;  on 
n'admet  qu'un  seul  point  lumineux  à  une  distance  finie  ou  infinie  des 
cprps  éclairés;  on  n'a  point  égard  à  la  faculté  qu'ont  tous  les  corps 
de  réfléchir  la  lumière  directe  en  plus  ou  moins  grande  quantité;  ce 
qui  les  rend  eux-mêmes  des  corps  lumineux.  Il  résulte  de  ces  diverses 
suppositions^  que  les  espaces  ombrés  ont  pour  enveloppes  des  sur- 
faces coniques  ou  cylindriques;  que  ces  enveloppes  sont  tangentes  aux 
surfaces  des  corps  éclairés,  suivant  des  lignes  qui  séparent  l'ombre  de 
la  lumière ,  et  qu'on  nomme ,  par  cette  raison ,  lignes  ile  séparation 
d'ombre  et  de  lumière. 

Les  surfaces  des  ombres ,  prolongées  au  delà  des  lignes  de  sépara- 
tion d'ombre  et  de  lumière,  coupent  ou  les  surfaces  des  corps  éclairés, 
ou  les  surfaces  d'autres  corps  environnans;  les  lignes  d'intersection 
de  ces  surfaces  fomient  les  contours  des  ombres  portées.  Je  nomme  ces 
contours,  et  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière ,  ombres 
linéaires  y  pour  les  distinguer  des  surfaces  auxquelles  elles  appar- 
tiennent. 

La  détermination  des  ombres  linéaires  se  réduit  à  deux  problèmes 
de  géométrie;  le  premier  consiste  à  trouver  sur  un  corps  donné,  la 
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ligue  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière;  le  second  à  construire 
l'intersection  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  qui  a  pour  base  cette  ligne/ 
par  une  surface  donnée  :  j'ai  fait  voir  que  dans  l'hypothèse  ou  les 
rayons  lumineux  partent  d'un  seul  point,  la  théorie  des  oràbres  linéaires 
comprend  la  perspective  linéaire. 

Après  avoir  exposé  les  méthodes  générales  connues ,  qui  sont  appli- 
cables au  tracé  des  ombres  et  de  la  perspective  linéaire ,  j'ai  considéré 
les  trois  familles  de  surfaces  qu'on  emploie  le  plus  souvent  dans  les  arts, 
savoir  :  les  surfaces  développables ,  les  surfaces  de  révolution,  et  les 
surfaces  à  élémens  gauches ,  autrement  surfaces  réglées.  J'ai  montré 
comment,  pour  ces  deux  derniers  genres  de  surfaces,  les  problèmes 
d'ombre  et  de  perspective  pouvaient  se  résoudre  par  une  méthode 
particulière,  plus  simple  et  plus  exacte  dans  la  pratique  que  la  méthode 
générale;  elle  consiste  à  déterminer  la  ligne  de  contact  d'une  surface 
em^eloppe  et  d'un  cône  dont  le  sommet  est  donné. 

Pour  comprendre  le  principe  sur  lequel  cette  méthode  particulière 
est  fondée ,  il  faut  considérer  sur  une  enveloppée  mobile ,  deux  lignes, 
la  caractéristique ,  qui  est  l'intersection  de  deux  enveloppées  consé- 
cutives ,  et  la  courbe  de  contact  de  la  première  enveloppée  avec  le  cône 
tangent  à  cette  enveloppée,  qui  a  même  sommet  que  le  cône  tangent 
à  l'enveloppe.  Si  ces  deux  4ignes  se  coupent,  le  point  d'intersection 
appartient  à  la  courbe  de  contact  de  l'enveloppe  et  du  cône  tangent  à 
cette  enveloppe,  qui  a  son  sommet  au  point  donné. 

C'est  d'après  cette  considération,  qu'on  trouve  les  lignes  de  sépa- 
ration d'ombre  et  de  lumière ,  sur  les  surfaces  ou  réglées ,  ou  de  révolu- 
tion. Les  premières  ont  pour  enveloppées  des  hyperboloides  à  une 
nappe,  ou  des  paraboloides  hyperboliques;  les  secondes  des  cônes 
droits,  des  sphères  ou  des  cylindres  :  ces  enveloppées,  d'une  généra- 
tion plus  simple  que  celle  de  leurs  enveloppes ,  ont  pour  caractéris- 
tiques des  droites  et  des  cercles. 

Après  avoir  indiqué  ,un  moyen  pour  trouver  les  points  limites  des 
ombres  linéaires  et  des  contours  apparens,  sur  des  portions  de  sur- 
faces renfermées  dans  des  courbes  données,  j'ai  considéré  les  points 
les  plus  apparens  des  surfaces  qu'on  nomme  points  briilans.  Le  point 
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brillant  est  sur  un  corps  parfaiitement  poli^  le  seul  point  visible  de  ce 
corps,  qui  réfléchit  un  rayon  de  lumière  vers  Toeil  du  spectateur. 
En  supposant  que  le  corps  soit  mat  et  néanmoins  visible,  le  point 
brillant  devient  le  plus  apparent.  J'ai  fait  voir  comment  on  déter- 
mine géométriquement  ce  point  sur  une  surface  quelconque  définie , 
et  de  quelle  manière  on  simplifie  cette  solution  générale  pour  le  cas 
particulier  des  surfaces  de  révolution»  Plusieurs  questions  relatives 
aux  points  brillans  et  aux  lignes  de  pénombres  y  sont  suivies  de  la  cons- 
truction des  dessins  de  perspective  linéaire,  par  la  méthode  la  plus 
usitée  et  connue  depuis  long-temps,  qu'on  nomme  Méthode  par  les 
points  de  concours. 

J'ai  ajouté  au  livre  des  ombres  et  de  la  perspective,  i^  l'explica- 
tion des  anamorphoses  vues  directement  ou  par  réflexion ,  sur  des  mi- 
roirs cylindriques  ou  coniques  ;  2""  la  construction  des  mappemondes 
par  la  projection  stéréographique  ^  3**  un  article  sur  la  gnomomique, 
ou  l'art  de  construire  les  cadrans. 

L'appendice  qui  termine  ce  traité,  contient  les  principes  de  la  sté- 
réotomie ,  et  des  notices  explicatives  sur  les  épures  de  coupe  de  pierres 
jointes  à  cet  appendice  (i). 

Le  travail  de  Monge  sur  la  géométrie  descriptive  est  connu  par  les 
leçons  qu'il  a  données  aux  Écoles  normales  de  1 7g5 ,  et  par  la  première 
collection  d'épurés  que  nous  fîmes  graver  la  même  année,  pour  l'usage 
de  l'Ecole  polytechnique  (2).  Ce  nouveau  traité,  et  les  dessins  qui  s'y 


(i)  Immédiatement  après  la  leçon  de  géométrie  descriptive ,  les  élèves  de  l'École  po- 
lytechnique dessinent  l'épure  que  le  professeur  a  expliquée  5  ils  sont  aidés  dans  ce  travail 
graphique  par  l'épure  gravée  qu'on  a  distribuée  à  chacun  d'eux,  et  par  un  ou  plusieurs 
modèles  placés  dans  chaque  salle  d'éludés  ;  ces  modèles  sont  en  bois  pour  la  charpente  ^ 
et  coidés  en  plâtre  poiu*  la  coupe  des  pierres.  La  personne  qui  distribue  les  épures  aux 
élèves  est  en  même  temps  chargée  de  la  conservation  et  de  la  construction  des  modèles. 
Cette  place  d'artiste  conservateur  est  depuis  long-temps  remplie  avec  distinction  par 
M.  Brocchi;  à  qui  l'on  peut  s'adresser  pour  avoir  des  i^odèles  en  relief,  relatifs  aux 
questions  d€  géométrie  descriptive  pure  et  appliquée.  On  trouve  aussi  chez  lui  des  mo- 
dèles de  charpente ,  construits  d'après  les  dessins  qui  faisaient  partie  de  la  collection  de 
nos  épures  en  18 16. 

(a)  Avant  l'ouverturfe  des  cours  de  l'École  polytechnique,  on  avait  formé  un  bureau 
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trouvent )oiQls,  constatent  Fétat  auquel  âi'ëtaît  élevé  en  1816^  Tensei- 
guement  de  la  géométrie  descriptive^  dont  je  demeurai  seul  chargé 
depuis  1797,  deux  ans  aprè*  rétablissement  de  TÉcole  polytechnique. 

Deux  professeurs  de  cette  École  (  Monge  et  moi  ) ,  enseignions  la 
géométrie  descriptive  et  Tanalise  appliquée  à  cette  géométrie  ;  Monge ,  à 
son  retour  d'Egypte  (en  1800)^  continua  à  professer  Tanalise^  en  181  o, 
il  fut  remplacé  pour  ce  coura^  par  M»  Arago ,  à  qui  Ton  confia  de  plus 
renseignement  de  la  géodésie  et  de  la  géométrie  descriptive  pure.  En 
avril  1808^  M.  Binet  (  J.-P.-M,  ),  actuellement  inspecteur  des  études, 
dirait  été  nommé  répétiteur  pour  DO6  cours  ^  il  en  a  rempli  les  fonc« 
tîonâ  jusqu'en  i8i5,  époque  à  laquelle  il  fut  appelé  à  la  place  de 
professeur  de  mécanique ,  laissée  vacante  par  M.  Poisson ,  qui  passait 
aux  fonctions  d>xaminat6ur  permanent,  pour  Vadmission  dans  les 
services  publics. 

A  l'avantage  d'être  secondé  par  des  collaborateurs  du  premier 
mérite,  se  joignait  celui  d'être  par  les  devoirs  de  n»a  place,  en  relation 
habituelle  avec  des  élèves,  dont  l'émulation  amenait ,  chaque  année, 
des  perfectionnemens  dans  l'enseignement  de  la  géométrie  descriptive. 
Leurs  observations ,  les  difficultés  résolues,  ont  été  en  partie  recueillies 
par  les  soins  des  professeurs  de  l'École  polytechnique  j  ce  nouveau 
recueil  plus  complet,  contribuera ,  j'espère,  à  propager  une  doctrine 
féconde  dans  ses  applications,  qui  est  le  fruit  de  vingt  ans  de  travail 
dans  une  École,  dont  la  célébrité  atteste  les  services  qu'elle  rend  jour- 
nellement aux  arts  et  aux  sciences. 

de  dessinateurs,  qui  était  dirigé  par  M.  Eisenman,  actuellement  ingénieur  et  bibliotbé- 
<;aire  de  TÉcole  des  ponts  et  chaussées.  Chaque  professeur  fit  préparer  dans  ce  bureau  le 
poit&'feuille  de  l'enseignement  dont  il  était  chargé.  Les  dessins,  mis  au  net,  furent  gravés 
et  distribués  aux  élèves.  Les  modèles  des  épures  d'applications  de  la  géométrie  descriptive, 
qui  servirent  à  l'enseignement  en  1795,  ont  été  extraits  de  l'ouvrage  de  la  Rue.,  et  des 
cahiers  manuscrits  de  Fancienne  École  du  génie  de  Méaûèrea.  Plusieurs  dessinateurs  du 
bureau  dirigé  par  M.  Eisenman,  furent  attachés  à  l'École  polytechnique,  et  l'un  d'eux, 
M.  Girard,  n*a  pas  cessé  d'appartenir  à  cet  élablisaeroent.  On  reconnaîtra  le  talent  de 
cet  habile  maître  en  dessin  géométral,  dans  les  épures  de  notre  traité  de  géométrie 
descnptiye. 


Ouvrages  principaux  de  Stéréotomie  et  de  Géométrie  descriptive* 

Théorie  et  Pratique  de  la  Coupe  des  Pierres,  3  vol.  m-4«;  par  Frézier,  ingénieur  en  chef  à  Landau. 
Première  édition  de  Strasbourg,  1739;  seconde  édition  de  Paris ,  1754,  3  vol.  iiih-4^ 

Èlémens  de  Stéréotomie,  à  Tusage  de  Tarchitecture  pour  la  coupe  des  pierres ,  par  Frézier,  a  vol. 
in -8®.  Paris,  1760. 

I^ouveaux  Principes  de  Perspective  linéaire,  par  Taylor  (auteur  du  théorème  qui  porte  son  nom; 
né  en  i685,  mort  en  i73i).  Cet  ouvrage  a  été  traduit  de  l'anglais  en  français,  en  1757. 

Leçons  de  Géométrie  descriptive ,  par  Gaspard  Monge  (né  le  10  mai  1746,  décédé  le  a8  juillet  1818). 
Ces  leçons ,  au  nombre  de  neuf,  furent  imprimées  en  1 795  dans  les  quatre  premiers  volumes 
du  Journal  des  Écoles  normales.  Elles  furent  réunies  quatre  ans  après ,  par  les  soins  de  M.  Ha- 
'  chette,  en  un  corps  d'ouvrage.  Plusieurs  éditions  de  cet  ouvrage  se  sont  succédé  sans  change- 
ment; celle  de  181 1  ^  la  dernière  &ite  du  vivant  de  l'auteur,  contenait  un  supplément  ;  M.  Ha- 
chette, auteur  de  ce  supplément.  Ta  réuni  au  traité  de  géométrie  descriptive  qu'il  publie 
maintenant.  On  a  réimprimé  en  1820*,  les  leçons  de  Monge,  telles  qu'iMes  a  données  aux  Écoles 
normales;  M.  Brisson  ,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  a  augmenté  cette  édition  d'un 
extrait  de  leçons  inédites  sur  les  ombres,  les  perspectives  linéaire  et  aérienne. 

Essais  de  Géométrie  sur  les  plans  et  les  surfaces  courbes ,  par  M.  Lacroix  (Sylvestre-François)  ; 
I  vol.  in-8^.  Première  édition,  1795;  quatrième  édition,  1812. 

Cet  ouvrage  fait  partie  d'un  cours  complet  de  mathématiques,  qui  a  été  traduit  en  anglais  «  en 
allemand  et  en  italien.  (Le  cours  comprend  neuf  volumes  in-8*'. ) 

Traité  théorique  et  pratique  de^  VArt  de  bâtir,  par  J.  Rondelet ,  architecte  du  Panthéon  français. 
Tome  second.  Coupe  des  pierres,  année  18 1 4- 

Traité  de  Géométrie  descriptive,  par  M.  Potier;  i  vol.  in-8^  de  96  pages  et  2  planches.  Paris,  1817. 

Traité  de  la  Géométrie  descriptive ,  par  M.  Vallée  (Louis-Léger),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées, 
élève  de  l'École  polytechnique  en  1801  ;  i  vol.  in-4^,  avec  60  planches.  Paris,  181 9. 

Traité  de  la  Science  du  Dessin,  i  vol.  in-4S  £»6  planches ,  parle  même.  Paris,  septembre  181 1. 

Études  d'Ombres ,  à  l'usage  des  écoles  d'architecture;  par  M.  Léveillé,  ingénieur  en  chef  au  corps 
royal  des  ponts  et  chaussées;  i  vol.  in- 4**,  i5  planches.  Paris,  1811.  ^ 

Développemens  de  Géométrie,  par  M.  Dupin,  capitaine  du  génie  maritime,  i  vol.  in-4^.  Parb,  181 3. 

De  la  Richesse  minérale,  3  vol.  ';in-4^;  par  M.  Héron  de  Yillefosse,  inspecteur  divisionnaire  du 
corps  royal  des  mines  d^  France.  Paris,  1819. 

Cet  ouvrage  renferme  d'utiles  et  nombreusees  applications  de  la  géométrie  descriptive  à  la 
construction  des  cartes  et  machines  employées  dans  l'exploitation  des  mines. 

Journal  de  l'École  polytechnique. 

i^  Plusieurs  Mémoires  sur  les  fortifications,  par  MM.  Dobenheim,  Say,  officiers  du  génie.  Cahiers 
numéros  i — 4» 

Q*  Sur  la  Gnomonique,  par  M.  le  François.  Onzième  cahier,  année  1802. 

3°  Essais  sur  l'Art  de  projeter  les  canaux  de  navigation,  par  MM.  Brisson  et  Dupuis-Torcy,  ingé- 
nieurs des  ponts  et  chaussées.  Quatorzième  cahier,  année  f  808. 

4<»  Sur  les  Moyens  généraux  de  construire  des  cercles  et  des  'sphères,  qui  satisfont  à  certaines 
conditions  ;  par  M.  Gaultier ,  professeur  de  géométrie  descriptive  au  Conservatoire  des  Arts  et 
Métiers.  Seizième  cahier,  année  i8i3. 
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CHAPITRE  PREMIER.  —  S  I" 


D^finidoi 


i«  Là  A  Géométrie  descriptive  se  compose  de  deux  parties  :  Tune  rationneUe,  qui 
comprend  les  solutions  synthétiques  d£S  problèmes  relatifs  aux  propriétés  de 
rétendue;  Tautre  simplement  graphique,  qui  consiste  dans  Tart  de: représenter 
exactement  la  forme  et  la  position  des  lignes  situées  dans  Tespace»  Cette  repré«- 
sentation  se  fait  sur  des  feuilles  de  dessin  qu'on  nomme  épures. 

Un  dessin  de  géométrie  descriptive  est  le  tableau  des  lignes  et  des  sur£aices 
qu  on  a  combinées  pour  arriver  à  la  solution  d'une  question  proposée.  Après 
avoir  tracé  sur  une  épure  les  données  d'un  problème^  on  obtient  par  une  wite 
d'opérations  graphiques  les  points  ou  les  lignes  (pii  satisfont  aux  conditions 
de  ce  problèmes 

L'application  la  plus  immédiate  de  la  géométrie  descriptive  est  la  représea* 
tation  des  corps  qui  sont  dans  leur  état  natiird ,  ou  dont  1^  formes  sont  sus-t 
ceptibles  de  définition  rigoureuse.  Lc^  arts  libéraux,  la  spulpture,  l'architecture, 
tous  les  arts  dits  mécaniqueé^  qui  ont  pour  but  principal  de  donner  à  la  matière 
brute  des  formes  déterminées,  empruntent  à  la  géométrie  descriptive  des.  pro-. 
cédés  graphiques ,  à  l'aide  desquels  on  représente  fidèlement  toutes  les  parties 
d'un  objet  en  relief,  avant  que  cet  objet  soit  exécuté.  Cette  représentation  se 
fait,  pour  la  géographie,  sur  des  cartes  ou  mappemondes;  pour  l'architecture, 
sur  des  dessins  qu'on  nomme  plans  y  profils  j  élèi^ations,  et  plus  généralement 
dessins  géométraux^  En  considérant  deux,  points  quelconques  sur  un  relief^-  la 
distance  de  ces  deux .  points  ne  sera  pas  toujqurs  donnée  directement  par  les 
dessins  géométraux;  mais  on  la  déduirk  des  lignes  tracées  sur  les  feuilles  de 
dessin  :  cette  propriété  du  dessin  géoméfrd  le  distingue  des  perspectives  ordi- 
naires. 
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Des  Opérations  et  du  Dessin  de  la  Géométrie  descripti\fe, 

2.  Les  opérations  ou  constructions  de  la  géométrie  descriptive  compren- 
nent d'abord  celles  qui  servent  à  résoudre  graphiquement  les  problèmes  de  la 
géométrie  plane. 

Lorsque  de  cette  géon^étrie  on  passe  i  la  géométrie  de  Tespace ,  qui  consi- 
dère  les  corps  étendus  aux  trois  dimensions ,  toutes  les  questions  de  cette  partie 
de  la  science  de  Tétendue  sont  ramenées  à  la  géométrie  plane ,  par  la  construc* 
tion  des  deux  problèmes  suivans  : 

I  ^  Trouver  la  distance  de  deux  points  dont  on  a  les  projections  ; 

o?  Construirele  point  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan. 

On  trace  sur  une  épure  les  lignes  droites  et  les  cercles  en  se  servant  de  trois 
instrumens,  la  ^ègle,  l'équerre  et  le  compas.  Xa  plus  grande  difficulté  du  dessin 
graphique  consiste  à  déduire  une  courbe  d*un  polygone ,  ou  à  réunir,  par  un 
trait  uniforme  à  la  plume  ou  au  crayon,  des  points  isolés  d'une  courbe,  placés 
à  des  distances  finies  les  uns  des  autres.  L'exactitude  de  ce  tracé  est  aussi  néces^ 
saire  en  géométrie  descriptive  que  )a  précision  des  calculs  en  arithmétique. 
Lorsqu'un  point  est  déterminé  par  deux  courbes  dont  il  est  l'intersection ,  sa* 
position  n^€St  rigoureusement  déterminée,  que  lorsque  les  deux  courbes  sont 
marquées  d'un  trait  fin ,  exempt  de  toute  discontinuité. 

Une  épure  de  géométrie  descriptive  n'étant  que  le  tracé  ou  le  tableau  d'une 
conception  géométrique,  il  faut  d'abord  combiner  des  lignes,  des  surfaces, 
prévoir  tout  ce  qui  résulté  de  leurs  intersections,  de  leurs  contacts,  en  un  mot, 
résoudre  dans  l'espace  un  problème  de  géométrie  à  troia  dimensions ,  avant 
que  la  main  puisse  exécuter  les  opérations  qui  conduisent  à  la  solution  gra-* 
phique  de  ce  problème. 

J'ai  réuni  dans  un  ouvrage  à  part  (l)  ce  qui  appartient  à  là  géométrie  auiL 
trois  dimensions ,  qu'on  doit  regarder  comme  la  partie  rationnelle  de  la  géo- 
mfétrie  descriptive.  Je  ne  rappellerai  dan&  èélui-oi  que  les  propositions  néces- 
saires pour  l'explication  des  épures  jointes  au  texte. 

$  II.   milIMIN AIBSS  DK  LA.   GiOMJÉT&IZ   HKSORIPTIVE^  • 

.  ,  •  .    .  .      ■ 

Des  projections  d^un  points  d'une  droite ^  dunppljgoney  d^une  ligne  quelconque*  • 

3.  Lorsque  des  points  eu  nombre  indéfini,  placés  à  des  distances  fifiies  les 
Uns  des  autres ,  occupent  un  certain  espace ,  on  parvient  à  fixer  leurs  positions 
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(i)  Élémens  de  Géométrie  à  trois  dimensions,  z  vol.  i/i-S^.  Paris,  1S17. 
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respectives,  en  concevant  Tespace  qui  les  contient,  divisé  en  qaatre  parties 
égales  par  dear  plans  rectangulaires  prolongés  indéfiniment  On  abaisse  de 
chaque  point  dô  l^e8pace  des. perpendiculaires  snr  ces  plans ^  et  les  pieds  de  ces 
perpen^cûlatres ,  qu'on  nonune  prc^ecùans  du  point ,  en  déterminent  la  posi- 
tion. Ëiï  eSetj  un  poiot  est  donné  loorsqu'il  est  Tintersection  de  deilx  droites 
connues;  or  la  pcrpendiculaîre  à  l'un  des  deux  plans  (pii  divisent  l'espace,  et 
qu'on  nonune  plans  de  pmjections,  passe'par  le  point  que  l'on  considère  et  par 
sa  projection  sur  le  premier  plan;  la  perpendiculaire  au  second  plan  de  projec- 
tions passe  aussi  par  ce  point ,  et  par  sa  projection  sur  le  second  plan  ;  donc  le 
point  unique ,  intersection  des  deux  perpendiculaires  connues ,  est  le  point  de 
l'espace  que  l'on  considère. 

On  suppose  ordinairement  cpie  l'un  des  deux  plans  de  projections  est  hori- 
zontal; dans  cette  hypothèse,  l'autre  plan  est  vertical,  et  les  points  de  l'espace 
sont  déterminés  par  leurs  projections,  qu'on  nomme  horizontales  ou  verticales^ 
selon  qu'elles  appartiennenl;  an  plan  liorizontal  ou  an  plan  vertical  dé  pro- 
jections. » 

Cette  convention  pour  déttrmiiier  la  position  d'un  point  dé  l'espace  est  ana* 
logue  à  celle  que  ks  géomètres  ont  adoptée  pour  déterminer  la  position  res- 
pective d'un  système  de  points  située  ^ns  un  plan.  Ils  imaginent  sur  ce  plan 
deux  droites  rectangulaires ,  que  l'on  homme  €ixes  des  abscisses  et  des  ordon* 
nées.  De  chaque  point  du  plan  on  abaisse  deux  perpendiculaires,  Ftine  sur 
l'axe  des  abscisses ,  et  l'autre  sur  l'axe  des  Ordonnées,  Les  parties  des  axes  rec« 
tangulaires  comprises  entre  le  point  où  ces  axes  se  coupent,  et  les  projections 
d'un  point  du  plan  sur  ces  mêmes  axes ,  se  nomment  abscisses  et  ordonnées  de 
ce  dernier  point.  Les  abscisses  et  les  ordonnées  se  comptent  respectivement  sur 
les  axes  des  abscises  et  des  ordonnées.  Les  longueurs  de  l'abscisse  et  de  l'or- 
donnée d'un  point  du  plan ,  le  sens  dans  lequel  on  doit  prendre  ces  longueurs 
sur  les  axes,  déterminent  les  projections  du  point  du  plan  sur  les  axes,  et  par 
conséquent  la* position  de  ce  point.  On  nomme  aussi  coordonnées  d'un  point, 
l'abscisse  et  l'ordonnée  de  ce  point ,  et  axes  des  coordonnées  y  les  droites  rectan- 
gulaii'es  sur  lesquelles  on  compte  les  abscisses  et  les  ordonnées. 
• 

4*  Une  ligne  droite  située  dans  l'espace  a,  comme  l'un  quelconque  de  ses 
points,  deux  projections.  Si  l'on  conçoit  par  cette  droite  des  pbns  perpendicu- 
laires aux  deux  plans  de  projection ,  les  droites  intersections  de  ces  plans  sont 
les  projections  de  la  droite  donnée.  Généralement  la  projection  d'une  droite 
sur  un  plan  quelconque  est  l'intersection  commune  de  ce  plan  et  d'un  second 
plan  mené  par  la  droite  perpendiculairement  au  premier.     ^ 

En  effet ,  une  droite  quelconque  menée  sur  l'un  des  plans  de  projection , 
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peut  €tre  considérée  ou  cpmme  la  tracé  d'un  plan  qui  passelah  par  cette  droite 
et  qui  itérait  perpendiculaire  au  plan  de  {^ojection,  ou  ciunnie  la  projection  de 
toutes  les  droites  contenues  dans  ce  plan;  donc,  réciproquement,  une  droite  don* 
née  dans  l'espace  a  pour  projection ,  sur  l'un  des  {^ans  de  projection,  Tinter* 
section  de  ce  plan  par  un'  auti^'plan  qui  lui  serait  perpendiculaire,  et  qui  pas^ 
serait  par  la  droite  donnée;  car  cette  intersection  contient  les  pieds  de  toutes 
les  perpendiculaires  abaissées  de  la  droite  dans  l'espace  sur  le  plan  de  projec* 
tion  ;  donc  elle  est  la  projection  de  cette  droite. 

5.  Quel  que  soit  le  nombre  des  cotés  d^un  polygone  continu  ou  discontinu  ». 
situés  ou  non  dans  le  même  plan,  les  projections  des  côtés  de  ce  polygone  sur 
lés  deux  plans  de  projection  forment  sur  ces  plahs*deux  autres  polygones  qui 
déterminent  la  forme  et  là  position  du  premier. 

6.  Une  courbe  n'étant  qu'une  suite  de  points  liés  entre  eux  par  une  loi  de 
continuité ,  sa  forme  et  sa  position ,  à  l'égard  des  plans  de  projection,  seront 
déterminées  par  les  projections  des  points  pris  sur  cette  courbe  à  des  distances 
très-rapprochées.  Plus  ces  distances  seront  petites ,  et  moins  le  polygone  formé 
des  petites  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  peints  consécutifs  de  la 
courbe,  différera  de  cette  courbe.  Mais  les  deux  projections  d'un  polygone 
(  art.  5  )  en  déterminent  la  forme  et  la  position  ;  donc  elles  déterminent  égale- 
ment la  courbe  dont  ce  polygone  est  la  limite. 

Si  la  loi  de  continuité  qui  lie  les  points  d'une  ligne  courbe  les  assujettit  à 
être  dans  un  même  plan,  la  courbe  est  plane;  dans  le  cas  contraire,  là  courbe 
est  du  genre  de  celles  qu'on  nomme  courbes  à  double  courbure. 
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desfigures 


7.  On  prépare  la  feuille  de  dessin,  ou  l'épure,  de  la  manière^  suivante: 
Ayant  rapproché  les  deux  bords  parallèles  les  plus  longs,  on  comprime  légè- 
rement les  milieux  des  bords  opposés  de  la  feuille  ;  on  mène  par  ces  milieux 
une  droite  telle  que  ZZ\  et  on  élève  avec  la  règle  et  le  compas,  sans  le  secours 
de  l'équerre,  la  perpendiculaire  XYy  de  manière  que  la  feuille  de  dessin  soit 
divisée  en  quatre  parties  à  peu  près  égales.  L'angle  droit  formé  par  les  deux 
droites  ZZ\  XY  se  nomme,  dans  les  arts  graphiques ,  trait  carré. 

Lorsque  l'épure  contient  plusieurs  figures ,  on  fait  pour  diaque  figure  le 
trait  carré;  plusieurs  traits  carrés  d'une  même  épure  peuvent  avoir  un  côté 
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Gommtm  et  d*atttres"c6tés  parallèles,  ainsi  qu'on  le  Toit  PI.  i'^.  Soit  XY,  côté 
du  traitcarré  de  la^«  i"^*,  pi.  i'®,  Tintersection  des  deux  plans  de  projections; 
quoique  ces  deux  {^ns  soient  perpendiculaires  entre  eux,  il  faut  les  concevoir 
réunis  sur  la  même  feuille  de  dessin.  On  suppose  que  Tun  des  deux  plans ,  Tho- 
rizontal,  par  exemple,  étant  fixe,  le  plan  vertical  a  tourné  autour  de  la  commune 
intersection  XY  comme  charnière,  pour  s'abattre  sur  le  plan  horizontal.  Il  suit 
de  cette  hypothèse  que  les  deux  projections  d'un  point  quelconque  de  l'espace 

.  sont  situées  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  commune  intersection  des  deux 
plans  de  projections.  En  effet,  ces  projections  sont  des  points  du  plan  mené 
par  le  point  de  l'espace  perpendiculairement  à  U  commune  intersection  XY,  et 
sont  par  conséquent  sur  les  droites  intersections  de  ce  plan,  et  des  plans  de  pro* 
jections.  Mais  ces  droites,  perpendiculaires  entre  elles,  passent  par  le  même 
point  de  la  commune  intersection  des  deux  plans  de  projections,  et  sont  aussi 
perpendiculaires  à  cette  intersection;  donc  elles  ne  formeront  qu'une  seule  et 
même  droite,  lorsque  les  deux  plans  de  projections  seront  réunis  sur  la  même 
feuille  de  dessin.  Ainsi  la  droite  Aa  (^^g.  i''%  pi.  i")  qui  joint  les  projections 
A  et  a  d'un  point  de  l'espace,  est  perpendiculaire^  à  la  droite  XY,  intersection 
des  deux  plans  de  projections  répni^  en  un  seuL  Quoique  les  deux  parties  AB ,  Ba 

.  de  la  droite  ABa  ne  formant  ^qu^'une  seu^,  droite  qui  coupe  l'intersection  com- 
mune XYau  point  B,  il  faut  concevoir  que, ces. deux  parties  sont  les  côtés  d'un 
angle  droit,  dont  le  point  B  est  le  somiipet.;,que  lun  de  ces  côtés  BA  est  sur  le 
plan  horizontal ,  et  l'autre  côté  ^  sur  le  plan  vertical.  Ces  côtés  AB,  aB  mesurent 
les  distances  respectives  du  point  de  l'espace  aux  plans  verticalet  horizontal  de 
projections. 

* 
8.  Il  est  important  de  remarquer,  i^  que  la  droite  XY  est  Tintersection  des 

deux  plans  de  projections ,  et  n'en  est  pas  la  limite.  Ces  plans  se  prolongent 

indéfiniment,  et  deux  points  placés  d'une  manière  quelconque  sur  une  droite 

perpendiculaire  à  XY  correspondent  nécessairement  à  un  point  déterminé  de 

l'espace;  de  même  deux  droites  quelconques  AC,  oc,  menées  sur  les  plans  de 

projections,  sont  nécessairement  les  projections  dlune  droite  dont  la  position 

dans  l'espace  est  déterminée. 

2^  Que  tous  les  points  et  toutes  les  ligues  situés  sur  l'un  des  plans  de  pro- 
jections se  projettent  sur  l'autre  plan,  suivant  la  ligne  d'intersection  de  ces 
deux  plans;  ce  qui  résulte  de  ce  que  ces  plans  de  projections  sont  perpendicu- 
laires entre  eux. 

3^  Que  lorsqu'une  ligne  droite  ou  courbe  rencontre  un  plan  de  projections ,  * 
ce  point  et  sa  projection  coïncident  ;  ou  que  le  point  d'intersection  d'une  ligne 
et  d'un  plan  de  projections  appartient  à  la  projection  de  la  ligne  sur  ce  plan. 
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Commencions  pour  VexpliccUion  desjigures^  de  Géométne  désçripiwe. 

9*  Pour  désigner  un  point  dans-  Teapace ,  nous  écrii^oiis  en  parenthèse  le» 
deux  lettres  qui  correspondent  à  ses  projections.  Soient  ^  par  exemple ,  A  et  ir 
les  deux  projectipas  d'un  point  de  l'espace ^  (  A,  a)  désignera  ce  point.  De  même 
(B,  6)  désignera  im  autre  point  de  l'espace  dont  les  points  B,  b  sont  les  pro- 
jections. Par  analogie,  on  écrira (AB,  oè),  pour  exprimer  une  droite  de  l'es- 
pace, dont  les  :droites  ABt^Eé  sont  les  projections*  Nous  emploirons  aussi  par 
.abréviations  les  signes  algébriques  H- ,  — ,  =  à  la  place  des  mots  puis,  moins, 
égoUk 

§  IV.  SOLUTIONS  DE  DIVERS  PHOBLÈMES  RELATIFS  K  LA  LIGNE  DROITE  ET  AU  PLAN. 

■ 

Premier  Problème.  —  Étant  données  les  deux  projections  d*une  droite  y  construire 
les  points  oh  cette  droite  coupe  les  plans  de  projections^  (  Fig.  i***,  pi.  i''^) 

lo.  Solution.  Soient  (PI.  1,./%*.  i.)  AC  et  ûîc  les  projections  données  de  la 
droite.  Le  point  pu  cette  droite  coupe  le  plan  vertical ,  a  pour  projection  hori- 
zontale un  point  C  qui  doit  être  et  sur  la  droite  XY  intersection  des  deux  plans 
de  projection ,  et  sur  la  droite  donnée  AC;  mais  les  deux  projections  d'un  point 
de  l'espace  sont  (art.  7)  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  commune  inter- 
section XY  des  plans  de  proportion  ;  donc  la  perpendiculaire  Ce  à  XY  con- 
tiendra le  point  demandé.  Ce  point  doit  de  plus  «e  trouver  sur  la  projection 
verticale  donnée  ac;  doncîl  est  en  ç  intersection  des  droites  Ce  et  a  c. 

Prolongeant  la  droite  donnée  ac  jusqu'en  D ,  et  élevant  par  le  point  D  de  la 
droite  XY  la  perpendiculaire  à  cette  droite  Drf,  qui  coupe  la  projection  hori- 
zontale AC  au  point  d^  ce  point  sera  l'intersection  de  la  droite  dans  l'espace  et 
du  plan  horizontal.  Si  l'on  conçoit  un  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  les 
droites  dC  et  Ce,  l'hypothénuse  de  ce  triangle,  menée  par  les  points  d  et  c 
situés  l'un  sur  le  plan  horizontal,  et  l'autre  sur  le  plan  vertical,  sera  la  droite  de 
l'espace  qnii  coupe  les  plans  de  projections  aux  points  detc.    • 

On  peut  encore  déterminer  ces  points  par  la  considération  suivante. 

Les  projections  AC ,  ac  d'une  droite  D  de  l'espace ,  déterminent  deux  plans 
perpendiculaires  aux  plans  de  projections,  dont  chacun  contieht  la  droite  D. 
Le  premier  de  ces  plans  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  la  droite  AC,  et 
pour  trace  sur  le  plan  vertical ,  la  verticale  Ce  ;  d'où  il  suit  que  la  droite  D  ne 
peut  couper  le  plan  vertical  de  projections  qu'en  un  point  de  la  droite  Ce;  mais 
ce  point  est  aussi  sur  la  droite  donnée  ac;  donc  il  est  Tintersection  des  deui 
droites  connues  Ce,  ac. 
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Le  second  plan  qui  contient  la  droite  D  de  l'espace,  à  pour  trace  sur  le  plan 
horizontal ,  la  droite  Dd,  perpendiculaire  à  XY  intersection  des  deux  plans  de 
projections  ;  d'où  il  suit  que  la  droite  D  ne  peut  couper  le  plan  horizontal  de 
projections  qu'en  un  point  d  de  la  droite  "Dd;  mais  ce  point  est  aussi  sur  la 
droite  donnée  AC  ;  donc  il  est  Tintersectiôn  des  deux  droites  connues  D^,  AC. 

Deux&me  Problème.  —  Par  un  point  donné  dans  l* espace  y  mener  y  i®  une  droite 
parallèle  a  une  droite  donnée;  a**  trouver  la  grandeur  d'une  partie  de  cette  droite? 
(Fig.  a,pLI'^) 

,  II.  Solution.  Soient  A'C,  dd  (Pi.  i^^,/ig.  2.)  les  projections  horizontale  et 
verticale  .de  la  droite  donnée  ;  A  et  a  les  projections  du  point  donné.  Deux 
droites  parallèles  ont  des  projections  parallèles  ;  donc  si  Ton  mène  par  les  points 
donnés  A  et  a  des  droites  A€,  ac  respectivement  parallèles  aux  projections 
données  A'C,  dcf^  ces  droites  jseront  les  projections  de  la  droite  demandée.  Con* 
naissant  les  projections  AC,  ac  de  la  droite  (  AC,  oc)  de  l'espace,  on  trouve  par 
le  problème  précédent  ( art.  10),  les  points  ceidoix  cette  droite  coupe  les  plans 
de  projectionsl 

La  droite  comprise  entre  le  point  doimé  (A,  a)  et  un  autre  point  quelconque 
(E,  e)  a  pour  projections  A£  et  aè.  On  construira  la  grandeur  de  cette  partie  de 
drmte  (A£,  oa),  en  la  considérant  comme  le  quatrième  coté  HI  d'un  trapèze 
AEHI ,  dont  les  côtés  parallèles  AI ,  EH  sont  respectivement  égaux  aux  droites 
Ba,  Ge^  qui  mesurent  les  distances  verticales  des  points  (A ,  â),  (£,^)  au  plan 
horizontal.  Cette  longueur*  IH  est  aussi  Fhypothénuse  d'tm  triangle  rectangle 
HIK  dont  le  côté  HK  est  égal  à  AE,  et  le  côté  IK  égal  à  la  différence  La  des 
deux  droites  BA,  G^.  Menant  par  le  point  e  la  parallèle  eh  à  XY,  qui  coupe  la 
verticale  Ba  au  point  L,  et  portant  de  jL  en  M  une  longueur  LM  égale  à  AE  ou 
AE',  on  aura  un  triangle  réctaâglê  aLM,  égal  au  triangle  HIK,  dont  l'hypothé* 
Mise  aJA  est  la  longueur  de  lia  droite  (AE^ae). 

•  •     •  ■ 

ntr  PtAK. 

12.  Jje  plan  est  une  surface  sur  laquelle  on  peut  appliquer  uiie  ligne  droite 
dans  tous  les  sens.  Deux  droites  qui  joignent  trois  points  quelconques  de  ce 
plan  suffisent  pour  déterminer  sa  position.      ' 

Un  plan  <làns  l'espace ,  et  les  deux  plans  de  projection  auxquels  ou  le  rap- 
porté, comprennent  un  angle  trièdre,  dont  le  sommet  est  sur  la  commune  inteiv 
section. des  deux  ptsins  de  projections.  Des  trois  droites  qui  forment  cet  angle, 
I  Time  est  cette  comtûune  iitfersection  ;  les  deux  autres  sont  les  traces  du  plan 


■ 
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dans  l'espace  sur  les  deux  plans  de  projections.  Connaissant  ces  traces,  la  po- 
sition du  plan  dans  Tespace  est  déterminée. 

Soit  (PL  i^^^fig'  3.)  la  commune  intersection  des  deux  plans  de  projections; M 
un  point  de  cette  droite  par  lequel  on  a  mené  sur  les  plans  de  projections,  les 
droites  ML  et  M/z ,  situées  Tune  sur  le  ptan  horizontal ,  et  Tautre  sur  le  plan 
vertical.  Ces  droites  sont  les  traces  d'un  plan  dans  l'espace.  L'angle  trièdre 
qu'elles  forment  avec  la  commune  intersection  XY,  a  son  sommet  au  point  M* 

Lorsqu'un  plan  passe  par  trois  points  ou  par  deux  droites  données  sur  les 
plans  de  projections ,  on  désigne  ce  plan  par  les  lettres  qui  correspondent  sur 
la  figure  aux  points  et  aux  droites  donnés.  Ainsi  la  notation , /^/a/i  (LM,  M/i) 
indique  un  plan  qui  a  pour  traces  horizontales  les  droites  LM ,  Mn.  Celle-ci  y 

plqn  (L,  M,  /?)  indique  un  plan  qui  passe  par  les  trois  points  L,  M,  h. 

♦ 

Troisième  Problème.  —  Par  un  point  donné  mener  un  plan  paral&leî  à  un  autre 
plan  donné  y  et  consentir^  ses  traces  sur  les  plans  de  projections.  (Fig.  3,  pL  i''^) 

i3.  Solution,  On  donne  un  point  par  ses  deux  projections,  un  plan  par  ^es 
deux  traces  sur  les  plans  de  projections,  et  il  s'agit  de  mener  par  le  point* 
donné  un  plan  parallèle  à  celui  d^nt  on  donnait  les  traces. 

Les  traces  des  plftns  parallèles  sur  chaque  plan  de  projections  sont  des  droites 
parallèles  ;  ùv,  le  plan  demandé  qui  passe  par  un  point  donné ,  passe  aussi  par 
des  droites  menées  par  ce  point  parallèlement  aux  traces  du  plan  donné;  donc 
la  question  proposée  est  ramenée  à  celle-ci,  qu'on  a  résolue  art  ii  :  Mener 
par  un  point  donpé ,  des  parallèles  aux  traces  d'un  plan ,  données  sur  les  pians 
de  projections?  Connaissant  ces  parallèles,  on  construira  (art.  lo)  les  points 
où  ^UeS  rencontrent  les  plans  de  projections,  et  ces  points  appartiendront  auX' 
traces,  demandées. 

Soient  A,  ^  (/%"»  3 ,  /?/.  i'®  )  les  projections  du  point  donné  ;  LM,  'Mn  les  traces, 
du  plan ,  données  sur  les  plans  de  projections»  La  parallèle  à  la  trace  M/2,  menée 
parle  point  (A  ,  âr),  a  pour  projections  les  droites  ab^  AB  parallèles ,  l'une  à  M/i, 
et  l'autre  à  XY,  intersection  des  deux  plans  de  projections. 

Cette  parallèle  coupe  le  plan  horizontal  au  point  B ,  qui  détermine  les  traces 
L'EN'  et  MV,  parallèles  respectivement  aux  traces  données  LM  et  TAn\ 

On  aurait  pu  mener  par  le  point  (A,  a)  une  parallèle  (AD,  o^)  à  la  tracé 
horizontale  LM;  cette  parallèle  rencontrerait  le  plan  vertical  au  point  e;  oh 
tirerait  par  ce  point  la  parallèle  eM'  à  la  trace  Mn,  qui  coupeirait  la  commune 
intersection  XY  au  point  M'  ;  menant  par  ce  point  la  parallèle  MX'  à  la  trace 
donnée  ML,  le  plan  demandé  serait  déterminé  par  ses  deux  traceis  UM',  MV; 
cette  sçcoiide  çonsV*uctiQn  sert  de  vérificatio  n  à  la  première. 
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14.  lie  problème  qu'on  vient  de  résoudre  est  un  pa$  particulier  de 
cdui^ci  : 

Mener  par  un  point  donné  un  plan  paraUèle  à  deux  droites  données? 

Lor3({u'on  suppose  que  les  droites  données  sont  situées  Tune  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projections,  Tautre  sur  le  plan  vertical,  et  qu'elles  se  coupent  en  un 
point  de  la  commune  intersection  de  ces  deux  plans ,  la  question  se  réduit  à 
mener  par  un  peint,  un  plan  parallèle  à  un  autre  [4an ,  dont  on  a  les  traces  sur 
les  plans  de^projections^  Dans  le  cas  général ,  où  les  deux  droites  sont  données 
par  leurs  projections,  on  observera  qu'un  plan  est  paraUèle  à  une  droite,  lors** 
qu'il  passe  par  une  parallèle  à  cette  droite,  et  qu'un  plan  parallèle  à  une  drcHte, 
coupe  tous  les  plans  qu'on  peut  mener  par  cette  droite  ^  suivant  des  droites 
parallèles  entre  elles,  et  parallèles  à  la  droite  donnée^ 

Ainsi,  par  le  point  donné,  on  mènera  (art*  11)  des  parallèles  au;i  dejux  droites^ 
données ,  et  le  plan  de  ces  deux  parallèles  sera  le  plan  demandé,» 

Lorsque  le  point  donné  est  sur  l'une  des  deux  droites,  et  qu'on  mène  par  ce 
point  une  parallèle  à  l'autre  droite ,  le  juan  mené  par  cette  parallèle  et  par  la  pre- 
mière droite  est  encore  parallèle  aux  deux  droites. 

Quatrième  ProhXème.  —  Coristrùire  sur  les  plans  de  projections  les  traces^ un  plan 
qjai  passe  par  trois  points  donnés  dans  t espace?  (Pi.  i,  fig.  4-) 

i 

i5.  Solution. On  jokït  lés  trois  poîbts  ^dbniiés  ^r  trois  droites,  et  les  points 
de  rencontre  de  Ces  droites  avè'cie^^àiis  de  projections  déterminent  les  traces 
demandées.  '*  *  * 

Soient  (PL  ï'^  ^.  4)  ^A,'a),  (B,  *),^  (C,  c)  les  trois  points  donnés;  on 
joint  ces  points  par  trois  droites  ( AB ,  ab)j  (BC,  fe),  (AC,  oc),  qui  coupent  le 
plan  horixontal  en'troi^'poiirts 'D;'1?,  E,'^t  le  plan  vertical  en  trois  autres 
points  d^/yc;  les  droites  DFE^t  dje  prolongées ,'  qui  se  coupent  en  un  point  M 
de  la  commune  intersection  XY  des  deux  plans  de  projections,  sont  les  traces 
du  plan  mené  par  les  trois  pointé  donnés. 

Cinquième  ProMème.  -^  Deux  plans  étant  donnés  par  leurs  traces  ^ur  les  plans  de 
projections ,  trouver  lesprojeetions  de  leur  ligne  d^intersection?  (  Pi.  2,  fig.  i .  ) 

16.  Soàaiàn.  Lés  traces  de«deiix  plans  sur  cbacun  des  plans  de  projections, 
se  coupent  en  deux  points,  qui  déterminait  la  droite  intersection  des  deux 
premiers  (dans.  ■ 

Soient  i^  (PL  .%,.  Hg.  i)  LM»  M/^^  les  traces  sur  les  plans  de  projections 

a 
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d'un  plan  donné  (L^  M,  n)i  a^  JJOf  On  les  traces  d'un  sMbnd  plan  aussi 
donné  (L,  O,  n) ;  ces  traces  se  coupent  sur  le  plan  horizontal  au  point  L^  et  aor 
le  plan  vertical  au  point  n;  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  l'intersection 
des  deux  plans  donnés.  Mais  le  point  n  a  pour  projection  horiaontale  le  point  N 
de  la  droite  XY,  intersection  des  deux  plans  de  projections;  le  point  L  a  pour 
projection  verticale  le  point  /  de  la  même  droite  :  donc  L9 ,  In  sont  les  deux 
projections  de  l'intersection  des  deux  plans  donnés. 

Sixième  Problème.  —  Une  droite  et  un  plan  étant  donnés  y  trower  les  projections  du 

point  oh  la  droite  rencontre  le  plan?  (PI.  a,  fig.  a  et  3.  ) 

1 7.  La  solution  la  plus  générale  de  ce  problème  consiste  à  mener  par  la  droite 
donnée  un  plan  qudconque,  qui  coupe  le  plan  donné  suivant  une  droite  ;  Tinterr 
section  de  cette  droite  et  de  la  droite  donnée,  est  le  point  demandé.  Le^planmené 
par  la  droite  n^étant  pas  déterminé ,  on  peut  le  supposer  perpendiculaire  &  Tun  ou 
l'autre  des  plans  de  projections  ;  la^.  ix^pt.  a,  est  construite  dans  cette  hypothèse. 

Exptkathn  de  lajig.  a  y  pi.  a.  Soient  LM,  M/z  les  traces  d'un  plan  donné ,  qui 
se  coupent  au  point  M  de  la  commune  intersection  XT  des  deux  plans  de  pro- 
jection. OL  et  sp  étant  les  projections  d'une  droite  donnée ,  on  conçoit  par  ces. 
droites  deux  plans ,  Fun  LO/i  perpendiculaire  au  plan  horizontal  qui  coupe  le  plan 
vertical  suivant  une  droite  Oi  perpendiculaire  à  XY;  Tautre  ps'&  qui  coupe  le 
plan  horizontal  suivant  &  perpendiculaire  à  XY  :  or  ces  plans,  et  le  plan  donné 
(LM,  Vbi)y  se  CQupent  suivant  deux  droites  qui  passent  Tune.par  le  point  L 
du  plan  horizontal  et  par  le  point  n  du  plan  vertical,  l'autre  par  le  point  S  du 
plan  horizontal  et  par  le  point  p  du  plan  vertical  ;  donc  ees  d^iCes  ont  pour 
projections  (art  16)  la  première,  OL,  n/;  la  seconde,/?^,  PS, 

Mais  lorsque  deux  droites  se  coupent  dans  l'espace ,  leur  point  d'intersection, 
a  pour  projections  les  points  de  rencontre-  des  projections  des  droites  ;  doiic 
chacune  des  deux  droites  (0L,«/)  (PS,^j)  coupe  la  droite  donnée  (OL,/?^) 
en  un  point  (I,  /),  qui  est  aussi  l'intersection  de  cette  droite  et  du  plan  donné. 
Les  deux  points  I,  iy  projections  d'un  même  point  de  l'espace,  sont  situés  sur 
une  droite  1/  perpendiculaire  à  la  commune  intersection  XY. 

La  sohition  suivante  est  plus  générak. 

18.:  EapUcathn  de  lajig..  3^  pi  a.  Soient  XY  l'iaterseclîmi  des  plans  dk  pvo- 
jections,  et  LS(,Ma  les  traces  du  plan  donné;  la  dccôlè donnée  (OL;^)G0Qpe 
les  plans  de  projections  (art.  10)  aux  points  H,  et  K;  d'où  il  suik  (fw  towt 
plan  mené  par  cette  droite,  coupem  les  plans  de  prejectiaie  avivant  dinut  dwrites 


aàouiTmtM  DtscEtrriTs.  te 


qui  f^mttMmtpat  Lot manet  powis  H  et  L  Métiant  par  le  poînl  H  uim 
qndcoaque  BUT,  qm  ooape U^roite  XY  au  poîat  T,  et  par  lea  pointe T  et  K 
la  draiie  %Xnj  le  pbn  <paÀ  a  pour  tracea  Ua  droites  ET,  Tu  coupera  le  ptaa 
d<moé  (liy  M5  n)  («rt«  16),  eumnt  la  droite  (RN,  m);  or  <)ette  droite  coupe 
la  droite  donnée  {Oh^ ps)  au  point  (I9  <);  donc  ce  point  est  Tintersection  du 
piaa  et  de  la  droite  donnés. 

On  aurait  pu  aieiier  par  ie  point  IL  une  droite  quelconque  K.T^,  ipii  aurait 
déterminé  la  seconde  trace  THR  d'un  plan  RT/i  qui  passerait  parja^mte  donnée , 
et  couperait  le  plan  donné  suivant  la  droite  (RN ,  m). 

Pmpo^ùkms  rdmtms  mtx  plmtts  e€  mus  drokês  ^  se  xw 

19*  O^e  droite  perpondicutaire  4  vn  plan  es«  perpendieulake  à  toutes  les 
droites  qiVon  peut  mener  par  son  pied  dans  oe  {i^an* 

Un  plas  perpett^uiafiM  à  une  droite  est  ^et|)«adioulaire  à  Hma  les  plans  qui 
passent  par  cette  droite.  OevK  platis  aoot  perpeiidieul»res  entre  eut ,  lorsque 
Tun  d'eus  pasae  par  une  droite  perpendiculaire  k  Tautre. 

Onsidéimt  la  droite  intersection  de  demc  plans  perp^diculaires  «ntre  ieux, 
Tun  de  <3es  plans «sit  perpendiculaire  aux  parallèles  menées  dans  Fautre  plan, 
perpendiculairement  à  leur  intersection  coBunune, 

P'où  41  5uit  qif^^m  plan  perpen£culaire  à  deux  autres  plans  inclinés  Pun  à 
régardde  t'uuM ,  eft^tiécessairement  penpendiculaire  i  deux  systèmes  de  droites 
menées  sur  ces  derniers  plans  ;  tre  qui  n'est  possible  que  parce  que  les  droites 
dea  deux  systèmes  oont  paraMèles  entre  elles ,  et  parallèles  à  Pintersection  des 
deux  plans. 

VwB^  coBpris-entre  deux  plans  inclinés  i'un  à  l'égard  dei'autre,  se  nomme 
angle  dièdre.  Il  est  égal  à  l'angle  de  deux  droites  menées  dans  ces  plans  per- 
pendioulasremeiït  à  leur  intersection  commune,  etpar  ^un  point  quelconque  de 
celte  *iittersectien. 

âro.'Dneiâroite  étant  perpendiculaire  à  un  plan,  on  suppose  i^  que  la  droite 
est  jproyetée«ir  deux  plans  rectangdlaires;  2^  que  le  plan  perpendiculaire  à  la 
^drofte -est  donné -par 'Ses  traces  sur  les  plans  de  projections;  dans  cette  hypo- 
thèse, les projeôHenSiâe  la  droite  ^oni perpendiculaires  aux  traces  du  plan. 

Pour  le  démontrer,  considérons  d'abord  le  cas  particulier  où  la  droite  est 
donnée  sur  l'un  des  plans  de  projection;  par  exemple,  sur  le  plan  horizontal* 

Il  est  évident  qu'un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  sera  vertical ,  et  que 
sa  trace  sur  le  plan  horizontal  coupera  à  angle  droit  la  droite  donnée ,  qui  ne 
difiere  pas  de  sa  projection  horizontale. 


J3  GlÉOHiTBIB    DBSCBIPTIVB. 

La  trace  du  plan  perpendiculaire  à  la  droite  sur  le.  plan  vertical  de  projec* 
.tions  sera  une  verticale;  la  projection  verticale  de  la  drbite  sera  une  horizon- 
tale parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans  de  projections;  donc  la  trace  sur  le 
plan  vertical  et  la  projection  verticale  de  la  droite  seront  perpendiculaires 
entre  elleSé 

Passons  maintenant  au  cas  général ,  celui  où  la  droite  est  donnée  par  ses 
deux  projections,  et  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  pur  ses  deux  traces  sur 
.  les  plans  de  projections. 

ai.  Soit  D  une  droite  de  Fespace,  qui  a  pour  projections  horizontale  et  ver- 
ticale les  droites  d  et  d.  Nommons  /  et  /  les  traces  horizontale  et  verticale  d'un 
plan  P  perpendiculaire  à  la  droite  D.  Il  s'agit  de  démontrer  que  les  couples  de 
droites  (^/^  O^i^f  0  forment  deux  angles  droits,  le  premier  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projections ,  et  le  second  sur  le  plan  vwticaL 

Soit  F  le  plan  par  lequel  on  projette  la  droite  D  sur  le  plan  horizontal.  Puis- 
qu'il est  perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  au  plan  P,  il  est  aussi  perpen- 
diculaire àteur  intersection  commune  t  (art.  19).  Réciproquement,  cette  droite  l  est 
perpendiculaire  au  plan  F  et  à  toutes  les  droites  du  plan  F  qui  passent  par  son 
pied  sur  ce  plan.  Mais  l'Une  de  ces  drcHtes  est  rhorizontale  d;  donc  les  droites 
^  et  ^  sont  perpendiculaires  entre  elles* 

De  méme^  soit  F'  le  plan  par  lequel  on  projette  en  ^  la  droite  D  sur  le  plan 
vertical  de  ^projections.  Puisqu'il  est  perpendiculaire  k  ce  plati  vertical  et  au 
plan  P ,  il  est  aussi  perpendiculaire  à  leur  intersection  commune  if.  Réciproque- 
ment, la  droite  /  est  perpendiculaire  au  plan  F'  et  à  toutes  les  droites  du  plan 
F'  qui  passent  par  son  pied  sur  ce  plan.  Mais  l'une  de  ^es  droites  est  la  projec- 
tion verticale  d  de  la  droite  D  ;  donc  les  droites  ^  et  /  sont  perpendiculaires 
entre  elles. 

La  proposition  réciproque  est  encore  vraie,  c'est-à-dire  que  si  les  deux 
projections  ^  et  if  de  la  droite  D  sont  perpendiculaires  aux  traces  /  et  /  d'un 
plan  P,  ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite.  En  effet,  concevons  par  chaque 
projection  de  la  droite  D  un  plan  perpendiculaire  au  plan  sur  lequel  elle  est 
projetée ,  on  aura  deux  plans  dont  la  droite  D  est  l'intersection  commune.  Mais 
chacun  de  ces  plans  est  perpendiculaire  au  plan  P  donné  par  ses  traces  ;  donc 
leur  commune  interjection  est  aussi  perpendiculaire  à  ce  plan  P. 


GiOVÉXHIB    DESCRIPTIVE;  l3 

Septième  Problème.  —  Par  un  point  donné  mener  une  perpendiculaire  à  un  plan 
donné,  et  construire  les  projections  du  point  de  rencontre  de  la  droite  et  du  plan  ? 
(PL3,fig-i.) 

22.  Solution.  Soient  LM,  Mn  (pL  3,,/%*.  i'®)  les  deux  traces  du  plan  donné, 
qui  se  coupent  au  point  M  de  l'intersection  XY  des  deux  plans  de  projections. 
Le  point  donné  ayant  pour  projections  A  et  a,  on  abaissera  les  perpendiculaires 
AI 9  ai  sur  les  traces  ML,  M/z;  ces  perpendiculaires  seront  (art.  no)  les  deux 
projections  de  la  perpendiculaire  demandée. 

On  trouvera  le  pied  (I,  /)  de  la  perpendiculaire,  c'est-à-dire  le  point  6Ù  la 
perpendiculaire  au  plan  rencontre  ce  plan ,  par  la  construction  (art  1 7)  du  sixième 
problème  ^/%.  a,/?/,  a).  La  longueur  de  la  perpendiculaire  comprise  entre  son 
pied  (I ,  /)  et  le  point  donné  (  A ,  ^  ) ,  est  déterminée  (art.  1 1  )  par  ses  deux  pro» 
jectiôns  AI,  ai. 

« 

Si  Ton  proposait  de  mener  par  une  droite  donnée  un  plan  perpendiculaire  à 
un  autre  plan  donné  de  position,  on  abaisserait  par  un  point  quelconque  de 
la  droite  une  perpendjiculaire  sur  le  plan  donné  ;  le  plan  conduit  (  art.  1 5  )  par 
cette  perpendiculaire,  et  par  la  droite  donnée  serait  le  plan  demandé;  car 
deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux,  lorsque  Tim  d'eux  passe  par  une 
perpendiculaire  à  l'autre  (art,  19). 

Huit&me  Problème.  —  Par  un  point  donné  mener  une  droite  perpendiculaire  à  une 
droite  donnée,  et  construire  la  projection  du  point  de  rencontre  des  deux  droites? 
(R3,fig.x) 

a3.  Solution.  On  mène  par  le  point  donné>un  plan  perpendiculaire  à  la  droite 
.donnée,  qui  coupe  cette  droite  en  un  point;  la  droite  qui  joint  ce  point  d'tn« 

tersection,  et  le  point  donné,  est  la  perpendiculaire  demandée. 

•        •  • 

Explication  de  lajîg.  a ,  pi.  3.  Soient  A  et  a  les  deux  pi^ojections  du  point 
donné  ;  BC ,  ^  les  deux  projections  de  la  droite  donnée.  Un  plan  perpendicu- 
laire à  cette  droite  aura  (  art.  ao)  pour  traces  sur  les  plans  de  projections  deux 
droites,  telles  que  L'M',  MV,  perpendiculaires  aux  projections  BC»  ^  de  la 
droite  donnée.  Menant  (  art  i3)  par  le  point  (  A,  a)  un  plan  pfirallèle  au  plan 
\IWri^  il  aura  pour  traces  sur  les  pkns  de  projections  les  droites  LM  et  M/t,  et  il 
.  rencontrera  la  droite  (  BC ,  ^  )  au  point  (  1 9  /)  9  que  Ton  trouvera  par  la  construo* 
tien  (art.  17)  du  sixième  problème,^*  ^^pl*  ^*  Tirant  les  droites  AI,  cU,  on 
aura  les  projections  de  la  perjiendiculaire  sd>aissée  du  point  donné  ( A ,  a  )  sur 
la  droite  donnée  (BC,  bc). 


t4  aiùMirAîZ  j)BSCâtPTiVE. 

Cette  solution  comprend  celle  du  problème  suivant  : 
Par  un  point  donné  mener  un  plan  perpendiculaire  a  une 
mitre  lès  projections  du  point  de  rencontre  Ai  plan  etde  bz 

a4.  On  pourrait  encore  résoudre  la  question  précédente  (  8^) ,  en  menant  par  le 
point  et  pa^  la  droite  donnée  un  plan  ;  les  traces  horizontale  etrerticaie  de  ce  plan 
smientdé^rminées.  On  le  ferafittoumer  autour  de  Funede  cestraces ,  par  exemple , 
autour  dé  lliortzontâle ,  et  on  ramènerait  sur  le  plan  liortmntal  le  point  et  la 
\)tôlte  dototié^.  Oa  abaisserait  du  point  une  perpendicnlaiK sur  ia  droite,  comme 
si  Iç  point  et  la  droite  étaient  situés  sur  le  plan  horizontal  ;  enfin  on  déterminerai! 
tes  projections  horizontale  et  verticale  du  pied  de  la  perpendiculaire ,  en  consi- 
dérant le  point  et  là  di*oite  comme  situés  sur  tm  plan  donné  par  ses  traces* 

Ces  diverses  ôonstmctions  donneront  mie  seconde  solution  graphique  du 
prôblèjiïe  pïbposé;  le  lecteur  attendra,  pour  efÇpctuer  les  opérations  indiquées, 
qu'on  ait  expliqué  les  articles  a8  —  3a. 

Neuvième  PnéHaée.  -•-*-  Unpkm  étant  donné  par  ses  traces^  ircw^er  tes  mngtes  qu*il 

forme  <wec  tes  pians  de  projections  ?  (PI.  3^  fig«  3«) 

a  S.  Solution.  L'angle  de  deux  jplans  est  égal  à  Tangle  de  deux  droites  menées 
dans  ces  plans  par  un^  point  de  leur  intersection  commune,  perpendiculaire- 
ment à  cette  intersection  (art  19).  Dans  le  cas  proposé,  l'une  de  ces  droites 
awa  menée  stir  k  plan  ^e  proJectioBS,  ^perpendiculairement  à  la  tmce  ctoftiwte 
^aur  ce  plan.  Le  plan  mené  par  cette  droite  perpendicidaireHiecit  an  |^an  4e  |iro- 
jections  coupera  le  second  plan  de  projections  et  le  plan  donné ,  suivant  deux 
autres  droites  qui  formeront  avec  la  première  un  triangle  rectangle.  Construi- 
'sam  ce  4i«iafigle  au  moyen  ites  deux  cotés  ak^cens  à  l'angle  droit,  rhjrpo'thÉénuse 
fera,  avec  le  oâté  situé  mr  le  premier  fdan ide  pMjeeikms,  l'angle  «denuaidé. 

26.  Explication  de  lajig.  3,  pL  3.  Soient  AB  et  Bc  les  traces  d'un  plan  donné 
^ist  les  plans  de  projeciifons.  Par  uto  ptoilit  D  de  la  tcace  honaontale  iA,  Mi  41ève 
•ht  |>eiipeiidiculaicre  DE,  qoe  l'<Mi  regande  comme  h  trace  d^un  ipkin  {^^ertied^qui 
coupe  le  plan  tertieal  de  projectiims  smv«tit  ht  ârdite  :^,  ^pei^enâi^idswe  à 
IHoierseaioii  KY  des  plans  de  projections  :  «nr  cette  dl^oitfe  conpe  ^la  trace  ^e»- 
^icale  Q^  en/;  donc  te  '{Aan  vertical  DE  coupe  le  plan  4onnë  «livant  i!iigrpo- 
^fhénuse  ffun  trtettfgte >redttagle  ifoi  a  poer  dotés  les  droites  DE,  E/C  Rametiailt 
EI>  en  Eiy,  PhyfMhëfi«se  Û/^triaftgte  t«at^^  Eiy^fefa,  avtec  le  <i6lé  fiDT, 
*tfn  tfttglé  'ËS^/^égalé  ï'àfigte^a  phin  4i<»izomil  di  du  fdm  ^iinéiisar M«  tnet^ 
AB,  Bc. 

On  construira  de  la  même  manière  l'angle  du  plan  ^rtical  A'dtt^filsm'diMiAé. 


Par  un  point  g  de  la  trace  Bc,  on  ékfve  la  perpendiculaire ^A  à  cette  trace,  et 
on  la  conndèffe  c<>mme  la  trace  verticale  d'un  plan  peipendiculaire  au  plan 
Tcrtical  de  prcjectiona.  La  trace  hoviaontide  de  «e  plan  aéra  la  droite  A&  per* 
p^ndicirtaîffe  k  XY;  celte  droite  coupe  la  trace  horiionlale  AB  au  point  Kj  d'où 
il  suit  que  le  plan  gKL  rencontre  le  plan  donné  suivant  rbypt^énuse  d'on 
triangle  rectangle  ^  a  pour  co&és  les  droîlta^A^  ML  Ramenant  hg  en  hg^  on 
aura  le  triangle  gUL^  dans  lequel  l'angle  g  est  égal  à  l'ange  du  plan  vertical  de 
pro]eciioB6  et  du  |dbn  donné  ABc. 

En  élevant  les  deux  perpendiculaîresa  'S/^j  hK  aux  droites  ED^  gh,  et  les 
faisant  égales  respectivement  à  "EffAhKf  on  obtiendrait  deux  triangles  rectan^^ 
Eiy^,  ghK  respectivement  égaux  aux  triangles  EDyÇ  g^AK ,  dont  les  angles  D 
et  ^mesurent  tes  inclinaisons  du  plan  donné  (AB»  Bc)  par  r^^^KUrt  aux  plans 
boriaontal  et  vertical  de  {Mn^ections. 

Dixâme  Prab&me.  — DeuxdroUes  qwi  se  coupent  étant  dcmiéts  y  toMtnidreVangU, 

qu^eiles /arment entre etict.  (PL4rfig-  l  et  a.) 

17.  Saliitkm.  Oa  mène  par  les  deux  droites  données  un  plan  qui  coope  l'un 
des  pbstecle  projections^  rhorisontal,  par  exemple,  suivant  une  droite»  Cette 
droite  et  les  deux  droites  données  forment  un  triangle  »  que  ïoot  construit  ea 
Êûsant  tourner  le  plan  de  ce  triangle  autour  de  sa  trace  sur  te  plan  horisontal , 
jusqu'à  ce  qu'il  soit  abattu  sur  ce  plan.  Le.|KMnt  d'intersection  des  deux  (feoites 
données  dédît ,  en  tournant  autour  de  la  même  trace  »  un  cercle  qui  coupe  le 
plan  horizontal  en  un  point;  joignant:  par  des  droites  ce  point  et  ceux  où  ks 
deux  droites  données  rencontrent  le  plan  horizontal ,  on  a  l'angle  de  ces 
deux  droises. 

t 

f  ' 

!i8«  Espticaàoudeêjlg.  i  et  %^fi.  4-  La  figure  x"^^  feit  voir  conmient  on  déter- 
nÙDe  la  positîim.  d'un  point  d^'un  plfcn#  ps9  rcippwt  aux  traces  de  ce  plan  sur 
lesphnsde  parofections* 

Soient  LM  et  Mn  les  traces  d'un  plan  cpii  se  coi^Hint  au  poinf  Itf  de  Tinter* 
sectmi  dés  demc  pbais  de  pMJections.  Un  pot|»|t^u  plap  étant  doi^pué  en  |Hrû|ec- 
tioniKnrnmtale^  sest  k<Mm  pec^ctînn}  oa  trouvelBa  la  projection  verticale  en 
menant  \k  pnrallèk  AF  à  la  traoe  kotîwb&le  ^M'y  considérant  cet^e  parallèle 
comme  la  pMjectkm «l'une  Inin^Qittale  da  pton  LALi,  eQe  coupe  Le  plan  vertical 
an  point >*da  la  tmoe  Un;  dk  ji  {loiir  pi^ec^iqn  verticale  la  yar^ ll^eyEr  à  XY. 
Le  poiii  fU  pbn  IMj^t  dont  A  «M;  la  ppoîectjion  hoviaontaler  a  pour  projection 
vttticafe  le  point  de  reneontre!  a  des  deui^  droites  ka  ^fuy  Fune  perpendiculaire  » 
el  Fantare  pneattèle  à  l^itarsettion  XY  des  dsux  plans  de  projections* 


I 


l6  G^OMÉTaiE     BESCRIPTIVC 

Si  Ton  eût  donné  la  projection  verticale  du  point  (  A ,  a)  du  plan  LM/i ,  on 
aurait  construit  la  projection  horizontale  A,  9  en  menant  les  quatre  droites 
^/F,  FA  et  ûJÀ;  les  deux  dernières  ée  doupent  ail  peint  A.  On  obtiendrait 
encore  cepoirit  A ,  en  menant  là  parallèle ^eî>^ à M/z^^  etiso  ëtevant  la  perpeniïîculaire 
*K  à  XY,  qui  coppe  là  trace  ML  au  point  K;  la  parallèle  KA  4  XYy  et  la  droite  rfA , 
qui  est  perpendiculaire  à  cette  intersection  des  deux  plan^  de  projections,  se 
rencontrent  au  point  A.  Si  Ton  donnait  le  point  À,  on  mènerait  lés  quatre 
droites  >^if,  Kk^  ka^  ka;  les  deux  dernières  se  couperaient  au  point  a;  d'oà 
Fon  àfoit  qu'un  plan  étant  donné  par  ses  traces ,  Ttine  des  deux  pîx)jections  d*un 
point  de  ce  plan  détewnihe  Fautre  projection. 

^9*  Le  point  d*un  plan  étant  connu  par  ses  projections ,  on  demande  les  dU^ 
tances  de  ce  point  aux  traces  du  plan  ?  Soit  (A,  a)  le  point  du  plan  IMn  [pL  4  » 
Jîg.  1  ).  Ayant  abaissé  du  point  A  la  perpendiculaire  AL  sur  ML ,  on  regarde 
cette  droite  AL  comme  la  trace  d'un  plan  vertical  qui  coupe  le  plan  LMjh  suivaint 
une  droite.  La  portion  de-  cette  droite,  comprise  entre  le  point  (A,  a)  et  la  trace 
LM ,  mesure  la  distance  de  ce  point  à  la  trace  ;  donc  si  Ton  construit  le  triangle 
rectangle  «DQ',  qiii  a  pour  cotés  lès  droites  où  et  DO'=:  AO  =  AL,  l'hypo- 
théhùse  â(y  sera  ia  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée' du  point  (A,  à)  sui* 
la  trace  LM.  Portant  cette  longueur  aO  de  L  en  A'  sur  lé  prolongement  de  AL, 
A'  sera  le  point  où  le  cercle  décrit  par  le  point  (A,  a)  autour  de  la  trace  hori^ 
zontale  LM  coupe  le  plgn  horizontal. 

3o^  Ayant  mené  la  parallèle  kJL  à  XY,  qui  coupe  la  trace  LM  au  point  K ,  et 
joignant  les  poiiits  K  et  A'  par  la  droite  4'K<9  on  aura  uu  triangle  rectangle  A'LR, 
dans  lequel  Fliypothénuse  A^K  est  éga^e^à  la  droite  ak  parallèle  à  la  trace  M/;, 
fin  effet,  la  droite  (AK,  ak)^  parallèle  à  la  trace  verticale  M^  du  plan  LM^^  et 
située  dans  ce  plan ,  a  pour  longueur  sa  projection  verticale  ak;  en  même  temps 
que  le  point  (A,  a)  décrit  un  cercle  autour  de  la  trace  LM9 1^  droite  (AK,  ak) 
décrit  un  cÀne  droit  dont  le  cercle  est  la  hdst  ;  et  lorsque  le  point  {k^a)  est 
en  A'  sur  le  plan  horizontal,  cette  droite  s*applique  sur  le^méioae  plan  enKA'^ 
et  comme  sa  longueur  est  constante ,  on  a  KA'=iii» 

Supposons  maintenant  que  le  plan  LM/^  tourne  autour  de  sa  trace  M/l  comme 
charnière,  le  point  {k^a)  décrira  un  cercle  dont  le  plan  coupe  le  plan  vertical 
suivant  la  droite  ank!',  perpendiculaire  à  M/i.  On  construira  le  point  A"  où  ce 
cercle  coupe  le  plan  vertical,  en  décrivant  du  pointy  comme  centre  »  avec  un 
T^yon/k'  égal  à  FA ,  un  arc  qui  coupe  la  droite  /lA"  au  point  A".  En  effet ,  lors- 
que Je  plan  UAn  tourne  autour  d^e  sa  trace  verticale  Mfi  comme  chankière,  la 
droite  horizontale  {kF^  a/)  de  ce  plan,  parallèle  à  sa  trace  horizontale  LM^ 
décrit  un  cône  droit  qui  a  pour. base  le  cercle  que  le  pdint  (A,  a)  décrit  autour 
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fJe  M/2  ;  donc  le  plan  (iJlf/s) ,  qu'on  suppose  abattu  sur  le  plaii  vertical ,  coupé  le 
cône  suivant  une  aréte^à'',  qui  est  de  même  longueur  que  la  droite  FAi  projec- 
tion horizontale  de  lliorizontale  (FA,^);  d'où  il  suit  que  nk"  est  la  distance 
du  point  (  A ,  a)  à  la  trace  Mn  du  plan  LM/ï.  Cette  distance  est  encore  Fhypoth*- 
nuse  d'un  triangle  rectangle  en  n  qui  aurait  pour  premier  côté  an ,  et  pour 
second  côté  une  droite  égale  à  AD.  Portant  AD  dé  n  en  D" ,  on  a  aD=A''/i. 

3i  •  Le  point  A'  ou  A"  du  plan(LM,M/ï)  étant  donné  sur  les  droites  AA,  M'a^  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  traces  LM,  Mn^  on  pourrait  proposer  de 
construire  les  projections  horizontales   et  verticales  A,  a  de  ce  point;  cette 
qiiestion  est  Tinverse  de  la  précédente.  Un  plan  quelconque  (PQR),  vertical  et 
perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  LM ,  contient  l'angle  que  le  plan  (  LM/i  ) 
fait  avec  le  plan  horizontal.On  construit  cet  angle  en  décrivant  (art.  a  5)  du  point 
Q  comme  centre  avec  le  rayon  QP,  l'arc  PF  qui  coupe  l'intersection  XY  des 
plans  de  projection  au  point  F.  Ce  point  et  celui  R  où  les  traces  verticales  QR, 
Mn  se  rencontrent  y  déterminent  la  droite  RF,  hypothénuse  du  triangle  rectangle 
RP'Q,  dont  l'angle  F,  opposé  au  côté  RQ,  est  égal  à  l'angle  du  plan  horizontal  de 
projection  et  du  plan  donné  (LM,  M/2).  Le  plan  vertical  AA'  qui  passe  par  le  point  A' 
étant  perpendiculaire  à  la.  trace  horizontale  LM,  et  par  conséquent  parallèle  au 
pi  an  vertical  PQ,  il  contient  aussi  l'angle  du  plan  horizontal  de  projection  et  du  plan 
donné  (LM/i);  d'où  il  suit  que  la  droite  AX  de  ce  plan  est  située  sur  une. droite 
inclinée  à  l'horizon  de  l'angle  connu  QPH  y  et  que  sa  projection  a  pour  lon- 
gueur le  côté  VU  du  triangle  rectangle  FL'a',  dontl'hypothénuse  P'a'  est  égale  à 
ladistanceAXidupointdonné  A'  à  la  trace  horizontale  LM.  Portant  le  côté  FL' 
de  L  en  A  sur  la  perpendiculaire  A  A'  à  LM ,  ce  point  A  est  la  projection  horizon^ 
taie  du  point  uH  donné  sur  le  plan  (LM/z)  qu'on  spppose  abattu  sur  le  plan  hori- 
zontal. De  cette  projection  A ,  on  déduirait  la  seconde  a  en  menant  comme 
précédemment  les  droites  ÈSS^fa^  et  la  perpendiculaire  Aa  à  XY. 

X 

23.Lestrace8LM,  M/2  du  plan  donûé  (LM/2)font  entre  elles  un  angle  TMF,  que 
l'on  construit  en  faisant  tourner  un  point  quelconquey^de  la  trace  verticale  Mn 
autour  de  la  trace  horizontale  LM  comme  charnière.  Ce  point/*,  abattu  sur  le 
plan  horizontal,  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  FF  à  la  charnière  LM,  à  une 
dbtance  TF  de  cette  charnière ,  égale  à  l'bypothénuse  dU  triangle  rectangle 
l^fii  dans  lequel  le  côté  F^  est  égal  à  la  droite  FT. 

Menant  9  par  un  point  donné  A  du  plan  (  LMn  ),  une  droite  quelconque  YS, 
qui  coupe  les  traces  de  ce  plan  aux  points  Y  et  S ,  on  aura  les  projections  hori- 
zontale et  verticale,  de  cette  droite,  ou  les  droites  Y/  et  Y'j,  en  remarquant 
que  le  point  Y  est  sur  le  plan  horizontal  de  projection ,  et  le  point  S  sur  la  trace 
verticale  Mn  en  un  point  s  tel  qu'on  a  M.f  ;^MSt  "* 
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La  perpendiculaire  A'A  à  la  trace  horizontale  LM  contient  la  projection  hori-> 
2ontale  du  point  donné  Â';  cette  projection  étant  aussi  sur  la  droite  Y/,  elle  est 
détermitiéd  par  l'intersection  de  ces  deux  droites  A'A,  yy«  La  seconde  projec^ 
tion  a  du  point  doimé  A  est  Tintersection  de  la  droite  Y  s  etde  la  perpendiculaire 
ADa  sur  la  droite  XT. 

Les  constructions  précédentes  relatiines  à  un  plan,  k  un  point  et  une  droite 
contenus  dans  ce  plan^  servent  dé  préliminaires  à  la  seconde  solution  du  hui- 
tième  problème,  qu'on  a  seulement  indiquée  page  i4  (art  214)9  et  à  Texpliba- 
tion  suivante  des^.  1 , 5  et  4«  (  P^»  4-  ) 

33.  Explication  de  la  figure  a ,  pL  4»  relative  à  la  solution  du  dixième  pro» 
blême  (art,  17). 

Soient  AB,  AC  les  projections  horizontales  des  deux  droites  données,  et  abj 
ac  leurs  projections  verticales.  La  droite  (AB,  ab)  prolongée  rencontre  les  plans 
de  projection  aux  points  hetn;  l'autre  droite  donnée  coupe  le  plan  horizontal 
au  point  C  ;  d'où  il  suit  que  le  plan  mené  par  les  deux  droites  coupe  le  plan 
horizontal  suivant  BCM,  leplan  vertical  èuivantM/i,  et  que  l'angle  des  deux  droites 
a  pour  sommet  le  point  (A,  a)  de  ce  plan.  Faisant  tourner  ce  sommet  autour 
de  la  trace  horizontale  BCM  comme  charnière,  il  décrit  un  cercle  qui  coupe 
le  plan  horizontal  (art.  29)  en  un  point  A'  de  la  perpendiculaire  ATA',  abaissée 
du  point  A  sur  la  trace  BC.  Pour  déterminer  le  point  A',  on  construit  le  triangle 
rectangle  dùl  avec  le  côté  D/  égal  à  AL  ou  AL';  portant  l'hypothénuse  oldeL 
en  A',  et  joignant  par  des  droites  le  point  A'  et  les  points  B  et  C,  on  a  le 
triangle  BA'C  dans  lequel  l'angle  A'  est  égal  à  l'angle  des  deux  droites  données. 

Onzième  Problème.  —  Deux  plans  étant  donnés^  construire  Vangle  qu'ils  forment 

entre  eux.  (PL  4  9  ^g-  3*) 

34-  Solution.  On  coupe  les  deux  plans  donnés  par  iin  troisième  plan  perpen- 
diculaire À  l'intersection  commune  des  deux  premiers*  Les  traces  de  ce  troisième 
^lan  stu*  le  plan  horizontal  et  sur  les  deux  plans  donnés ,  forment  un  triangle 
éoXïl  le  cèté  horizontal  est  opposé  à  l'angle  demandé. 

Soient  (/%.  3,/?/.  4)  LM ,  LO  les  traces  horizontales  et  M/a,  0«les  traces  ver- 
ticales des  deux  plans  donnés;  ces  plans  se  coupent  (art  16)  suivant  la  droite 
(  LN ,  i>i).  Menant  à  volonté  une  droite  ADB  perpendicùlaire  à  la  projection  LN 
de  l'intersection  des  deux  plans  donnés,  cette  droite  peut  être  considérée  comme 
la  tracé  horizontale  d'un  plan  perpendiculaire  k  l'intersection  (LN,  In)*  Si  l'on 
connaissait  le  point  où  ce  plan  coupe  la  droite  (LN ,  ^  ) ,  on  joindrait  par  deux 
droites  ce  point  et  les  points  A ,  B ,  dans  lesquels  la  trace  ADB  rencontre  les 
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traces  Ilf  y  LO;  Tangle  de  Cfis  deux  droites  âwait  l'angle  demandé.  Pour  trouver 
}e  sommet  de  cet  angle,  on  eonç^ît  par  la  droite  LN  un  plan  vertical  LSn ,  et 
dans  ce  plan,  l'angle  nXST  que  la  droite  (JJX  ^In)  fiadt  avec  sa  projection  hori* 
zontale  LN.  On  construit  cet  angle ,  en  élevant  la  perpendiculaire  'Sn'  à  NL, 
et  en  £adsant  cette  perpendiculaire  égale. à  la  verticale  N^.  Maintenant,  si  du 
point  D  on  abaisse  la  perpOMliculaire  DE  sur  l'hypotbénuse  Ln'  du  triangle  rec- 
tangleLN^^  le  point  Esora  sur  le  plan  vertical  LN,  le  sommet  de  Fa^gle  demandée 

Le  plan  de  cet  angle  est  déterminé  parles  deux  droites  AB ,  DE ,  situées  Tune 
sur  le  plan  horizontal  de  projection ,  et  fautre  sur  le  plan  wtical  UX*  Faisant 
tourner  le  plan  de  l'angle  autour  de  sa  trace  liorisontaJe  AB,  la  circonférence  du 
rayon  DE,  décrit  par  le  point  E  de  ce  plan,  coupe  leplan  horiscontal,  en  un  point 
F  de  la  droite  USS^  tx\  que  la  partie  DF  de  cette  droite  soit  égale  à  DE. 
Menant  les  droites  FÀ,  FB,  l'angle  AFB  de  ces  droites  est  la  memre  de  Tsaigle 
des  deux  plans  donnés  LM/i,  IX)/l 

•  Au  lieu  d'élever  la  jperpèndiculaire  Ka'  à  LN^  on  décrit  du  point  Iff  comme 
centre,  avec  les  droites  HL,  ND  pour  rayons,  les  arcs  LL',  DD  qui  coupent 
l'intersection  XY  des  plans  de  projections  aux  points  U,  D  ;  tirant  la  droite 
ni! y  et  la  perpendiculaire  D'E'  à  cette  droite,  on  forme  un  triangle  DEX', 
égal  au  trûmi^e  TXEL  :  les  cdtés  DE,  DE'  de  ces  triangles  sont  égaux;  d'où 
il  suit  qu'on  aura  le  point  F  sommet  de  Tangle  demandé  AFB ,  en  lisii^ant  DF 
égal  à  DE'l 

On  pourrait  encore  construire  l'angle  de  deux  plans  donnés ,  en  imaginant , 
par  un  point  ^elconque  de  l'espace ,  deux  droites  respectivement  perpendicu* 
ladres  à  ces  plans  ;  l'angle  de  ces  deux  droites  serait  le  supplément  ou  l'égal  de 
l'angle  demandé*  En  effet,  le  plan  n^ené  par  les  deux  perpendiculaires  coupe  les 
plans  donnés  suivant  deux  autres  droites  :  or  ces  quatre  droites  forment  un  quadri* 
latère  qui  a  deux  angles  droits  ;  donc  les  deux  autres  angles  sont  égaux  ou  supplé- 
mens  l'un  de  l'autre;  d'où  il  suit  que  l'angle  des  deux  perpendiculaires  abaissées 
d*un  point  qudconque  de  l'espace  sur  deux  plans  donnés ,  mesure  l'inclinaison 
de  ces  plans. 

Douzième  Problème.  —  Cônslndre  P angle  formé  par  une  droite  et  par  un  plan , 

.  donnés  déposition  dans  Vespace?  (PL  4»  %•  40 

35.  Solution.  Par  un  point  de  la  droite  donnée ,  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire sur  le  plan  donné  ;  l'angle  de  la  droite  et  de  la  perpendiculaire  est  le  com- 
plément de  l'angle  demandé. 

ExpUcadqn  de  lajîg.  t^^pU  4*  Soient  AB ,  o^  les  projections  de  la  droite  donnée  ; 
LM>  M/i  les  traces  du  plan  donnié.  Par  un  point  (À,  a)  de  la  droite  donnée,  on 
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abaisse  une  perpendiculaire (AC,^kr) sur  le  plan  donné;  l'angle  des  deux  droites 
^AByai),(ACf  âsc)  est  le  complément  dé  Fangle  demandé.  Pour  construire  cetangle, 
on  conçoit  par  ses  deux  côtés  un  plan;  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  horizontal 
dçprojections^  passe  par  les  points B,  C,dans  lesqueb  les  droites  (AB,a6),  (AC,  ôc) 
coupent  le  même  plan  de  projections.  Faisant  tourner  le  plan  de  l'angle  autour 
de  sa  trace  horizontale  BG  comme  charnière ,  le  sommet  de  l'angle  décrit  un 
cercle  situé  dansle  plan  vertical  AD ,  perpendiculaire  à  BC.  Lerayon  de  ce  cerde 
est  l'hjrpothénuse  d'un  triangle  rectangle ,  qui  a  pour  côtés  l'horizontale  AD  et 
la  verticale  oui ,  qui  mesure  la  distance  du  sommet  (  A ,  a)  de  l'angle  au  plan  hori* 
zontal  de  projections.  Soit  donc  a'E'=^AE= AD,  on  aura  le  triangle  rectangle  oEW, 
dont  l'hypothénuse  àE  est  la  distance  du  sommet  de  l'angle  cherché  à  la  trace 
BCD.  Portant  cette  distance  sur  la  perpendiculaire  AD  à  BC ,  de  D  en  A',  et 
tirant  les  droites  A'C,  A'B ,  ou  aura  sur  le  plan  horizontal  l'angle  BA'C ,  que  la, 
droite  donnée  (ABjob)  et  la  perpendiculaire  (AC,  ac)  au  plan  donné,  com- 
prennent entre  elles.  Élevant  la  perpendiculaire  CP  à  CA',  l'angle  CPA',  complé- 
ment de  CAT,  est  égal  à  l'angle  fonné  par  la  droite  et  par  le  plan  donnés  de 
position  dans  r«space. 

•  < 

Treiz&me  Problème.  —  Deux  droites  étant  données  dans  V espace^  construire  la 

droite  qui  leur  est  perpendiculaire^  et  sur  laquelle  se  mesure  leur  plus  courte 

distance?  (PL  5,  fig.  i  )  (i). 

36.  Ayant  mené  (art.  i3)  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  données,  on 
conçoit  par  ces  droites  deux  autres  plans  perpendiculaires  au  premier  (art.  aa); 
l'intersection  de  ces  deux  derniers  plans  est  une  droite  perpendiculaire  aux 
deux  droites  données  ;  elle  coupe  ces  droites  en  deux  points ,  et  la  droite  qui 
joint  ces  points  est  la  plus  courte  distance  des  droites  données. 


(i)  Ce  problème  est  un  cas  particulier  de  celui* ci  :  Étant  données  deux  droites,  et  les  angles 
^*elles  forment  avec  une  troisième  droite  qui  les  coupe,  déterminer  la  direction  et  la  position  de 
cette  troisième  droite? 

Pour  le  résoudre,  on  mène  par  un  point  quelconque  de  l'espace  deux  droites  respectiTcment 
paraDèles  aux  deux  dr^oites  données,  et  on  regarde  ce  point  comme  le  sommet  commun  à  deux 
cônes  droits ,  dont  les  côtés  font  avec  les  droites  données  des  angles  égaux  aux  angles  donnés.  La 
droite  demandée  est  parallèle  k  Tune  ou  l'autre  des  deux  droites  suivant  lesquelles  les  cônes  se 
coupent;  sa  direction  est  donc  connue.  Pour  trouver  sa  position  sur  les  droites  données,  on  mène 
par  chacune  de  ces  droites  un  plan  parallèle  à  la  droite  dont  on  a  déterminé  la  direction;  les 
deux  plans  paraUèles  à  cette  droite  se  coupent ,  et  la  droite  d'intersection  satis&it  aux  conditions 
du  proUème  proposé. 


■ 
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ExpUcadon  de  lafig.  i^^  pL  5.  Soient  AB ,  CD  les  projections  horizontales  des 
deux  ^droites  données;  ab^  cd  leurs  projections  verticales.  Par  le  point  (B,  d) 
où  la  première  droite  (AB,  o^)  coupe  le  plan  vertical,  on  mène  une  parallèle 
(  BE ,  ^  )  à  la  seconde  droite  donnée  (  CD  ^cd)\  cette  parallèle  rencontre  le  plan 
horizontal  au  point  E;  la  droite  donnée  (AB,  ^)  le  rencontre  au  point  A;  la 
droite  AEF,  qui  joint  les  points  A  et  £ ,  est  la  trace  horizontale  d'un  plan  mené 
par  la  première  droite  donnée ,  parallèlement  à  la  seconde.  La  trace  verticale  de 
ce  plan  est  Yb;  le  point  F  de  cette  trace  est  sur  la  commune  intersection  XY  des 
plans  de  projections,  et  sur  le  prolongement  de  la  droite  AE.  Le  plan  (AF^) 
étant  déterminé  par  ses  deux  traces  AF,  F^,  on  projette  la  seconde  droite  donnée 
sur  ce  plan,  et  on  remarque  que  la  droite  et  sa  projection  sont  parallèles,  parce 
que  le  plan  (  AF^)  sur  lequel  on  projette ,  est ,  par  hypothèse ,  parallèle  à  la  droite 
projetée  (  art.  1 4-) 

Par  le  point  G ,  où  la  seconde  droite  donnée  (DC ,  de)  rencontre  le  plan  hori- 
zontal,  on  abaisse  la  perpendiculaire  (CG,  ck)  sur  le  plan  (AF3),  et  on  cons-> 
trait  (art  17)  le  point  (I,  i)  où  cette  perpendiculaire  rencontre  le  plan. 
Menant  par  ce  point  la  parallèle  (IN,  Ârz)  à  la  droite  (CD,  cd)j  cette  parallèle 
est  la  projection  de  la  droite  (CD,  cd)  sur  le  plan  (AF3). 

Deux  droites  situées  sur  le  même  plan  se  rencontrent  :  or,  les  droites  (  AB,  ah) 
et  (IN,  in)  sont  sur  le  même  plan  (  AF3)  ;  donc  elles  se  coupent  au  point  (N,  n) 
déterminé  par  les  intersections  de  leurs  projections  horizontales  et  verticales. 
Ce  point  étant  trouvé,  le  problème  est  résolu.:  en  effet,  un  plan  mené  par  la 
seconde  droite,  perpendiculairement  au  plan  (  AF^)  qui  est  parallèle  aux  deux 
droites  données ,  coupe  la  première  droite  au  point  connu  (  N ,  ;z  )  ;  d'où  il  suit 
que  la  perpendiculaire  au  plan  ('AF3),  élevée  par  ce  point,  est  perpendiculaire 
aux  deux  droites  données.  Mais  cette  perpendiculaire  a  pour  projections  horizon- 
tale et  verticale  les  droites  NQ ,  nr  respectivement  perpendiculaires  aux  traces 
AF,  F^  du  plan  (AF3);  donc  la  portion  (NP,/!/:?)  de  cette  perpendiculaire, 
comprise  entre  les  deux  droites  données,  est  la  plus  courte  distance  de  ces  deux 
droites.  Cette  construction  détermine  la  direction  et  la  grandeur  absolue  de  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites  ;  si  Ton  ne  demandait  que  la  gra  ndeur  absolue ,  la 
construction  deviendrait  beaucoup  plus  simple.  En  e£fet,  après  avoir  déterminé 
les  traces  AEF,  F^  du  plan  (AF^)  mené  par  la  première  droite  donnée  parallèle- 
ment à  la  seconde,  on  aurait  pu  mener  par  le  point  (C,c)  de  la  seconde  droite 
un  plan  vertical  CG,  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  AEF  du  plan  AF3. 
Ce  plan  vertical  coupe  le  plan  AF3,  suivant  unç  droite  (GH,  gh)  qui  a  pour 
longueur  Thypothénuse  d'un  triangle  rectangle  GHA',  dont  le  côté  HA'  est  égal 
à  HA.  Abaissant  du  point  C  la  perpendiculaire  CI'  sur  Thypothénuse  GA',  cette 
hypothénuse  est  la  longueur  de  la  plus  courte  distance  des  deux  droites. 
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37.  Ajoutons  k  ce  qui  précède  la  construction  suivante  :  Menons  la  perpen- 
diculaire Il  sur  GCH ,  et  la  perpendiculaire  1/  sur  Tintersection  XY  des.  plans 
de  projections  ;  cette  droite  1/  coupe  la  droite  gh  au  point  i,  ce  qui  détermine 
les  deux  projections  du  point  (1, 1)  par  lequel  on  mène  la  parallèle  (nTyin)  à 
la  seconde  droite  donnée  (C3),  cd).  Cette  parallèle  rencontre  la  première 
droite  donnée  au  point  (K,  n),  qui  détermine  la  perpendiculaire  (NP,  ap)  aux 
deux  droites  données. Cette  seconde  construction  du  point  (N,  n)  sert  de  véri« 
fication  à  la  précédente,  et  paraît  préférable,  parce  qu'elle  donne  directement 
la  plus  courte  distance  des  deux  droites  (i)« 


(x)Honge  t  GOBsidéré  (voy.  ta  Géoméirie  descriptive^  édit  i8ii,p.43)]eplaii(AFi^)  (/%.!, ^.5) 
mené  par  la  première  des  deux  droites  données  parallèlement  à  la  seconde ,  comme  le  plan  tan* 
gent  d'an  cylindre  droit  qui  a  pour  axe  la  seconde  droite  donnée ,  et  cpï  ûût  arec  le  plan  horizontal 
l'angle  CGA'.  La  perpendiculaire  QV,  abaissée  da  point  C  de  la.  seconde  droite  sur  le  c6té  Gh'  du 
triangle  HG^V  ^^  P^  pour  le  rayon  de  la  base  circulaire  du  cylindre  droit.  Le  pied  F  de  la  per- 
pendiculaire au  plan  tangent ,  appartient  à  la  droite  de  contact  de  ce  plan  et  du  cylindre;  mais 
cette  droite  de  contact  est  parallèle  à  Taxe  du  cylindre  :  elle  a  donc  pour  projections  1^  droites 
IN  y  ûi  respectiTement  parallèles  aux  projections  données  CD,  od. 

Cette  solution  de  Monge  s'achère  comme  eeile  que  nous  arons  donnée  ;  quoicp&'Uk}  se  déduise 
de  considérations  étrangères  à  la  ligne  droite  et  au  plaUf  nous  invitons  nos  lecteurs  à  IN 
aprèi  aYoir  la  l'article  relatif  an  plan  tangent  d'un  cylindre^  dont  il  sera  question  ci-après. 


^i%/»^^%^^^^^<%^/V%%' 
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CHAPITRE  IL 

5  P'.  lOA  TAVGEHTSS  AUX  COVBBES,   ET  DES  VLXJXS  TJUfGESS  AUX  SUHFACIÇS 

COUEBE8. 


38.  On  a  vu  (art.  6)  qu*une  courbe  est  la  limite  d'une  infinité  de  polygones  qui 
auraient  pour  côtés  des  cordes  successives  de  la  courbe.  Lorsque  Fun  quel^ 
conque  de  ces  polygones  se  confond  avec  la  courbe,  ses  côtés  deviennent  les 
élémens  de  cette  courbe ,  et  leurs  prolongemens  en  déterminent  les  iangenies. 

On  peut  encore  considérer  une  ligne  courbe  comme  le  lieu  géométrique  d'un 
point  mobile  soumis  à  une  ou  plusieurs  forces  qui  sont  constantes,  ou  qui 
varient  pour  chaque  position  du  point;  la  loi  du  mouvement  détermine  la 
nature  de  la  courbe.  En  supposant  que  toutes  les  forces  constantes  ou  variables 
qui  agissent  sur  le  point  mobile  cessent  leur  action,  le  point  continuera  à  se 
mouvoir  suivant  une  droite  qui  sera  tangente  à  la  courbe. 

Les  anciens  géomètres  définissaient  la  tangente  d'une  courbe,  une  droite  qui 
n'a  qu'Un  point  commun  avec  cette  courbe,  et  telle  qu'on  ne  puisse  mener 
aucune  autre  droite  entre  elle  et  la  courbe. 

De  quelque  manière  qu'on  définisse  la  tangente  d'une  courbe ,  que  cette 
courbe  soit  plane  ou  à  double  courbure ,  les  projections  des  tangentes  de  cette 
courbe  sont  tangentes  aux  projections  de  la  cotahe. 

39.  Une  surface  étant  décomposée  en  un  assez  grand  nombre  de  parties  pour 
que  chaque  partie  puisse  être  considérée  comme  un  élément  plan ,  le  plan  de 
cet  élément  prolongé  indéfiniment,  est  un  plan  tangent  de  la  surface.  L'élément 
réduit  à  un  point  physique,  se  norame point  de  contact;  il  est  la  limite  des  sec- 
tions planes  de  la  surface  parallèles  au  plan  tangent. 

Le  plan  taisent  contient  les  tangentes  de  toutes  les  lignes  planes  ou  à  double 
courbure ,  menées  sur  la  surface  par  le  point  de  contact  ;  deux  quelconques  de 
ces  tangentes  déterminent  la  direction  du  plan  tangent  La  perpendiculaire  à 
ce  plan  est  une  normale  de  la  surface  ;  en  coupant  la  surCaice  par  une  suite  de 
plans  qui  passent  par  une  normale ,  les  sections  faites  sur  la  sur&ce  par  ces 
plans  se  nomment  sections  normales. 

40.  Toute  ligne  à  simple  et  à  double  courbure  peut  être  considérée  comme 
résultant  ou  de  l'intersection  d'une  surface  courbe  par  un  plan ,  ou  de  Tinter* 
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section  de  deux  sur&ces  courbes.  La  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
courbe  plane  est  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point ,  et  du 
plan  de  la  courbe  ;  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  à  double 
courbure  est  la  droite  intersection  des  deux  plans  tangens  menés  par  ce  point 
aux  deux  surfaces  dont  la  courbe  est  Tintersection  :  ces  deux  propositions  sont 
des  conséquences  de  la  définition  du  plan  tangent  à  une  surface  courbe. 

4i*  Il  y  ^  deux  espèces  de  plans  tangens;  les  uns  n'ont  de  commun  avec  la 
surface  que  le  point  de  contact ,  et  toutes  les  sections  normales  qui  passent  par 
ce  point  sont  placées  du  même  côté  par  rapport  au  plan  tangent.  Lorsque  les 
sections  normales  sont  placées  de  côtés  difFérens  par  rapport  au  plan  tangent  (i)^ 
ce  plan  appartiendra  à  la  seconde  espèce;  il  est  en  même  temps  tangent  et  sécant* 
I^ous  donnerons  des  exemples  des  deux  espèces  de  plans  tangens. 

« 

§  U.  De  la  génération  des  surfaces  et  de  leur  définition* 

4^1*  Les  géomètres  expriment  la  nature  d'une  surface  par  une  relation  entre 
les  trois  distances  d'un  point  quelconque  de  cette  surface  à  trois  plans  rectan- 
gulaires fixes ,  et  cette  même  relation  détermine  la  position  de  la  surface  par 
rapport  à  ces  plans.  En  géométrie  descriptive,  on  considère  une  surface  comme 
le  lieu  d'une  courbe  mobile  dont  la  forme  constante  ou  variable  est  donnée  à 
chaque  instant  ;  la  loi  du  mouvement  de  cette  courbe  détermine  la  forme  et  la 
position  de  la  sur&ce  :  on  nomme  la  courbe  mobile  la  génératrice  de  la  surface. 

En  faisant  mouvoir  une  surface  d'une  forme  constante  ou  variable ,  Fenve- 
loppe  de  l'espace  qu'elle  parcourt  est  une  autre  surface  qu'on  appelle  surface 
enveloppe^  et  qui  est  le  lieu  des  lignes  d'intersections  successives  de  la  surface 
mobile.  Chacune  de  ces  lignes,  que  Monge  a  nommée  la  caractéristique  de  la 
surface  enveloppe,  peut  être  considérée  comme  la  génératrice  de  cette  siu*- 
face.  Les  quantités  qui  déterminent  une  position  particulière  de  la  surface 
mobile,  et  les  dimensions  de  la  surface  correspondantes  à  cette  position ,  se 
nomment  les  paramètres  de  la  surface.  Les  paramètres,  constans  pour  une  posi- 


(i)  Monge  a  démontre  oette  belle  propriété  des  surfaces ,  qu'une  normale  en  un  point  quelconque 
d'une  surface  ne  ^ent  être  rencontrée  que  par  deux  autres  normales  menées  à  une  distance  infini- 
ment petite  du  point  de  la  surface.  Les  parties  de  la  normale  comprises  entre  la  surface  et  les 
points  où  cette  normale  est  coupée  par  deux  autres  normales  infiniment  voisines,  se  nomment  les 
rayonf  de  courbure  principaux  de  la  surface.  Le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  d'une  surface 
est  de  première  ou  de  seconde  espèce  «.  selon  que  les  rayons  de  'courbure  en  ce  point  sont  dirigés 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraire, 
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tion  déterminée ,  changent  eh  général  de  valeurs ,  lorsque  la  surface  prend  les 
diverses  positions  assignées  par  la  loi  du  mouvement.  Cependant  il  y  a  des  cas 
où  les  paramètres  qni  fixent  les  dimensions  de  la  sur^ee,  sont  invariables. 

Une  surface  est  définie ,  lorsque  pour  chacun  de  ses  points ,  on  peut  assigner 
la  ligne  génératrice ,  constante  ou  variable  de  forme ,  qui  passe  par  ce  point  ; 
cette  génératrice  peut  être  donnée  en  relief  ou  par  ses  projections. 

43.  Les  smfaces  qu'on  emplcnf  le  plus  fréquemment  dans  les  arts,  sdiit  celles 

qui  ont  pour  génératrices  mobiles  le  cercle  et  la  ligne  droite.  Parmi  les  surfaces 

qui  ont  pour  génératrice  le  cercle,  on  doit  distinguer  celles  qu'on  appelle  sur' 

Jàces  de  révolution ,  et  qui  s'exécutent  sur  la  machine  connue  sous  le  nom  de  tour. 

II  y  a  deux  espèces  de  surfaces  engendrées  par  une  droite  :  les  unes  qii^on 
nomme  surfaces  dêvéloppcAIes ;  les  autres  qu'on  appelle  surfcêces  gauches  ^  et  que 
j'ai  proposé  de  nommer  surfaces  régulées ,  parce  qu'on  peut  appliquer  l'arête  d'und 
règle  sur  les  droites  de  ces  surfeces. 

Des  surfaces  de  révolution ,  et  en  général  des  surfaces  engendrées  par  un.  cercle 

mohUe. 

44*  Lorsqu'un  cercle  se  meut ,  son  centre  décrit  une  courbe  ;  son  rayon  varie^ 
suivant  une  certaine  loi;  les  intersections  successives  du  plan  du  cercle  forment 
une  sur£ice.  L'enveloppe  de  Fespace  qu'un  cercle  parcourt ,  n'est  donc  déterminée 
que  lorsqu'on  donne  ces  trois  choses  :  i^  la  loi  suivant  laquelle  le  rayon  du 
cercle  varie  ;  a^  la  courbe  décrite  par  son  centre  ;  3®  la  surface  lieu  géométrique  (  i  ) 
des  intersections  successives  du  plan  mobile  qui  contient  le  cercle. 

Qnd  que  soit  le  mouvement  d'une  sphère  d'un  rayon  constant  ou  variable , 
r enveloppe  de  l'espace  qu'elle  parcourt ,  est  le  Keo  des  cercles  intersections 
successives  de  la  sphère  mobile.  Si  Fon  remarque  que  deux  sphères  qui  se 
pénètrent ,  ont  pour  intersection  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
la  droite  qui  joint  leurs  centres,  on  verra  facifénient  que  la  courbe  décrite  par 
le  centre  d'ime  sphère  mobile,  est  Paxe  curviligne  d\m  canal  dont  lés  sections 
perpendictdaire^  à  cet  axe ,  sont  des  cercles. 

Lorsqu'on  substitue  à  cet  axe  courbe ,  mie  ligne  droite,  ht  surface  canal  devient 
une  surface  de  révolution.  On  appelle  ainsi  la  surface  engendrée  par  une  ligncf 


> 


(i)  On  entend  par  £i?ii  géométrique  d^xm  point ,  la  ligne  on  la  surface  <pii  contient  ce  point;  par 
Geu  géométrique  d'one  ligue ,  la  surface  qni  contient  cette  ligne.  C'est  dans  ce  sens  qu'on  a  employé 
I  précédemment  le  mot  ^eu^  sans  y  ajouter  géométrique. 
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trice  de  la  surÊice  par  d'autres  conditions;  par  ezeniple  celle-ci  :  de  passer  par 
deux  comités,  et  de  toucher  un  cylindre  sur  lequel  Tune  des  deux  courfats  est 
donnée. 

Dans  le  paragraphe  suivant,  on  donnera  des  exemples  de  plans  tangens  aax 
trois  espèces  de  sur£aK:es  ifu'on  vient  de  définir,  et  qui  sont  désignées  par  lea 
noms  de  jw/àces  dévdoffpables  y  ^urfkces  de  révolulionj  sur/aces  réglée^. 

%  UL   EXXMFLSS  »X  9iaL»%  TAX«nS  ÀVX  S&BFAG3ES. 

Premier  Exempte.  — .Mener  wi pUn: langent  à  Me  surface  €yiimlnque  :  i^par  un 
point  pris  sur  la  si^rface;  o!^  par  unpeùUprij  hors  ia  swfiice;  3^  paral&Ument 
à  une  droite  dotunie  ?  {Vh  ^.^ 

•       »         • 
On  entend  par  surface  cjrlifdrifuey  une  uxrbce  dévieloppahie  engendeée  par 
une  droite  ittoUle  ^  coQStaflSBUSDt  pardièle  à  une  droite  donnée^  et  dirigée  dbns 
son  mouvement  par  une  courbe  aussi  donnée  t  ipi'on  appelle  ia  directrice. 

48.  Solution. — Premier eas^ — Lepointdecontactestdannésurla  surface.  On  mène 
par  ce  point  la  droite  génératrice  de  la  suifice;  cette  droite  rencontre  la  direc- 
trice en  un  point  »  par  lequel  on  mène  une  tangente  à  cette  couii>e.:  la 
tangente  et  la  droite  de  la  sor&ce  déterminent  le  plan  tangei^  demandé.  Ce 
plan  ne  touche  pas  seulattent  la  surfiuce  au  point  donné.;  il  contient  (art  46) 
Vêlement  cylindrique  qui  est  eomplisentne  deux  droites  parallèles  eoMéeutives  « 
et  dont  il  est  le  prolongement;  ce  contaa  du  pkn  et  de  la  sur&ce  a  lieu  pour 
tous  les  points  de  la  droite  généiatrîeey  menée  par  Jk  point  donné. 
» 

DeusDÙsm  cas.  -^Le  point  donaé  est  hors  la  surfsee.  On  mène  par  le  point 
donné,  une  tangente  k  une  Hgne  de  la  sorfiMe  cylindrique  dont  le  plan  passe 
par  oe  point;  oette  tan^raie ,  et  la  droite  de  la  audhce  menée  par  le  point  de 
^eontact  ^  déterminent  le  plan  demandé. 

Troismme  cas.  -^^  Le  plan  tangent  est  paraUèle  h  Moe  droite  dtmnée.QvL  mène  par 
un  point  quelconque  de  Tespace  deux  droites ,  Vune  parallèle  à  la  droite  donnée , 
et  Tautre  parallèle  à  la  droite  générstrioe  de  la  sur&oe  cyttndnqne  ;  <m  joint  ces 
deux  droites  par  une  troisième,  telle  ^'on  pniase  meoerune  tangente  à  la  sur- 
face cfiîndhvfue,  qni  loi  soit  parallèle.  Cette  taugenteet  la  droite  de  b  sur&ce 
menée  parle  poiol:  de  contact ,  déterminent  le  plan  «angtna;  ce  plan  acra  pand- 
it ii  k  droke  donnée,  pm^e  <|a*d  passe  par  des  droites  paisâMâk^ 
droites  qui  coopcnt  cette  droite  donnée. 


49. Sspàcationiks^.i^  a,  3,/?^ 6»  relatives  aux  trois  cds du prob&me proposé. 
Pout  ces  trois  cas,  la  8ur£aice  est  un  cylindre  à  base  circulaire,  c'est-à-dire 
qu'elle  est  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  a  pour  directrice  un  cercle,  et 
on  suppose  dans  les  trois  figures  que  le  cercle ,  base  d'un  cylindre  oblique ,  est 
donné  $ur  le  plan  horiafionlal  ;  XY  est  sur  chaque  figure,  Tintersection  du  plan 
horizoKitd  et  du  plan  Terl 


(Fig.  I,  pi  6.)  Premier  cas.  -^  Le  point  de  contact  de  la  surface  cylindrique  et 
du  plan  tangent,  n*est  donné  que  par  Vune  de  ses  projections. 

Soit  AfiCD  b  section  cîrailaira  du  cylindre,  donnée  sur  leplan  jbori^ntal  de 
profectioos;  la  génératrice  du  cjHi^UeestparaUèle  à  tme  droite  donnée  (GZ^G'z). 
Ayant  mené  les  diamètres  AB,  CD,  Tun  parallèle  à  l'intersection  XY  des  plans  de 
jn»^oâons^  l'autre  perpendioilaireà  la  projection  borieontale  GZ  d'une  parallèle 
à  ia  génécalnce  du  cyfindre^  on  tirera  par  les  points  C,  D  les  droites  CE,  U^, 
parallèles  à  GZ ,  et  par  les  points  a,  h^  projections  verticale!  des  exU^mités  A,  B 
du  dîamètte  AB,  les  paralléks  ag^M  kU  projection  verticale  G's  de  la  droite 
donnée  (GZ,  G'z.)  Les  deux  premières  parallèles  CE,  ÏX  sont  les  limites  de  la 
inrojectîon  faorisontale  àm  cylindre ,  ou ,  plus  cKactement,  de  toutes  les  lignes 
appartenantes  k  ce  c^lîadre  ;  ks  deux  dernières  agf  M  fi>rment  les  limites  de  la 
projection  vertîcaie. 

Le  point  de  contact  de  la  sur£aice  cylindrique  est  donné  par  uneseule  projection. 
Soit  &  ia  projection  horiaontale  donnée  ;  on  construira  d'abord  la  seconde  pro- 
jectiom  A  fm  J(, 

Tontes  les  droiim  de  la  sufÊM>e  cyliadri<pie  étant  parallèles  entre  elles ,  celle 
qui  passe  par  le  point  de  oootaet,  â  pour  projection  horizontale  une  droite  K.L  pa» 
rallèle  à  ÔS  ou  DF;  aws  cette  droite  coupe  le  eerde  donné  aux  points  L,  M, 
quiontponr  profedions  verticales  les  points  /,  m;  donc  la  droite  U  ou  mo\  pa- 
rallèle à  «Y  ou  fi&,  contiendra  la  projection  verticale  du  point  de  contact.  Cette 
projection  doit  aussi  se  trouver  sur  la  perpendiculaire  Hâ  k  XY,  qui  coupe 
les  droites  lo,  ma'  aux  points  A:,  ^;  d'où  i^suit  que  le  point  de  contact,  est  (K,  k) 
on(K,*'). 

liCs  plans  tangent  à  la  surfiuse  cylindrique ,  menés  par  ces  points  ne  diffèrent 
pas  {art.  4^)  des  plans  tngens,  conduits  par  les  droites  de  la  sur£sK:e  (LMO,  lo)^ 
MO,  mû');  or  ces  droites  de  contact  rencontrent  le  cercle  ABCD  aux  pointa 
L,  M;  1rs  plans  tao^ens  en  ces  points  auront  donc  pour  traces  sur  le  plan  hori- 
zontal, les  tan^Mtoa  au  cercle  LP,  MQ«  Les  mêmes  droitieis  de  contact  ren- 
contrent le  plan  vertieal  aaa  points  o,  o';  joignant  ces  points  et  ceux  où  les 
tangentes  LP,  MQ  coupent  la  droite  XY,  on  aura  les  traces  verticales  Vo,  Qd 
des  plans  tangena  aux  points  ( K,  A) ,  (  K/if)  du  cylindre. 
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On  vérifiera  Texactitude  des  opérations  précédantes  par  les  considérations 
suivantes. 

Les  deux  plans  tangens ,  passant  par  des  droites  de  la  sur&ce  qui  sont  parai-» 
lèles  entre  elles ,  se  coupent  suivant  une  parallèle  à  ces  droites  :  or  cette  paral- 
lèle (RV,  rv)  coupe  le  plan  vertical  au  point  (V,  c^);  donc  les  deux  traces  Pc?, 
Mo^  prolongées  ;  passent  par  le  point  i^.  Les  horizontales  des  plans  tangens 
menées  par  les  points  de  contact  (K,  A)  »  (K,  A') ,  coupent  le  plan  vertical  aux 
points  Sf  t;  donc  ces  points  doivent  se  trouver  Tun  sur  la  trace  Pf^,  et  l'autre  sur^ 

la  trace  Qt». 

Les^.  a  et  3 ,  que  nous  allons  expliquer,  se  rapportent  aux  deux  autres  cas  ;  les 
points  et  lignes  analogues  sont  marqués  des  mêmes  lettres  dans  les  trois  figurea» 

50.  (Fig.  a ,  pi.  6.)  Deuxième  cas. — Le  point  donné  est  hors  la  surface.  Soit  (N,  ri) 
le  point  donné  hors  la  surface;  la  parallèle  à  la  génératrice  du  cylindre ,  menée 
par  ce  point,  coupe  le  plan  vertical  au  point  (  V,c)  et  le  plan  ducercle  ÂBCD  au 
point  R,  par  lequel  on  mène  les  tangentes  RL,.RM  à  ce  cercle.  Ces  tangentes 
sont  les  traces  horizontales  des  deux  plans  tangens  au  cylindre  qu'on  peut 
mener  par  le  point  donné;  les  points  P  et  Q  de  ces  traces  prolongées  jusqu'à  ce 
qu'elles  coupent  la  droite  XY,  appartiennent  aux  traces  verticales  des  mêmes 
plans  tangens.  On  aura  ces  traces  en  joignant  le  point  v  et  les  points.P  et  Q  par 

les  droites  Pf',  Qi'. 

Les  plans  tangens  (RP^^) ,  (RQ*')  touchent  le  cylindre  suivant  les  droites  (LO,  la) 
et  (  Ma>,  md  )  :  or  ces  droites  coupent  le  plan  vertical  aux  points  (  O ,  o  ) ,  (  o^,  «'  )  ; 
donc  ces  points  doivent  se  trouver  l'un  sur  la  trace  verticale  V9  du  premier- 
plan  tangent,  et  l'autre  sur  la  trace  Qf'  du  second  plan. 

'  L'horizontale  (NN',  nri)  du  premier  plan  rencontre  le  plan  vertical  au 
point  ri  de  la  trace  P^;  une  horizontale  du  second  plan,  menée  par  le  même 
point  donné  (N ,  n) ,  coupe  aussi  le  plan  vertical  en  un  point  de  la  trace  verti- 
cale Q^  de  ce  second  plati, 

5 1 .  (Fig.  3,  pi.  6.)  Troisième  cas.— Le  plan  tangent  est  parallèle  à  une  droite  donnée. 
Soit  (UZ,  uz)  la  droite  donnée;  par  un  point  {z,z)  de  cette  droite,  on 

tirt?  une  droite  (GZ ,  G'^) ,  parallèle  à  la  génératrice  du  cylindre  dont  la  direc- 
tion  est  copnue.  Les  deux  droites  (UZ,  uz),  (GZ^  Gz)  déterminent  un  plan 
dont  la  trace  sur  le  plan  du  cercle  ABCD  est  GU  :  on  mène  deux  droites  RP,  R'Q, 
tangentes  à  ce  cercle  et  parallèles  à  GU;  ces  droites  sont  les  traces  horizontales 
des  deux  plans  tangens  qu'on  peut  mener  parallèlement  à  la  droite  donnée. 
Ces  plans  touchent  le  cylindre  suivant  les  droites  (LO,  fo),  (Ma,  meJ)  qui 
coupent  le  plan  vertical  aux  points  (O,  o),  (a,  a')i  d'où  il  suit  que  les 
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traces  verticales  des  plans  tangens  sont  Foi^  y  Qû»V.  Ces  traces  sont  parallèles 
entre  elles,  et  parallèles  aune  droite  telle  que  (Ga»  G'ol')  intersection  du  plan 
vertical  de  projections  et  du  plan  conduit  parles  deux  droites  (ZG,  jzG' )  (ZU,  zu\ 
On  obtient  cette  droite  (G0I9  G'^^')  en  menant  parle  point  G  de  la  droite  donnée 
(GZ,  G'  z),  la  parallèle  G  a  à  XY,  qui  coupe  l'autre  droite  donnée  (UZ,  wz)  au 
point  («,  a');  ce  qui  détermine  la  droite  GV,  parallèle  aux  traces  P^,  Qi/. 

Sa.  Quoique  nous  n'ayons  considéré  qu'un  cylindre  particulier,  celui  dont 
la  base  ou  l'intersection  par  l'un  des  plans  de  projection  est  un  cercle,  on  résou- 
drait de  la  même  manière  les  trois  derniers  problèmes  pour  tout  autre  cylindre. 
Le  nombre  de  solutions  pour  chaque  problème  dépend  de  la  àase  du  cylindre , 
c'est-à-dire  de  la  section  du  cylindre,  donnée  sur  le  plan  horizontal.  Lorsque 
cette  base  est  un  cercle,  une  droite  ne  peut  couper  la  surÊice  du  cylindre 
^u'én  deux  points;  et,  par  im  point  pris  en  dehors  de  cette  surface,  on  ne 
peut  lui  mener  que  deux  plans  tangens.  On  conçoit  facilement  une  surface 
cylindrique  qui  serait  coupée  par  une-droite  en  un  plus  grand  nombre  de  points , 
et  à  laquelle Dn  mènerait  par  un  point  pris  en  dehors,  autant  de  plans  tangens 
qu*on  pourrait  mener  de  tangentes  à  une  section  plane  du  cylindre,  par  un 
point  pris  en  dehors  de  cette  section. 

• 

Deuxième  exemple  de  plan  tangent. — Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  conique: 
i^par  unpomtpris  sur  la  surface  ;  a®  par  un  point  pris  hors  la  surface;  y  parai- 
ïelementà  une  droite  donnée?  (  PL  7.  ) 

,  On  entend  par  surface  conique ^  une  surface  développable,  engendrée  par  une 
droite  mobile,  assujettie  à  passer  constamment  par  un  point  donné,  et  par  une 
courbe ,  qu'on  appelle  la  directrice  de  la  droite  génératrice. 

53.  Solution.  — Premier  cas.  — Le  point  de  contact  est  donne  sur  la  surface.  On 
mène  par  ce  point,  la  droite  génératrice  de  la  surface;  cette  droite  rencontre 
la  directrice  en  un  point,  par  leguel  on  mène  une  tangente  à  cette  coiu^be.  La 
tangente  et  la  droite  de  la  surface  déterminent  le  plan  tangent  (art.  46) 
demandé.  Ce  plan  ne  touche  pas  seulement  la  surface  au  point  donné,  il  contient 
l'élément  qui  est  compris  entre  deux  droites  concourantes  vers  le  sommet  du 
c6ne ,  et  dont  il  est  le  prolongement  :  le  contact  du  plan  et  de  la  surface  a  lieu 
pour  tous  les  points  de  la  droite  menée  par  le  point  donné. 

Deuxième  cas.  —  Le  point  est  donné  hors  la  surface.  On  mène  par  le  point  donné 
une  tangente  à  une  courbe  de  la  surface  conique,  dont  le  plan  passe  par  ce  point. 


i 
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La  droite  de  la  surfiice  conique  menée  {>ar  le  point  de  contact  de  la  coniiie  et 
(je  la  tangente,  et  la  tangente  dle-même,  déterminent  le  plttu  demandé. 

Troisième  cas.  — Le  plan  tangent  est  parallèle  a  une  droite  donnée.  On  mène  par 
Is  sommet  de  la  surface  conique  une  parallèle  à  la  droite  donnée ,  et  on  prend 
sur  cette  parallèle  un  point  par  lequel  on  puisse  mener  une  tangente  à  une 
ligne  connue  de  la  surface  conique.  Cette  tangente  et  la  parallèle  à  la  droite 
donnée 9  fixent  la  position  du  plan  tangent  La  droite  de  contact  du  plan  et  du 
cône ,  est  déterminée  par  le  point  de  contact  de  la  tangente  à  la  ligne  connue 
de  la  surface  conique. 

54.  Expliceuion  desjî^.  jy^y^^pL'j^  relatives  aux  trois  cas  du  problème  proposée 
On  suppose  que  pour  ces  trois  cas,  la  surface  est  un  cône  à  base  circulaire^  c'est* 
à-dire  qu'elle  est  engendrée  par  une  droite  mol»le  qui  s'appuie  sur  un  cercle 
comme  directrice.  Le  cercle ,  base  du  cône ,  est  donné  sur  le  plan  horizontal  ; 
la  droite  XY  est  sur  chaque  figure ,  l'intersection  du  plan  horizontal  et  du  plau 
vertical  de  projectionB. 

(  Fig.  i'%  pi.  7.)  Premier  cas.  —  Le  point  de  contact  de  la  surface  conique  et  du 
plan  tangent^  n^est  donné  que  par  Vune  de  ses  projections.  Soit  ABCD  l'intersection 
du  cône  par  le  plan  horizontal  ;  on  prend  cette  intersection  pour  la  hase  du 

cône  qui ,  dans  ce  cas  particulier^  est  un  cercle  du  rayon  ^A  ;  le  sommet  du 
cône  est  donné.  Soient  E,  e  ses  projections  horizontale  et  verticale;  les  tangentes 
EC,  ED  menées  par  le  point  E  au. cercle  ABCD,  sont  les  limites  de  la  projection 
horizontale  du  cône;  elles  peuvent  être  considérées  comme  les  traces  horizon- 
tales de  deux  plans  tangens  verticaux ,  qui  touchent  le  cône  suivant  les  droites 
(  EC ,  ^c  ) ,  (  ED ,  ed).  Ayant  mené  le  diaitnètre  AB  parallèle  à  Fintersection  X Y 
des  deux  plans  de  projection ,  les  >  droites  du  cône  qui  passent  par  les  points  A 
et  B,  ont  pour  projections  verticales  les  droites  ea^  eb  qui  sont  les  limites  de  la 
projection  verticale  du  cônç* 

Le  point  de  contact  de  la  surface,  conique  est  donné  par  une  seule  projection. 
Soit  K  la  projection  horizontale  donnée,  on  construira  d'abord  la  seconde  pro- 
jection  k  ou  K. 

Toutes  les  droites  de  la  surface  conique  devant  passer  par  le  sommet  du  cône , 
celle  qui  passé  par  le  point  (K,  A)  ou  (K,  A^  ^  a  pour  projection  horizontale  la  droite 
EKML,  qui  coupe  le  cercle  donné  ABCD  aux  points  L,M;  mais  les  droites  du 
cône  qui  passait  par  ces  points,  ont  pour  projections  verticales  les  droites  le^  me , 
et  elles  contiennent  (art.  1 5)  les  points  de  contact  ;  donc  ceS'  points  se  trouvent 
en  projection  verticale  et  sur  la  perpendiculaire  KA  à  l'intersection  commune  X Y 
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des  plaiift.de  projections,  et  sur  les  droites  le,  me,  par  conséquent  aux  inter«- 
^ddouskj  k  de  ces  droites  et  de  la  perpendiculaire  KA;  d'où  il  suit  que  le 
point  de  la  surface  conique ,  pour  lequel  on  demande  le  plan  tangent,  est  ou 
(K,A:),  ou  (K,  A:'),  et  que  les  droites  de  contact  «ont  (EL,e/)  pour  le  premier 
point,  et  (  EM,  em)  pour  le  second. 

Ces  droites  de  contact  rencontrant  le  cercle  donné  aux  poin^ts  L  et  M,  les 
plans  tangens  eu  ces  points,  auront  pour  traces  horizontales  les  tangentes  LP,  MQ 
du  cercle  ABCD.  Les  mêmes  droites  de  contact  rencontrent  le  plan  vertical  aux 
points  0,0';  joignant  ces  points  et  ceux  où  les  tanguâtes  LP,  MQ  coupent  la 
droite  XY,  on  a^ra  les  traces  verticales  Po^  Qp  des  plans  tangens  aux  ][>oiuts 
(  K,  ^) ,  (K,  A')  de  la  surface  conique. 

On  vérifiera,  comme  pour  le  cylindre  (art.  49)9  les  opérations  {^phiques 
par  lesquelles  on  yient  de  trouver  les  traces  dés  pians  >(W*^)>  (RÇ^')  tangens 
aux  cônes. 

Les  deux  plans  tangens  se  coupent  suivant  la  droite  (ER,  er)  :  or  cette 
droite  coupe  le  plan  vertical  au  pmnt  v;  donc  les  traces  Po,  Qo'  passent  par  ce 
point  p. 

Les  horizontales  des  plans  tangens  menées  par  les  points  de  contact  (  K,  A:  ) , 
(K,  A:')  coupent  le  plan  vertical  aux  points  s  et  i;  donc  ces  points  doivent  se 
trouver  Fun  sur  la  trace  verticale  Vw^  et  Tautre  sur  Ja  trace  verticaleQt^^'. 

55.  Les^^.  s  et  3  que  nous  allons  expliquer  se  rapportent  aux  deux  autres 
cas;  les  points  et  lignes  analogues  sont  marqués  des  mêmes  lettres  dans  les 
.trois  figures^ 

(Fîg.  a  ,pl.7.) — Déux&me  cas.  — Le  point  donné  est  hors  la  surface.  Soit  (N,  n)  le 
point  donné  hors  la  surface ,  par  lequel  il  s'agit  de  mener  un  plan  tangent  à  cette 
surface.  Puisque  tous  les  plans  tangens  d*un  cône  passent  par  le  sommet  du 
cône,  le  plan  demandé  passwa  parla  droite  (£K,  eri)  qui  joint  ce  sommet  et  le 
point  donné  :  or  cette  droite  coupe  le  plan  du  cercle  donné  ABCD  au  point  R, 
par  lequel  on  peut  mener  les  tangentes  RL  ,RM  k  ce  cercle;  donc  ces  tangentes 
sont  les  traces  horizontales  des  plans  tangens  au  cône ,  qu'on  peut  mener  par  le 
point  donné.  D'ailleurs  ces  plans  sont  conduits  par  la  droite  (  EN ,  en)  qui  coupe 
le  plan  vertical  au  point  ç;  donc  ils  ont  pour  traces  verticales  les  droites  P(/,  Q*'. 

Les  plans  tangens  (  RPf'  )  ^  (  ViQy  )  touchent  le  cône  suivant  les  droites  (  EL ,  el) , 
(£M,^/n)  qui  coupent  le  plan  vertical  de  projections  aux  points  o  et  à;  donc 
ces  points  doivent  se  trouver  l'un  sur  la  trace  verticale  Pw,  l'autre  sur  la 
trace  Qvcê.  L'horizontale  (NN',  nri)  du  premier  plan  tangent  (RPt^)  ren* 
contre  le  plan  vertical  au  point  ri  de  la  trace  P^;  Vhoriaôntale  (NT,  nt)  le 

rencontre  au  point  t  qui  se  trouve  sur  la  trace  Q9  du  second  plan  tangent  (RQ^-) 
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(Fig.  3,  ^^^^^Troîsièmeçcu. — Le  plan  tangent  est  parallèle  a  une  droite  donnée^ 
Soit  (UZ,  uz)  la  droite  donnée.  Les  parallèles  à  celte  droite ,- menées  par  le 
sommet  du  cône,  ayant  pour  projections  les  droites  £R,  er^  elles  coupent  le» 
plans  de  projections  aux  points  R  et  f^  par  lesquels  les  traces  .des  plans  tangent 
doivent  passer;  d'où  il  suit  que  les  tangentes  RL,  RM  menées  par  le  point  R 
au  cercle  ABCD,  sont  les  traces  horizontales  de  ces  plans.  Ces  traces  coupent  la 
droite  XY  aux  points  P  et  Q;  d'où  il  suit  que  les  droites  P^^  Qi^.sont  les  traces 
yerticales  des  plans  tangens. 

Les  points  (O,  o)  et  (  Oy»)  du  plan  vertical  de  projection  que  Fon  construit  commo 
sur  la  figure  précédente,  appartiennent  l'un  à  la  trace  Vyô,  et  l'autre  à  la  trace 

Eh  substituant  au  cercle  ABCD,  intersection  d'un  cône  par  le  plan  horizon- 
tal, toute  autre  courbe,  on  résoudrait  de  la  même  manière  les  trois  cas  du 
plan  tangent  au  cône  proposé. 

Troisième  Exemple. — Plantangent  a  une  sur/ace  de  réi^olutiàn. — Par  im  point  donné 
sur  une  surface  de  révolution^  mener  un  plan  tangent  à  cette  surface?  fPl,  8.) 

• 

56.  Solution.  On  conçoit  pajr  le  point  donné  et  par  Taxe  de  révolution ,  un  plan 
qui  contient  une  section  méridienne  (art!  44)  ^^  1^  surface.  Le  plan'  tangent 
passe  par  une  tangente  à  cette  section  menée  par  le  point  donné;  mais  la  sur- 
face étant  composée  d'une  suite  de  cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires 
à  l'axe  de  révolution,  le  plan  tangent  au  point  donné  passe  aussi  par  la  tan« 
gente  au  cercle  de  la  surface  auquel  ce  point  appartient  ;  d'où  il  suit  que  le 
plan  tangent  d'une  surfiaice  de  révolution  est  déterminé  par  les  deux  tangentes 
menées  par  le  point  donné  à  la  section  méridienne  et  au  cercle ,  qui  se  croisent 
à  angle  droit  en  ce  point. 

La  tangente  au  cercle  étant  perpendiculaire  au  plan  de  la  section  méri- 
dienne, le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  d'une  surface  de  résolution  est  per* 
pendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe  par  ce  point.  La  double  condition  de 
passer  par  une  tangente  à  la  section  méridienne  d'un  point  de  la  surface ,  et 
d'être  perpendiculaire  au  plan  de  cette  section ,  déterminent  le  plan  tangent  en 
ce  point. 

57.  £xpiication  de  lafig.  i,  /r/.  ^ y  pour  le  cas  particulier  oà  la  surface  de  révo^ 
iutian  est  un  ellipsoïde*  On  prend  pour  plan  hori2sontal  de  projections ,  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  de  révolution  ;  le  point  de  contact  sur  la  surfece  est  donné 
par  une  seule  projection. 

3oit  (A,  alk^  Taxf  de  révolution,  M  la  projection  horizontaledu  point  de  contact  ; 
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4e  plan  méridien  mené  par  le  point  M,  a  pour  traces  sur  les  plans  de  projec- 
tions les  droites  MAT  et  tTi.  En  ie  Éaisaut  tourner  autour  de  Taxe  (k.abc),  il 
arrive  dans  la*  position  DÂ£U  parallèle  à  rintersection^Y  des  plans  de  projec- 
tions. Considérant  la  droite  DAE  comme  la  trace  d'un  plan  méridien  paifailèle 
au  plan  vertical ,  ce  plan  coupe  la  surface  sui vaut  une  section  méridienne  cbde 
divisée  en  deux  parties  égales  par  Taxe  bc.  Faisant  AM = AAT,  et  élevant  par 
le  point  M' la  verticale  tSnn'ri'  qui  coupe  la  section  méridienne  aux  points  f^^n'^les 
horizontales  n'my  r(ni  contiennent  les  projections  verticales  des  points  de  contact 
de  la  surface  derévolution^  cor  redondantes  à  laprojectionborûsontale  domnéeM; 
d'où  il  suit  que  ces  projections  verticales  sont  déterminées  piur  la  rencontre  dés 
droites  f2'/7i,  y^'W  et  de  la  perpendiculaire  Mi»'#»  à  Tintersection  XY  des  plans  de 
projections.  Le  point  connu  de  la  surface  étant  (M ,  /n)  ou  (M ,  /7t%  il  s'agit  de 
trouver  les  traces  du  plan  tangent  mené  par  l'un  et  l'autre  point ,  en  observant 
que  dans  le  cas  particulier  où  la  section  méridienne  est  une  ellipse  bcde ,  les 
points  m,  /»'  sont  à  égale  distance  du  second  axe  de  de  l'ellipse,  perpendiculaire 
au  premier  bc. 

La  tangente  à  l'ellipse  au  point  ri^  coupe  la  droite  XY  au  point  l\  et  cette 
tangente,  considérée  successivement  dans  les  plans  méridiens  AL',  AL,  coupe  le 
plan  horisonlal  aux  points  L,  L  ;  d'où  il  suit  que  la  tangente  an  point  (M ,  m)  de 
de  la  section  méridienne  AM;  rencontre  le  plan  borisontal  au  point  L  ;  le  plan 
.  tangent  au  mené  point  (II,  ni)  passera  donc  asiasi  par  le  point  L,  et  comme  il 
'  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  verticai  AML,  il  a  pour  traee  sur  le  plan 
horizontal  la  droite  LQ  perpendiculaîre  à  AL.  D'ailleurs  liiorizontaiê  (MP,  mp) 
du  plan  tangent  coupe  le  plan  vertical  au  point  /?;  donc  le  plan  tangent  (LQ/?) 
au  point  (M,  i??)  de  la  surface  de  révolution,  a  pour  trace  sur  le  plan  vertical ,  la 
droite  Qp. 

On  trouvera  de  la  même  manîèpe  <|iie  k  plan  tangent  au  point  (11,  ni)  a  pour 
traces  sur  les  platts  de  projections  les  droites  SJt  et  fa.  Les  deux  traces  hori- 
zontales LQ,  Rft  perpendiculaîres  k  la  même  éttiàt  AM,  sont  parallèles,  et 
les  deux  traces  vertîcaks  Qo^  Rj  se  coupenten  un  point  ^,  qui  est  «tué  sur  le 
prolongement  de  Taxe  horironlal  de  l'dlipse,  par  la  même  raison  que  les  tan* 
gentes  aux  points  /»',  d' de  cette  ellipse ,  se  rencontrent  au  point  /  du  même  axe. 
Les  deux  plans  tangens  à  l'ellipsoïde  de  révolution  ayant  leurs  points  de  contact 
sur  le  même  méridien,  et  à  même  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde,  ils  se  cou- 
pent suivant  une  horizontale  située  sur  le  plan  du  plus  grand  cercle  de  la 
surface  dont  le  diamètre  est  de;  cette  horizontale  se  projette  donc  sur  le  plan 
-vertical  suivant  la  droite  de  :  d'où  il  suit  que  cette  droite  de  prolongée,  doit  passer 
par  le  point  ^  de  l'intersection  des  deux  plans  tangens. 

On  s'assurerait  de  l'exactitude  des  traces  verticales  Rs,  Qs  des  plans  tangens, 


36  Cl^OMJÉTRIE    DESCRIPTIVE. 

en. cherchant  les  points  de  rencontre  du  plan  vertical  eï  des  tangentes  à  là 
section  méridienne  menées  par  les  points  donnés.  Ces  tangentes  ont  pour 
projections  verticales  les  droites  Im,  km\  et  pour  projections  sur  le  plan  horizon- 
tal, la  droite  unique  ALMT.  Considérant  cette  droite  comme  la  trace  horî- 
Eontale  d'un  plan  vertical  qui  coupe  le  plan  vertical  de  projections  suivant 
la  verticale  /TV,  les  points  d'intersection  r,  ^  de  cette  verticale  et  des  droites 
Inty  hri  prolongées,  se  trouvent  nécessairement  Tun  sur  la  direction  de  la  trace 
Qpy  et  l'autre  sur  la  direction  de  la  trace  Vis. 

De  ce  que  la  tangente  Inl  coupe  Taxe  abc  au  point  o,  il  s'ensuit  que  la  droite 
bn  prolongée  doit  passer  par  le  même  point;  car  on  peut  considérer  le  point  o 
de  l'axe  de  révolution  comme  le  sommet  d'un  cdne  droit,  circonscrit  à  la  sur- 
face de  révolution  suivant  le  cercle  du  diamètre  /l'^r;  or  les  droites  de  ce  cône 
droit  sont  des  tangentes  aux  sections  méridiennes,  menées  par  les  points  du 
cercle  ;  donc  la  tangente  qui  passe  par  le  point  (M,  ni)  a  pour  projection  verti- 
cale la  droite  Imo^  qui  passe  par  le  point  o  de  Taxe  abc.  On  prouverait  de  la 
même  manière  que  les  droites  h'K^  nik  prolongées  doivent  passer  par  le  point  o' 
du  même  axe  ahc. 

Ayant  prolongé  le  plan  méridien  DAE  parallèle  au  plan  vertical  de  projec-' 
tions,  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  en  Q"  la  trace  horizontale  LQ  du  plan  tangent 
(LQ/?),  le  plan  méridien  et  le  plan  tangent  se  coupent  suivant  la  droite 
(  AQ',  o(jl);  d'où  il  suit  que  la  projection  verticale  o<^  de  cette  droite  est  paral- 
lèle à  la  trace  verticale  Q/  du  plan  tangent  (LQ'Q^).  On  trouverait  de  la  même 
manière  la  parallèle  à  la  trace  verticale  Kf  du  plan  tangent  (  RRj)  ,  passant  par 
le  point  o'  de  l'axe  de  révolution  oo'. 

58.  Le  chapitre  suivant,  qui  traitera  des  intersections  de  surfaces  par  des 
plans  et  par  d'autres  surfaces  courbes,  des  tangentes  aux  courbes  qui  résultent 
de  la  pénétration  des  surfaces,  contiendra  de  nouveaux  exemples  de  plans  tangens. 
On  y  considérera  les  plans  tangens  de  la  seconde  espèce  qui  sont  à  la  fois  tan- 
gens et  sécans,  et  on  donnera  quelques  exemples  des  lignes  suivant  lesquelles 
ces  plans  prolongés  au  delà  du  point  de  contact,  coupent  les  surfaces. 
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CHAPITRE  III. 

Des  intersections  de  surfaces  courbes  par  des  plans  y  et  par  d'autres  surfaces  courbes  * 

m 

.§  V^.   DES  IIîTERSECTIOlfS   DE   SURFACES   COURBES   PAR   DES  PLANS* 


59.  La  courbe  d'intersection  d*une  surface,  par  un  plan,  passe  par  tous  les 
points  dans  lesquels  ce  plap  Groupe  un  système  de  lignes  données  sur  la  sur- 
face. 

Considérant  sur  la  surface  donnée  une. ligne  quelconque,  qui  rencontre  le 
plan  coupant  en  un  ou  plusieurs  points,  ces* points  appartiennent  à  Tintersec- 
tion  de  la  surface  et  du  plan.  La  ligne  de  la  surface  que  Ton  considère,  peut  être 
ou  une  ligne  droite,  ou  une  ligne  courbe  plane,  ou  une  courbe  à  double  cour- 
bure; tous  les  problèmes  relatifs  à  l'intersection  des  surfaces  se  réduisent  donc 
à  trouver  l'intersection  de  Tune  de  ces  trois  lignes  par  uii  plan. 

Si  la  surface  a  pour  génératrice  une  ligne  droite,  le  plan  coupant  rencontrera 
cette  droite  dans  toutes  ses  positions. 

Le  problème  qui  consiste  à  trouver  le  point  de  rencontre  d'une  droite  et  d'un 
plan  ayant  été  résolu  (art.  17),  on  appliquera  la  même  solution  à  toutes  les 
droites  de  la  surface.  La  ligne  continue,  menée  par  tous  les  points  d'intersec- 
tion de  ces  droites  et  du  plan ,  sera  l'intersection  de  la  surface  proposée  par  le 
plan  donné. 

60.  Lorsque  la  surface  a  pour  génératrice  une  courbe  plane ,  dont  le  plan 
est  variable  de  position,  et  qui  varie  elle-même  dans  son  plan,  le  plan  variable, 
considéré  dans  une  position  déterminée,  rencontre  le  plan  coupant  suivant  une 
droite ,  et  les  deux  plans  n'ont  de  commun  que  les  points  de  cette  droite  ;  d'où 
il  suit  que  les  points  d'intersection  du  plan  coupant  et  de  la  courbe  généra- 
trice se  trouvent  nécessairement  sur  cette  droite.  On  a  vu  (  art.  16)  comment 
on  trouve  la  ligne  d'intersection  de  deux  plans;  cette  ligne,  et  la  courbe  généra- 
trice située  dans  le  plan  que  l'on  considère ,  se  coupent  en  un  ou  plusieurs 
points  qui  appartiennent  à  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  proposée  et 
du  plan  coupant. 

6i.  Le  troisième  .cas  et  le  plus  général  a  lieu,  lorsque  la  surface  est  engendrée 
par  une  courbe  à  double  courbure.  On  ramène  ce  dernier  cas  au  premier ,  en 
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plaçant  la  courbe  génératrice  considérée  dans  une  position  déterminée,  sur  une 
surface  réglée,  dont  cette  courbe  est  prise  pour  Tune  des  trois  directrices  (art.  47)* 
Les  deux  autres  directrices  sont  arbitraires;  on  peut  se  donner  deux  lignes 
droites  placées  d'une  manière  quelconque  par  rapport  à  la  courbe  donnée.  Pre- 
nant un  point  sur  cette  couine ^  on  mènera,  par  ce  point  et  par  Tune  des  droites 
'  directrices,  un  plan  qui  coupera  la  seconde  droite  directrice  en  un  point  Joi- 
gnant ce  dernier  point  et  celui  qu'on  a  pris  sur  la^directriee  courbe,  par  une 
droite,  cette  droite  appartient  k  une  surface  réglée  qui  passe  pai^  la  courbe 
donnée.  Le  plan  coupant,  qui,  par  hypothèse,  rencontre  cette  courbe,  cpupe 
nécessairement  la  surface  réglée,  et  la  section  contient  les  points  communs  au 
plan  et  à  la  courbe  ;  donc  ces  points  se  trouveront  nécessairement  sur  la  section 
plane  de  la  surface  réglée  et  sut  la  courbe  donnée,  par  conséquent  à  l'intersec- 
tion de  ces  deux  courbes. 

Lorsqu'on  donne  une  courbe  génératrice  par  ses  deux  projections  j  on  donne 
aussi  deux  surfaces  cylindriques  engendrées  par  des  droites  perpendiculaires  au^ 
plans  de  projections;  chacune  de  ces. surfaces  contient  la  courbe  donnée  et 
tient  lieu  de  la  surface  réglée,  qui  a  pour  directrices  deux  droites  arbitraires, 
prises  hors  de  la  courbe  donnée.  Chaque  cylinçlre  étant  coupé  par  le  plan  qui  f 
par  hypothèse,  rencontre  la  courbe  (jonnée,  cette  courbe  et  la  ligne  d'intersec* 
tion  sur  le  cylindre  auront  des  points  communs,  qui  seront  les  points  deman4és* 

Exemples  (^intersections  de  surfaces  par  des  plans. 

Nous  considérerons  successivement  les  sur&ces  déveldppables ,  les  surÊioes 
de  révolution ,  les  surfaces  réglées,  et  les  lignes  d'intersection  de  ces  surfaces  par  ^ 
des  plans. 

§  n.  DES  SURFA.CES  DliV^LOPPABLES  GOUPJÉES  PAR  UW  PLAK. 

Premier  Esnemple.  —^Intersection  (^cjrlindredroiik  basecùxMlaireparunplan.  (  W.  9.) 

6a.  Le  cercle,  base  du  cylindre,  est  donné  sur  le  plao  horizontal;  on  suppose 
la  droite  génératrice  de  la  surface  cylindrique^  verticale,  et  le  plan  coupant, 
perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projectipns.  Dans  cette  hypothèse,  la coudbe 
d'intersection  du  cylindre  par  le  plan^  a  pour  projection  horizontale,  le  cercle 
V  base  du  cylindre,  et  pour  projection  verticale,  la  droite,  trace  du  plan  coi^^ant 
sur  le  plan  vertical.  Si  l'on  veut  coânaUre  cette  courbe  telle  qu'elle  est  xlans  soa 
plan ,  on  fait  tourner  ce  plan  jusqu'à  ce  qu'il  s'applique  ou  sur  le  plan  hori- 
zontal ou  sur  le  plan  vertical  de  projections,  et  on  détermine  ce  qiie  devient 
diàque  point  de  la  pouTbe  après  ce  mouv^nnent  de  rotation.  Cette  conslracâon 
est  le  principal  objet  de  la^.  i  que  twwu  âdkM»  expliquer. 
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63.  EcqAication  desjîg.  i^ia^i  b^pl.  9.  Soit  ABCD  la  base  circulaire  du  cylindre 
droit  vertical  ;  élevant  les  perpendiculaires  A  A'a ,  BB'^  à  la  commune  intersec- 
tion XY  des  plans  de  projections,  ces  perpendiculaires  sont  les  limites  de  la 
projection  verticale  du  cylindre. 

Soit  Fg^la^trace  verticale  dU  plan  cqupant;  puisqu'on  suppose  ce  plan  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  de  projections ,  sa  trace  sur  le  plan  horizontal , 
sera  une  droite  FE ,  perpendiculaire  à  rintersection  XY  des  plans  de  projections. 
.  La  courbe  d'intprsection  du  cylindre  par  le  plan ,  a  pour  projection  horizontale 
le  cercle  ÀBCD,  et  pour  projection  verticale  la  droite  Ff  . 

Pour  la  construire  dans  son  plan ,  on  suppose  que  ce  plan  tourne  autour  de 
sa  trace  verticale  .F^,  et  on  cherche  ce  que  devient  un  point  quelconque  (H,  A) 
de  la  courbe  lorsc^u'il  s'applique  sur  le  plan  vertical.  La  distance  de  ce  pcMnt  à 
la  droite  F^  autour  de  laquelle  il  tourne ,  est  égale  à  Thorizontale  H'H.  Ayant 
transporté  la  trace  Yg  parallèlema^t  à  eDe-méme  en  F^,  et  le  point  A  de  cette 
trace  en  Y,  4a  perpendiculaire  VA%  de  même  longueur  que  l'horizontale  Hlf , 
sert  la  distance  du  point  de  la  courbe  à  son  axe  de  rotation ,  et  l'extrémité  hl  de 
cetl^  perpendiculaire  sera  le  point  (H ,  A)  de  la  courbe,  appliqué  sur  le  plan 
verticale Oa  aurait  le  point  K'  de  cette  courbe,  situé  sur  la  même  droite  yh\  en 
prenant  VA"  s=  Hl  ;  ce  point  K'  a  pour  projection  horizontale  le  point  I  du 
cercle  ABCD ,  et  pour  projection  verticale  le  ^Soint  h  situé  sur  la  droite  Hllf  A. 
On  trouverait  tant  d'autre^  points  qu'on  voudrait  de  la  courbe  afi'Hh^  (Jtg,  iiz  ) , 
interaection  du  cylindre  et  du  plan.  Chaque  point  de  cette  courbe  9  tel  que  A\ 
est  déterminé  (art.  3)  par  une  abscisse  FT  es  FA,  comptée  sur  l'axe  des 
abscisses  Fjf'v  et  par  une  ordonnée  VA'  perpendiculaire  à  l'abscisse. 

Au  lieu  de  faire  tourner  le  plan  de  la  courbe  autour  d'une  trace  du  plan  cou» 
pa'nt,  on  imagine  par  le  centre  O  du  cercle  ABCD  deux  diamètres ,  l'un  perpen- 
diculaire 9  l'autre. parallèle  à  la  trace  bori^^ontale  FE ,  et  par  ces  diamètres  deux 
plans  verticaux»  qui  rencontrent  le  plan  coupant  £F^  suivant  deux  droites , 
•l'une  (a/3,  F^),  l'autre  horizontale  (GD,c),  perpendicylaire  à  la  première  au 
pcHnt  (O)  c)^  et  on  fait  tourner  le  plan  de  la  courbe  successivement  autour  de 
ces  deux  diroiles* 

Transportant  la  droite  a^  parallèlement  à  elle-même  en  tti'^\  et  le  point  A  en 
J' sur  la  perp^MiiciîUaire  A]'  à  ak^  fm  aujra  les  points  A",  A"  de  la  courbe  d'fil'HW 
{Jig^  ï  Ay  en  faisant  J'À'  :;=:3'A"  =, JH^JI;  la  droite  d'^'  {Jig.  i  a)  eat,  sur  le 
plan  de  la  courbe 9  la  droite  (AB,  ai)^  {fig.  i). 

Abaissant  la  seconde  droite  (CD  »  c)  sur  le  plan  horizontal  en  CD»  et  faisant 
tourner  le  plan  de  la  courbe  autour  de  cette  droite  transportée  esk  CD  >  le  point 
(H,  A)  de  la  courbe  décrira  un  cercle  d'un  rayon  égal  à  ch. 
Ayant  élevé  la  perpendiculaire  HQf  à  CD ,  et  portant  du  point  Q'  en  F  une 


f 
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droite  Q'P'  =^ch^  le  point  F  sera  ce  que  devient  le  point  (H,  A)  de  la  courbe, 
après  avoir  tourné  autour  de  la  droite  (CD,  c)  pour  s'appliquer  sur  le  plan  hori- 
zontal passant  par  cette  droite. 

^On  trouvera  de  la  même  manière  tant  d'autres  points  de  la  courbe.  CDFF 
(7%"'  ï  *)î  V^^  ^^  diffère  pas  de  la  courbe  cc"//K'  {Ji^.  i  a).  Si  Ton  compare 
les  dimensions  de  cette  courbe  dans  les  àèxa.Jigures  i  a,  i  d ,  on  aura  : 

CD  =  cC';  «^  =  a!^' = « ^;  FQ'  =  F'Q'  =pK  ^p'K\ 

De  la  tangente  à  la  courbe  d* interjection  d*un  cjUndre  droit  vertical  par  un  plan. 

64*  Lsi  tangente  en  un  point  quelconque  (H,  K)  de  la  courbe  appartient  an 
plan  tangent  du  cylindre;  elle  est  aussi  sur  le  plan  coupant  :  elle  est  par  con- 
séquent l'intersection  de  ces  deux  plans  (art.  4o).  Le  plan  tangent  au  point  (H,  A) 
du- cylindre  vertical,  est  vertical  (art.  48),  et  a  pouç  trace  sur  le  plan  horizon- 
tal de  projections,  la  tangente  au  cercle  LHE  menée  par  le  point  H*de  ce  cercle; 
or  ce  plan  coupe  le  plan  de  la  courbe  au  point  £  de  la  trace  horizontale  FE  : 
le  point  de  la  courbe  (H,  K)  est  commun  à  ces  deux  plans;  donc^en  portant  FE 
en  FE'  (/%•.  i  a  ) ,  et  joignant  le  point  K  de  la  courbe  avec  le  point  E^  de  Vin- 
tersection  dès  deux  plans,  la  droite  'EK  sera  la  tangente  au  point  K  de  la 
icourbe  cV'AW'. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  on  obtiendra  la  tangente  au  mérâe 
point  (H,  A),  rapporté  en  F  sur  \9ijig.  i  i.  La  tangente  LHE  coupe  le  diamètre 
CD  au  point  L  de  Tintersection  du  plan  tangent  et  du  plan  de  la  courbe.  Joi- 
gnant ce  point  et  le  point  F  de  la  courbe  par  une  droite  ^  on  aura  la  taugen  te  LF 
«u  point  F  [Jig,  i  b) ,  .et  fi  {Jig.  i  à). 

65.  Comparant  \t^Jïg.  i  a  ^Xjîg.\  i,  dont  chacune  représente  fa  courbe  résul- 
tant de  l'intersection  du  cylindre  par  le  plan  (AFg^),  on  a  :  M'EN  =  E'N'; 
T0  =  /0'. 

la  courbe  CDajS  {Jig.  i  ^)  est  une  ellipse  qui  a  pour  axes  principaux  les  droites 
rectangulaires  CD  et  a/3.  En  décrivant  sur  le  plus  petit  de  ces  axes,  comme  dia** 
mètre ,  le  cercle  ABCD ,  on  voit  que  pour  les  points  du  cercle  et  de  Tellipse , 
situés  sur  une  droite  quelconque  FQ'  perpendiculaire  au  diamètre  commun  CD , 
la  sous-tangente  Q'CL  est  la  même.  On  démontre  cette  proposition  par  l'algèbre  9 
dans  les  traités  des  courbes  du  second  degré  ;  la  construction  géométrique 
précédente  fait  voir  que  les  deux  tangentes  FL,  HL  doivent,  en  effet,  concourir 
#n  un  même  point  L  du  diamètre  CDL. 
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Deuxième  Exemple, — Intei^seclion  ducone  droit  a  base  ciœulcure par  unplan,  (PL  lo.) 

66.  Lorsqu'un  cône  à  base  circulaire  est  droite  la  ligne  droite  menée  par  le 
sommet  de  ce  cône,  et  par  le  centre  du  cercle  qui  lui  sert  de  base,  est  perpen- 
diculaire au  plan  de  ce  cercle.  Si  cette  droite^  qu'on  nomme  axe  du  cône,  est 
oblique  par  rapport  au  plan  du  cercle,  le  cône  est  oblique.. 

On  peut  concevoir  sur  le  cône  droit  deux  systèmes  de  lignes ,  ou  des  droites 
dirigées  du  sommet  vers  les  points  de  la  base  circulaire ,  ou  des  cercles  paral- 
lèles k  la  base ,  qui  ont  pour  rayons  les  perpendiculaires  abaissées  de  Tune  quel- 
conque des  droites  du  premier  système  sur  Taxe.  Le  plan  coupant ,  donné  de 
position  par  rapport  à  la  siu'face,  rencontre  et  les  droites  du  premier  système, 
et  les  cercles  du  second  système ,  en  des  points  qui  appartiennent  à  la  courbe 
d'intersection  du  plan  et  du  cône. 

67.  Explication  de  lajîg.  i^  pL  lo.  La  surface  et  le  plan  coupant  étant  donnés 
de  position  dans  l'espace,  on  prend  pour  plan  horizontal,  le  plan  dû  cercle 
base  du  cône,  et  pour  plan  vertical  un  plan  perpendiculaire  au  plan  coupant. 
Soit  ABCD  i^g.  i,/>i  lo)  le  cercle  base  du  cône;  FN  la  trace  horizontale  du 
plan  coupant;  XY  perpendiculaire  à  FN,  l'intersection  du  plan  horizontal  et  du 
plan  vertical  de  projections;  Fg'la  trace  verticale  du  plan  coupant  NF^.  Quelle^ 
que  soit  la  courbe  d'intersection  contenue  dans  ce  plan ,  la  projection  verticale 
de  cette  courbe  se  confondra  avec  la  trace  F^,  puisque  (  art.  4  ^^  ^  )  ^^  P^^^ 
coupant  jest  par  hypothèse  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projections. 

Ayant  mené  le  diamètre  AB  parallèle  à  l'intersection  XY  des  plans  de  pro- 
jections, on  divise  chaque  demi-circonférence  ABC,  ABD  en  un  certain  nombre 
de  parties  égales,  par  exemple  en  douze  parties;  les  droites  menées  du  centre  O 
du  cercle  aux  points  de  division;  sont  lés  projections  horizontales  des  droites 
de  la  surface  conique,  menéeà  du  sommet  aux  mêmes  points  de  division. 
Soit  (OH, oIT)  l'une  de  ces  droites;  elle  est  rencontrée  par  le  plan  coupant  (NFg^) 
au  point  (M,  /»).  De  ces  deux  points  ;w^  M,  le  premier  détermine  le  second, 
puisqu'ils  sont  sur  une  perpendiculaire  niNL  à  la  droite  XY. 

La  crroite^' est  aussi  la  projection  verticale  d'une  droite  de  la  surface  dont  01 
est  la  projection  horizontale;  d'où  H  .sait  que  la  perpendiculaire  mVL  à  XY  coupe 
la  droite  OI  au  poinUây  qui  appartient  comme  le  point  M  à  la  projection  hori- 
zontale LMPS  de  laremirbe  d'intersection  du  cône  et  du  plan. 

Les  droites  oA,  pBt  projections  verticTales  des  droite^  du  cône,  qui  ont  pour 
projections  horizontales  OA,  OB,  sont  les  limites  de  la  projection  verticale  du 
cône;  la  trace  Vg  coupe  ces  limites  aux  points  /,/?,  qui  déterminent  les  points 
L,  P  de  la  projection  horizontale  LMPS, 
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En  opérant  de  la  même  manière  sur  toute  autre  droite  delà  surface  cooique 
comme  sur  la  droite  (OH,  c?H'),  on  construira  tant  de  points  qu'on  voudra  de 
la  projection  horizontale  £MPS. 

Considérant  sur  le  cône  le  second  système  de  lignes,  e'est-à-dire  les  cercles 
engendrés  par  les  points  d'une  droite  de  la  surface  telle  que  ( AO ,  Mo) ,  tour^ 
nant  autour  de  l'axe  (O,  O'^  j,  chacun  de  ces  cercle$  est  rencontré  par  le  plan 
coupant  en  àewa  points ,  dopt  les  projections  appartiendront  à  la  courbe  déjà 
construite  LMPS. 

68.  Soit  fli/3  une  horizontale,  ou  plutôt  la  trace  verticale  d'un  plan  horizontal 
qui  coupe  le  cône  suivant  un  cercle  du  diamètre  «tjS.  La  circonférence  décrite, 
du  point  û  comme  centre  avec  un  rayon  moitié  de  «^jS,  rencontre  la  perpen»- 
diculaire  niifi  à  XY  aux  points  M  et  S  de  la  courbe  LMPS  t  projection  hori- 
zontale de  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  du  plan.  Tous  les  cercles  du  cône 
coupés  par  le  plan,  sont  renfermés  entre  les  plans  horizontaux  qui  ont  pour 
traces  verticales,  les  horizontales  /A  et  p^. 

On  doit  remarquer,  parmi  ces  cercles,  celui  dont  le  diamètre  yi"  passe  par 
le  point  «,  où  la  projection  verticale  O'o  de  l'axe  du  cône  CQupe  la  trace  F^.  La 
projection  horizontale  de  ce  cercle ,  coupe  la  droite  OO'  perpendiculaire  à  X Y, 
aux  deux  points  R  et  Q  qui  appartiennent  à  la  courbe  LMPS. 

En  suivant  le  premier  mode  de  construction  de  cette  courbe,  on  n'aurait  pas 
trouvé  directement  les  deux  points  R  et  Q ,  et  les  points  voisins  de  ceux-là  ne 
seraient  déterminés  que  par  des  lignes  qui  se  couperaient  fort  obliquement. 

On  ne  parvient  au  tracé  exact  de  la  courbe  LMPS  que  par  la  combinaison 
des  deux  modes  de  construction ,  qui  résultent  de  la  considération  de  la  double 
génération  du  cône  par  la  liçne  droite  et  le  cercle. 

69.  La  courbe  LMPS  et  la  droite  Vg  étant  les  deux  projections  de  l'intersec- 
tion du  cône  (ABCDO ,  A'B'o)  par  le  plan  (NFg^) ,  on  obtient  cette  intersection 
dans  son  plan ,  eu  faisant  tourner  ce  plan  autour  de  l'une  de  ses  traces ,  sur  les 
plans  de  projections. 

Comptant  les  abscisses  (art.  3)  de  cette  courbe  d'intersection ,  sur  la  trace  ver- 
ticale Yg  du  plan  coupant,  les  ordonnées  sont  des  horizontales  perpendicu* 
laires  à  cette  trace  ;  ou  prenant  la  trace  horizontale  1^  pour  l'axe  des  abscisses, 
les  ordonnées  sont  des  parallèles  à  la  trace  verticale  Fg^.  T^s,^.  i  a^Jîg.  i  b 
font  voir  la  courbe  d'intersection ,  lorsque  le  plan  de  cette  courbe  est  appliqué 
sur  les  plans  vertical  et  horizontal  de  projections. 

70.  Explication  de  lajîg.  %  a.  --^¥m  étant  l'abscisse  du  point  (M ,  /«)  d'une 
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coarbe  située  dans  le  plan  (NF^) ,  il  s'agit  de  trouver  la  position  de  ce  point  sur 

U^g.  I  a. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  m  la  perpendiculaire  mSM  à  XY,  et  la  per- 
pendiculaire mni  à  la  trace  Fg-,  on  fcM  cette  perpendiculaire  mm'  de  même 
longueur  que  la  distance  MM'  du  point  donné  M  à  la  droite  XY,  et  le  point  /// 
sera  le  point  de  la  courbe  (M,  m)  appliqué  sur  le  plan  vertical.  On  aurait  le 
point  m'\  en  prenant  mn^'  =  M'S. 

71.  Explication  de  lajîg.  \  b.  —  FN  étant  Tabscisse  du  point  (M,  ni)  d*une 
courbe  située  dans  le  plan  (NF^),  on  demande  la  position  de  ce  point  sur  la 
fig.  ib? 

Ayant  élevé  par  le  point  donné  M  la  perpendiculaire  NM^t'  à  la  trace  FK,  on 
porte  sur  celte  perpendiculaire  la  longueur  N;t'=::r  F/w,  et  le  point  (jl  est  encore 
lé  point  (M,  m)  de  la  courbe,  appliqué  sur  le  plan  horizontal.  On  aurait  le 
point  s  en  élevant  la  perpendiculaire  ST  à  PN,  et  la  prolongeant  en  j*,  de 
manière  qu'on  ait  T^  =  fm. 

On  trouverait  de  la  même  manière  que  ïes  points  de  la  courbe  d'inter- 
section (L,  /),(P,/^) deviennent  sur la^.  (i  a),  t^p\  etsur  \^J2g.{i  b)y  ^\  4'. 

Le  plan  vertical  OU  rencontre  le  plan  coupant  (WF^),  suivant  une  droite  qui 
divise  en  deux  parties  égales  et  symétriques,  la  courbe  d*interseclion  du  cône  et 
du  plan;  pour  rapporter  cette  droite  sur  ^y^.  i  a,  on  mènera  FN'  perpendicu-' 
laire  à  F^,  et  on  portera  sur  cette  droite  ^ne  longueurFU'=FU(/%r.i);  la  parallèle 
\]p  à  la  trace  F^  divisera  en  deux  parties  égales  les  ordonnées  de  la  courbe,  telles 
que  mW,  perpendiculaires  à  cette  trace  :  ainsi  on  a  km':=km"=:Ç/ig.  j)  KM=:KS» 

De  la  tangenùe  à  la  courbe  d* intersection  du  cône  et  d'un  plan, 

Soit(My/;r)(/^.  i,pl.  io)unfK>intquelconque'derintersectionducône  et  du 
plan  ;  le  plan  tangent  au  cône  mené  par  ce  point  i  passe  par  la  droite  (OMH ,  omYL) , 
qui  rencontre  le  cercle  base  du  cène  au  pcHut  H  ^  et  a  (art.  54)  pour  trace  horizon- 
taie,  la  tangente  HE  du  cercle  ABCD  :  or  celte  trace  coupe  la  trace  FN  du  plan 
tancent  au  point  £;  donc  ce  point  appartient  à  kl  tangente £M  de  la  courbe  LMPS. 

Pour  rapporter  cette  tangente  £M  sur  les^^.  i  a  et  i  ^,  on  portera  F£  en  FE' 
{Jîg.  I  a) ,  et  la  droite  EW  sera  la  tangente  de  la  courbe  Inipm.  \jà  point  (M,  m) 
s'appliquant  en  yl  {fig.  i  ^)  on  aura  la  tangente  en  ce  point  /tt'  de  la  courbe 
ili'\'s^  en  menant  la  droite  £//  par  le  point  £  au  la  tangente  au  cercle  HE  coupe 
la  trace  horizontale  FN  du  plan  coupant. 
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Du  cône  a  base  circulcUre,  et  de  ses  trois  sections ^  ellipse^  hyperbole ^  parabole.  (PL  1 1 .) 

73.  Nous  venons  de  considérer  le  cas  où  le  cône  à  base  circulaire  est  droite 
et  nous  avons  supposé  qu'un  plan  coupait  toutes  les  droites  de  la  surface ,  ou 
toutes  les  arêtes  du  cône;  dans  cette  hypothèse,  la  courbe  d'intersection  du 
cône  par  le  plan  est  une  courbe  fermée  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  dUelUpse, 
Que  le  cône  soit  droit  ou  oblique,  il  est  formé  de  deux  nappes  symétriques,  qui 
n'ont  de  commun  que  le  sommet  du  cône.  Les  sections  de  ce  cône  par  un  plan  ^ 
affectent  trois  formes  différentes;  d'où  résulte  leur  division  en  trois  espèces, 
qu'on  nomme  ellipse  ^  hyperbole  y  parabole.  Avant  de  construire  l'intersection  d'un 
cône  par  un  plan,  on  pourra  toujours  reconnaître  à  quelle  espèce  cette  coiu:be 
d'intersection  appartient. 

Quelle  que  soit  la  position  d'un  cône  par  rappprt  à  un  plan,  toutes  les  arêtes 
sont  rencontrées  par  ce  plan,  à  moins  qu'une  ou  plusieurs  arêtes  ne  soient 
parallèles  au  plan  coupant.  Si  toutes  les  arêtes  sont  rencontrées ,  la  section  est 
une  elUpse;  dans  le  cas  où  une  ou  plusieurs  arêtes  sont  parallèles  au  plan  cou- 
pant, la  courbe  a  une  ou  deux  branches  infinies.  La  courbe  à  une  seule  branche 
infinie,  située  sur  l'une  des  deux  nappes  du  cône,  se  nomme  parabole;  celle 
qui  a  deux  branches  situées  sur  les  deux  nappes ,  se  nomme  hyperbole. 

74.  Pour  reconnaître  si  la  courbe  d'intersection  d'un  cône  par  un  plan  s'étend 
à  l'infini,  on  mènera  par  le  sommet  du  cône  un  plan  parallèle  au  plan  coupant , 
et  on  le  prolongera  jusqu'au  plan  du  cercle  base  du. cône.  La  droite  intersec- 
tion de  ces  deux  plans  sera  ou  sécante  ou  tangente  du  cercle,  ou  n'aura  aucun 
point  commun  avec  ce  cercle.  Dans  ce  dernier  cas,  le  cône  n'a  aucune  arête 
parallèle  au  plan  coupant,  et  la  section  est  une  ellipse.  Si  la  droite  coupe  la  cir- 
conférence de  la  base  en  deux  points ,  les  deux  arêtes  du  cône  menées  par  ces 
points,  seront  parallèles  au  plan  coupant;  et  la  courbe  d'intersection,  composée 
de  deux  branches  situées  sur  les  deux  nappes  du  cône ,  s'étendra  à  l'infini  sur 
chaque  nappe.  Cette  courbe  est  Vhyperbole.  Le  troisième  cas  a  lieu  lors- 
que le  plan  parallèle  au  plan  coupant,  mené  par  le  sommet  du  cône,  est 
tangent  au  cône.  Alors  il  y  a  un  point  de  la  courbe,  situé  à  l'infini  sur 
Faréte  de  contact  parallèle  au  plan  coupant.  La  courbe  contenue  dans  ce  plan , 
diffère  de  l'hyperbole,  parce  qu'elle  ne  s'étend  que  sur  une  seule  nappe  du 
cône;  on  la  nomme  parabole  (i). 

75.  Connaissant  les  arêtes  du  cône  parallèles  au  plan  coupant,  il  sera  facile 
de  construire  les  tangentes  qu'on  nomme  asymptotes^  qui  touchent  les  sections 

(i)  Ces  trois  co\xtht%  ^  parabole ,  hyperbole,  ellipse,  se  nomment  aussi  courbes  du  second  degré, 
parce  que  l'équation  générale  du  second  degré  entre  deux  variables ,  représente  Tune  de  ces  trois 
courbes. 
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coniques ,  en  des  points  situés  à  Tinfini.  En  effet,  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque delà  section  conique^  résuite  de  l'intersection  du  plan  tangent  au 
cône  en  ce  points  et  du  plan  de  la  section  :  or  le  plan  tangent  en  un  point  d'un 
cône  y  touche  le  cône  suivant  l'arête  qui  passe  par  ce  point;  mais  l'arête  du  point 
situé  à  l'infini,  est  connue;  puisqu'elle  est  parallèle  au  plan  coupant;  donc  si 
par  cette  arête  on  mène  im  plan  tangent  au  cône ,  l'intersection  de  ce  pkn  et 
du  plan  coupant  sera  l'asymptote.  Lorsque  la  section  est  une  hyperbole ,  le  cône 
a  deux  arêtes  parallèles  au  plan  coupant,  et  par  conséquent  deux  plans  tangens 
suivant  ces  arêtes,  qui  coupent  le  plan  dé  l'hyperbole  suivant  deux  asymptotes. 

Le  centre  de  l'hyperbole  est  déterminé  par  l'intersection  des  deux  asymptotes , 
ou  par  le  point  de  concours  des  deux  plans  tangens  qui  contiennent  les  asymp- 
totes ,  et  du  plan  coupant. 

Il  suit  de  là  que  les  sections  parallèles  et  hyperboliques  d'un  cône  à  base  cir- 
culaire, ont  leurs  centres  sur  la  droite  intersection  des  deux  plans  tangens  à  ce 
cône ,  menés  par  les  droites  de  contact  parallèles  au  plan  de  l'une  quelconque 
des  sections  hyperboliques. 

76.  Explicationdesjîg.  i ,  i  ûj,  i  ^,  /?/.  1 1  •  Un  cône  droit  a  pour  base  ïe  cercle  ABCD 
donné  sur  le  plan  horizontal,  et  pour  sommet  le  point  (O,  o)\  il  est  coupé 
par  un  plan  (MF^),  dont  la  trace  horizontale  FM  est  perpendiculaire  à  la  droite 
XY,  intersection  des  deux  plans  de  projections.  La  trace  verticale  Vg  coupe  les 
droites  oA',  oBy  limites  de  la  projection  verticale  du  cône,  en  deux  points  /,/? , 
situés  l'un  au-dessous,  et  l'autre  au-dessus  de  la  projection  verticale  o  du  som- 
met du  cène.  Pour  reconnaître  si  la  courbe  d'intersection  s'étend  à  l'infini ,  on 
mène  par  le  sommet  du  cône,  un  plan  (M'F'o)  parallèle  au  plan  coupant  (Mtg^*) 
Puisque  la  trace  horizontale  MTF  coupe  le  cercle  ABCD  aux  points  M',  S',  le 
plan  parallèle  au  plan  coupant  rencontre  le  cône  suivant  deux  arêtes  (OM',  o¥)^ 
(OS',  oF).  Ces  arêtes  étant  parallèles  au  plan  coupant,  les  points  où  elles  le 
rencontrent,  sont  situés  à  l'infini  ;d'où  il  suit  que  la  courbe  d'intersection  s'étend 
à  l'infini.  Les  plans  tangens  au  cône ,  suivant  les  arêtes  parallèles  au  plan  cou- 
pant, rencontrent  ce  plan  suivant  deu^  asynlptotes,  qui  ont  pour  projections 
horizontales,  les  droites  TI/,!NI;2'  respectivement  parallèles  aux  droites OS^,  OM'. 
Les  points  T  et* N,  qui  déterminent  les  projections  horizontales  des  asymptotes 
à  la  section  conique,  sont  les  intei^ections  des  tangentes  au  cercle  M'N,  ST, 
et  de  la  trace  horizontale  FMN  du  plan  coupant. 

La  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  du  plan ,  se 
compose  de  deux  branches  séparées  SLM,  GPG',  coupées  à  angle  droit  en  L  et  P 
par  le  diamètre  AB  du  cercle  ABCD.  On  construit  cette  projection  horizontale 
ainsi  qu'on  l'a  expliqué  (  art.  67  )  pour  i^/ig.  i  ^pl*  i  o. 
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Les  branches  SLM ,  GPG'  ont  pour  asymptotes  les  miroites  T/^  K/t'  qui  se  cou- 
pent au  point  I  dn  diamètre  AB. 

Faisant  tourner  le  plan  de  la  courbe  d'intersection  do  c6ne  et  du  plan  autour 
de  sa  trace  verticale  7g^  on  construit  ta^^.  i  a  qni  contient  la  courbe  d'inter- 
'  section  rïVs^  g'/Zg"' âàns  son  plan,  et  ses  asypmptates  fti\  ù';  cette  construc- 
tion ne  diffère  pas  de  celle  de  la^^.  î  a,  pi.  lo. 

77.  Supposons  maintenant  le  plan  coupant  parallèle  à  un  plan  tangent  du 
cône,  par  exemple^  au  plan  (AA'o),  qui  touche  le  cône  suivant  raréte(0 A,  oA'). 
Soient  j3^,  (pyr  les  traces  horizontale  et  verticale  du  plan  Coupant,  respective- 
ment parallèles  aux  droites  AA,  A  o;  ce  plan  coupe  le  cône  suivant  une  courbe 
dont  la  portion  située  entre  le  sommet  et  la  base  du  cône,  a  pour  projection 
horizontale,  ât/34*  Cette[courbe  s'étend  indéfiniment  au-dessous  du  sommet  du 
cône,  en  s'approchant  continuellement  du  plan  tangent  (AA'o) ,  parallèle  au  plan 
coupant.  Ces  deux  plans  étant  par  hypothèse  parallèles,  ne  se  rencontreraient 
qu'à  Tinfîni;  d'où  il  suit  que  la  section  du  cône  n*a  pas  d'asymptote,  quoiqu'elle 
s'étende  à  l'infini  sur  une  nappe  de  la  surface  conique.  Faisant  tourner  le  plan 
de  cette  section  autour  de  sa  trace  horizontale  a]3  transportée  parallèlement  en 
d  j8',  la  section  appliquée  sur  le  plan  horizontal  devient  flt'4^  (Jig.  i  i),  La 
droite  74'est  le  prolongement  du  diamètre  AB,  et  on  a  7/4=  ^<P>  distance  du 
point  (4j  '^)  de  la  section  conique,  à  la  trace  horizontale  ça^  du  plan  dç  cetle 
section. 

78.  La  section  conique  ^/%.  i  a),  composée  de  deux  branches  qui  s'étendent 
indéfiniment  sur  les  deux  nappes  du  cône,  et  qu'on  nomme  (art*  78)  hyperbole^ 
a  deux  asymptotes  et  un  centre.  La  section  Çfig.  i  ^)  formée  d'une  seule 
branche  qui  s'étend  indéfiniment  sur  l'une  des  n«ippesdttCone,  et  qu'on  nomme 
(art.  73)  oaraBoley  n'a  ni  centre,  ni  asymptote. 

Troisième  Exemple.  —  Intersection  d'un  cylindre  obUquepar  unplan perpendiculaire 

a  ses  arêtes.  (Pi.  1 2,  fig.  i ,  i  a.  ) 

79.  La  trace  du  cylindre  sur  le  pton  horizontal  est  donnée;  on' connaît  la 
direction  de  sa  droite  génératrice;  \t  pian  coupant  est  déterminé  par  ses  tracée 
sur  les  plafis  de  projections. 

Concevant  une  suite  de  plans  parallèles  à  la  droite  génératrice,  qni  ccnipent 
la  surface  cyUndrique  et  le  plan  donné  ^  l'mi  quelconque  de  ce»  plans  contient 
une  droite  du  plan  et  une  ou  plusieurs  droites  du  cylindre  j  les  points  d'intersec- 
tion de  ces  droites  appartiennent  à  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  et  du 
plan. 

Un  système  de  plans  n*est  pas  déterminé  par  la  Seule  condition  d'être  parai- 
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lèie  à  une  droite  ;  on  peut  encore  supposer  qu'ils  sont  perpendiculaires  à  Tua 
des  plans  de  projections ,  au  plan  horizontal  par  exemple.  La^.  ifj?l.  la  est 
construite  dans  cette  hypothèse ,  et  avec  les  données  suivantes  : 

80.  Soit  ABCD  (fig.  Il  pi- J  a)  la  base  ou  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  horizon- 
tal ;  la  droite  génératrice  de  ce  cylindre  est  constamment  parallèle  à  une  droite 
donnée  (  a^^yJ").  Le  plan  coupant  a  pour  traces  sur  les  plans  de  projections  les 
droites  LM,  Wn  qui  se  coupent  au  M  de  la  commune  intersection  XY  de  ces  plans. 

La  base  ABCD  étant  une  ellipse ,  on  lui  mènera  les  deux  tangentes  CG ,  DF 
parallèles  à  la  projection  horizontale  m  fi  de  la  droite  donnée  (  afi,  yJ")  ;  ces  pa- 
rallèles seront  les  limites  de  la  projection  horizontale  du  cylindre.  Deux  autres 
tangentes  AA',  BB',  perpendiculaires  à  la  droite  XY,  détermineront  sur  cette 
droite  deux  points  A',  B',  par  lesquels  menant  des  parallèles  à  la  projection  ver- 
ticale y  S"  de  la  droite  donnée  (  «/S,  ^cT) ,  on  aura  les  limites  A'A,  Bï  de  la  pro- 
jection verticale  du  cylindre*  Un  plan  horizontal  ^1  coupe  le  cylindre  suivant 
une  ellipse  égale  à  sa  base ,  et  cette  ellipse  se  projette  sur  le  plan  horizontal  en 
GFI.  hes  droites  CG,  DF  sont  tangentes  aux  deux  ellipses  égales  ABCD,  GFI ,  et 
les  touchent  en  des  points  semblablement  placés.  La  droite  0«p  ,  qui  joint  les 
centres  de  ces  ellipses ,  est  parallèle  aux  tangentes  CG ,  DF* 

Le  plan  vertical  mené  par  la  droite  Oùf  coupe  le  plan  donné  (LM/n)  suivant 
une  droite  dont  la  projection  verticale  est  Vn.  Le  point  F  est  la  projection  ver- 
ticale du  point  P  de  la  trace  LM.  On  obtient  le  second  point  n  de  la  projection  F/^, 
en  menant  une  droite  quelconque  HIM  parallèle  à  LM.  Considérant  cette  droite 
comme  la  projection  horizontale  d'une  horizontale  du  plan  coupant  (LMm), 
cette  horizontale  rencontre  le  plan  vertical  au  point  m^  elle  a  donc  pour  pro- 
jection verticale  mn  parallèle  à  XY,  La  perpendiculaire  à  XY,  menée  par  le 
point  N,  coupe  Thorizontale  mn  au  point  cherché  n.  Tous  les  plans  verticaux 
parallèles  au  plan  vertical  O^  ou  à  la  droite  a^,  couperont  le  plan  donné,  (LMm) 
suivant  des  parallèles  à  la  droite  (PN,  PV/). 

81.  La  courbe  d'intersection  du  cylindre  et  du  plan  a  deux  projections 
HTQ,  àtç  que  nous  allons  construire. 

Soit  ËR  une  droite  quelconque  parallèle  à  Aji^  qui  coupe  la  base  donnée  ABCD 
du  cylindre  aux  pointsË,  f  ,et  la  trace  horizontale  LM  du  plan  coupant  au  point  R  ; 
on  considère  cette  droite  £R  comme  la  trace  horizontale  d'un  plan  vertical  qui 
contient  une  droite  du  plan  coupant  et  deux  arêtes  du  cylindre.  Abaissant  les 
perpendiculaires  EE',  ti',  RR'  sur  XY,  on  mènera  par  les  points  E',  «',  les  paral- 
lèles EV,  «V  à  la  droite  yJ^,  qui  seront  coupées  aux  points  t,  ^  par  la  droite  RV^ 
parallèle  à  F/i. 
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Ces  points  tj  u  appartiennent  à  la  courbe  hiqu^  projection  verticale  de  la  courbe 
(rintersection  du  cylindre  et  du  plan  donnés.  Abaissant  les  perpendiculaires 
/T,  <^V  à  XY,  qui  coupent  la  droite  ER  aux  points  T  et  V,  ces  points  appar* 
tiennent  à  la  projection  horizontale  HTQV  de  la  courbe  d'intersection.  On  trou- 
vera de  la  même  manière  tant  de  points  qu'on  voudra,  tels  que  (T,  /)  et  {Yju) 
de  cette  courbe.  Pour  la  construire  dans  son  plan ,  on  fait  tourner  ce  plan  autour 
de  sa  trace  horizontale  LM  comme  charnière.  Un  point  quelconque  (T,  t)  décrit 
une  circonférence  du  rayon  (TR,  ^R'),  qui  a  pour  longueur  l'hypothénuse  d'un 
triangle  rectangle  construit  $ur  TR  et  Te  comme  côtés;  portant  cette  longueur 
de  R  en  G,  le  point  ô  sera  ce  que  devient  le  point  (T, /)  appliqué  sur  le  plan 
horizontal.  On  construit  de  la  même  manière  tout  autre  point  de  la  section  du 
cylindre,  qui  devient  dans  le  plan  de  cette  section  la  courbe  H''U"8Q". 

Des  tangentes  h  la  courbe  cT intersection  du  cylindre  oblique  et  d'un  plan, 

8îi.  Ayant  construit  {/ig.  i ,/;/.  1 2  )  les  projections  T,  ^  d*un  point  queLîonquede  la 
courbe  d'intersection  du  cylindre  parunplan,  et  ce  point  6  sur  le  plan  même,  les 
tangentes  en  ces  mêmes  points  aux  trois  courbes  HTQV,  htq^^y  H"U"ÔQ'',  sont  déter- 
minées; et  pour  les  obtenir,  il  suffira  de  construire  l'intersection  du  plan  tangent 
au  point  (T,  t)  du  cylindre,  et  du  plan  donné  (LM/w.) 

Le  plan  tangent  au  point  (T,  t)  du  cylindre  passe  par  l'arête  (TE,  /E'  ) ,  et  touche 
le  cyhndre  suivant  cette  arête;  d'où  il  suit  qu'il  a  pour  trace  horizontale  la  tan- 
gente ÏÎL  à  l'ellipse  ABCD  :  or  cette  tangente  coupe  la  trace  LM  au  point  L; 
donc  ce  point  L  est  sur  la  tangente  de  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  et 
du  plan,  au  point  (T,  /)  de  cette  courbe.  Élevant  la  perpendiculaire  LU  à  XY,  et 
tirant  les  droites  LT,  L7,  on  aura  les  tangentes  des  courbes  HTQV,  htq^^  aux 
points  T  et  /  de  ces  courbes.  Ix)rsque  le  plan  tourne  sur  sa  trace  horizontale  LM 
comme  charnière ,  le  point  L  de  la  tangente  est  fixe;  le  point  (T,  ^)  s'applique 
en  G  sur  le  plan  horizontal  ;  donc  la  droite  LQ  est  la  tangente  au  point  %  ou  (T,  /) 
de  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  et  du  plane. 

Les  tangentes  à  la  base  du  cylindre  CG,  DF,  ne  sont  pas  seulement  les  pro- 
jections horizontales  de  deux  arêtes  du  cylindre ,  on  peut  encore  les  considérer 
comme  les  traces  de  deux  plans  tangens  verticaux  ;  d*où  il  suit  que  toute  courbe 
du  cylindre  qui  rencontrera  les  droites  de  ce  cylindre  contenues  dans  les  plans 
verticaux  CG,  DF,  aura  pour  tangentes  aux  points  de  rencontre  des  droites 
jlont  les  projections  horizontales  sont  CG  et  DF. 

Par  la  même  raison,  les  limites  A'A,  Bïde  la  projection  verticale  du  cylindre, 
sont  des  tangentes  des  projections  verticales  de  toutes  les  lignes  courbes  du 
cylindre  qui  rencontrent  les  droite^  d,e  ce  cylindre ,  dont  A'^,  B'^*  sont  les  pro- 
ectjons  verticales. 


Les  plans  ▼crticauK  CG,  DF  taiigens  au  cylindre,  rencontrent  le  plan  coupant 
(LMm)  suivant  des  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  du  cylindre;  donc  les 
projections  verticales  Gh,  Pq  de  ces  tangentes,  sont  tangentes  à  la  projection 
verticale  ktq  de  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  par  le  plan  (LMm).  Les 
droites  G'A,  Fq  menées  par  les  points  G',  F  projections  verticales  des  points 
G,  F,  sont  parallèles  à  la  droite  Vn. 

Les  plans  tangens  au  cylindre,  parallèles  à  une  horizontale  du  plan  coupant 
(LM/»),  touchent  le  cylindre  suivant  deux  arêtes,  qui  sont  coupées  par  le  plan 
en  deux  points;  les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  menées  par  ces  points 
sont  horizontales,  et  leurs  projections  verticales  i  a,  34  sont  aussi  des  horizontales. 

Des  tangentes  aux  sections  planes  des  surfaces  dévdoppables  y  parallèles  à  des 

droites  données. 

83.  Une  droite  étant  donnée  dans  le  plan  d'une  courbe  de  la  surface  dévelop- 
pable,  on  mènera  un  plan  tangent  à  la  surface ,  parallèle  à  cette  droite;  Tinter- 
section  de  ce  plan  et  du  plan  de  la  courbe ,  sera  évidemment  une  tangente  de 
cette  courbe  parallèle  à  la  droite  donnée.  On  a  vu  (art  5 1  et  55)  comment  on 
construit  un  plan  tangent  aux  surfaces  cylindrique  et  conique,  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

Quelle  que  soit  la  surface  développable ,  on  déterminera  le  plan  tangent  à 
cette  surface ,  qui  est  parallèle  à  une  droite  donnée ,  en  menant  un  plan  quel- 
conque parallèle  à  cette  droite ,  qui  coupe  la  surface  suivant  une  courbe.  La 
tangente  à  cette  courbe  parallèle  à  la  droite  donnée ,  et  la  droite  de  la  surface 
développable  qui  passe  p^r.  le  point  de  contact  ^  déterminent  le  plan  tangent 
demandé. 

Quant  aux  tangentes  des  projections  d'une  section  plane  de  la  surface  déve- 
loppable proposée,  on  pourra  par  la  même  considération ,  déterminer  celles 
qui  sont  parallèles  à  des  droites  données  sur  les  plans  de  projections.  On  mènera 
par  Tune  de  ces  droites  un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  projection  sur 
lequel  elle  est  donnée;  ce  plan  rencontre  le  plan  de  la  courbe  suivant  une  droite. 
£n  menant  un  plan  tangent  à  la  surface  développable  parallèle  à  cette  droite , 
les  projections  de  la  droite  intersection  du  plan  tangent  et  du  plan  coupant, 
seront  tangentes  aux  deux  projections  de  la  courbe ,  et  Tune  de  ces  tangentes 
^ra  parallèle  à  la  droite  donnée. 

Des  lignes  d^une  surface  développable^  rapportées  sur  le  plan  de  développement. 

84*  On  a  vu  (»t  46)  que  les  élémens  d'une  surÊice  développable  pouvaient 
être  réunis  sur-  un  seul  et  même  plan ,  et  former  ce  qu'on  appelle  le  développe-- 
ment  de  la  surface. 
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Une  ligne  quelconque  de  cette  surface,  celle  par  exemple  qui  résulte  de  Tin-' 
tersection  de  la  surface  par  un  plan ,  se  transforme  sur  le  développement  en  une 
autre  courbe  ;  nous  allons  exposer  le  principe  qui  sert  de  base  à  la  construction 
de  cette  courbe. 

Lorsqu'on  développe  une  sur£sM;e,  une  ligne  quiconque  de  cette  suriace 
plane  ou  à  double  courbure  devient ,  sur  le  plan  de  développement ,  une  autre 
ligne  que  je  nomme  la  transformée  de  la  première. 

Supposons  d'abord  qu'il  y  ait,  sur  la  surface  dévek^>pable ,  une  courbe  dont 
la  transformée  soit  connue,  et  pour  la  distinguer,  nommons-la  axe  de  dévdop- 
pement.  La  section  droite  sur  le  cylindre,  le  cercle  sur  le  cône  droit,  la  ligne 
dont  tous  les  points  sont  à  la  même  distance  du  sommet  du  cône  oblique  sont, 
sur  ces  diverses  surfaces ,  les  lignes  qu'on  prend  pour  axes  de  développements 
Les  transformées  de  ces  axes  sont  la  ligne  droite  ou  le  cercle. 

85.  L'axe  de  développement  et  sa  transformée  étant  connus,  il  n'y  a  aucune 
ligne  de  la  surface  développable  dont  on  ne  puisse  construire  la  transformée  sur 
le  plan  de  développement.  En^ffet ,  chaque  tangente  de  l'axe  de  développement 
fait  avec  la  droite  de  la  surface  développable  qui  passe  par  le  point  de  contact , 
un  angle  déterminé;  or  cet  angle  ne  change  pas  sur  le  plan  de  développement j 
d'où  il  suit  qu'il  n'y  a  aucun  point  de  la  surface  développable  qui  ne  soit  dé- 
terminé par  une  abscisse  courbe  comptée  sur  l'axe  de  développement ,  et  par 
une  ordonnée  rectiligne  qui  est  la  droite  de  la  surface  passant  par  l'extrémité  de 
l'abscisse  courbe. 

86.  Considérant ,  sur  une  surface  développable,  une  Kgne  autre  que  Taxe  de 
développement ,  on  aura  la  transformée  de  cette  ligne ,  en  rapportant  sur  te 
plan  de  développement,. les  droites  de  la  surface  développable  comprises  entre 
la  ligne  que  Ton  considère  et  Taxe  de  développement.  Si ,  par  un  poimt  de  cette 
Hgne ,  on  hiî  mène  une  tangente,  cette  tangente,  fa  droite  de  .h  surfiice  déve- 
loppable qui  passe  par  le  point  de  contact ,  et  la  tangente  à  Fkxe  de  développe- 
ment, menée  par  le  point  où  la  droite  de  la  surface  coupe  cet  axe ,  forment  un 
triangle  qui  est  situé  dans  le  plan  tangent  à  la  surfece  développable ,  et  qui  ne 
change  pas  de  grandeur  dans  le  plan  de  développement  ;  donc ,  connaissant  dans 
ce  triangle  un  côté  et  deux  des  cinq  autres  élémens  qui  le  déterminent,  on 
pourra  le  construire  sur  le  plan  de  développement. 

87.  Lorsque  l'axe  de  développement  devient  une  ligne  droite  sur  le  plan  de 
développement,  toutes  les  tangentes  à  cet  axe,  rapportées  sur  le  nKOie  plan , 
coïncident  avec  la  droilequi  est  la^tnmsfonnée  de  l'axe.  Dans  œ  cas  ^  Taxe  de 
développement  est  une  courbe  dé  la  surface  développable,  qui  }owi  de  cette 
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propriété ,  d*étre  la  ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  tracer  sur  la  surface,  entre 
deux  points  quelconques  de  son  périmètre. 

Une  surface  développable  étant  eicécutée,  on  y  trace  une  ligne  de  cette 
espèce,  en  pliant  un  ruban  mince,  flexible,  d'une  largeiu*  égale  dans  toute  sa 
longueur,  de  manière  quHl  s'applique  entièrement  sur  la  surface;  chaque  droite 
formant  le  bord  du  ruban ,  devient  sur  la  surface  la  ligne  la  plus  courte  entre 
deux  quelconques  de  ses  points  :  sachant  mener  des  tangentes  à  cette  ligne , 
on  pourra  la  prendre  pour  axe  de  déreloppement. 

88.  U  suit  de  ce  qui  précède,  que  pour  obtenir  le  développement  d'une 
surface,  il  faut  connaître  sur  cette  surface  un  axe  de  développement,  et  sur  le 
plan  de  développement  la  transformée  de  cet  axe.  Les  droites  consécutives  de 
la  surface,  qui  rencontrent  Y  ose  sous  des  angles  déterminés  et  connus,  le 
divisent  en  petits  arcs  qui  ne  diflfèrent  pas  sensiblement  de  la  ligne  droite  ;  les 
points  de  division  de  cet  axe  correspondent  à  d'autres  points  de  la  transformée , 
et  on  obtient  les  points  correspondans  en  rapportant  les  petits  arcs  de  l'axe  sur 
sa  transformée,  dans  l'ordre  où  ils  se  succèdent  sur  la  surface.  Sachant  mener 
des  tangentes  à  ces  deux  courbes ,  savoir  à  l'axe  de  développement  et  à  sa  trans- 
formée, ces  tangentes  déterminent  sur  le  plan  de  xléveloppement  lés  droites 
de  la  surface  développable  ;  donc  on  aura  sur  ce  plan  la  transformée  de  l'axe 
de  développement,  qui  sera  une  ligne  d'abscisses,  et  les  droites  de  la  surface 
développable,  qui  seront  les  ordonnées  correspondantes  de  tous  les  points  de 
cette  surface,  qu'il  s'agit  de  rapporter  sur  le  plan  de  développement. 

89.  Le  développement  d'une  surface  a  principalement  pour  objet,  dans  les 
arts ,  de  tracer ,  au  moyen  de  patiK>ns  ou  panneaux ,  sur  cette  surface  déjà  exécu* 
tée,  «lie  courbe  antre  que  l'axe  de  dévdoppement;  or  deux  courbes  suffisent 
pour  diriger  k  mouTement  de  la  droite  génératrice  d'une  surface  réglée  ou  déve- 
loppdble ,  lorsque  les  points  d'appui  de  chaque  droite  sur  les  courbes  directrices  1 
sont  déterminés  (  art.  4?  )  i  d'où  il  suit  que  la  surface  étant  exécutée ,  le  dévelop- 
pemei^  n'est  qu'un  moyen  secondaire  pour  y  rapporter  une  courbe,  qui  est 
donnée  par  ses  projections  ;  car  on  peut  tracer  directement  cette  courbe  par 
points,  en  déterminant  ces  points  sur  la  surface  même,  par  leurs  distances  aux 
couri>es  dtfectrices,  mesisrées  sur  les  droites  de  la  surface. 

EXSXJPLES   ]>£  DÉVELOPPElfEKT   nS  SURFACES* 

Premier  Exemple. — Développement  du  cjlindre  droit.  (  Pl.  9.  ) 

90.  Quelle  que  soit  la  hase  d'un  cylindre,  k  section  perpendiculaire  à  ses 
arêtes,  qu'on  umime  la  section  droite^  ou  l'anc  droite  se  transforme  sur  le  déve- 
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loppement  en  une  ligne  droite;  car  les  droites  ou  arêtes  du  cylindre  «  parallèles 
entre  elles,  conservant  leur  parallélisme  sur  le  plan  de  développement,  la  ligne 
qui  les  coupe  à  angle  droit,  est  nécessairement  une  droite.  Prenant  donc  la 
section  droite  du  cylindre  pour  Taxe  de  développement,  la  transformée  de  cette 
section  sera,  sur  le  plan  de  développement^  une  ligne  droite,  et  on  demande  la 
transformée  de  la  section  du  cylindre  (art.  6a),  par  le  plan  (EF^)  (/%.  i,  pi.  9.) 

91.  Explication  de  lajig,  'x^pL  9.  On  prend  pour  plan  de  développement,  1« 
plan  tangent  au  cylindre,  qui  coupe  le  plan  de  la  section  droite  de  ce  cylindre, 
suivant  une  droite  AA',  parallèle  à  la  trace  horizontale  EF  du  plan  (EF^).  Ce 
plan  de  développement  coupe  la  trace  verticale F^  (/?^,  i,/?/.  9)  au  point  «,  par 
lequel  on  mène  la  section  droite  du  cylindre  (ûf^',  ABCD).  Ayant  tiré  {Jig,  a)  la 
droite  BB'  de  même  longueur  que  la  circonférence  ABCD ,  oh  prend  sur  cette  droite 
le  point  A,  pour  représenter  le  point  (A,  a)  (/%*.i)  du  cylindre.  AB  et  AB'^g^.  a) 
sont  les  transformées  des  demi-circonférences  AHCB,  AIDB;  ces  demi-circonfé- 
rences ayant  été  divisées  en  un  assez  grand  nombre  de  parties  égales,  pour  que 
chaque  partie  puisse  être  considérée  comme  une  ligne  droite ,  on  a  rapporté  les 
points  de  division  à  droite  et  à  gauche  du  point  A,  en  AHB,  et  AK  (fig.  a). 

Les  perpendiculaires  à  la  droite  BB'  élevées  par  ces  points  de  division,  sont 
les  arêtes  du  cylindre  rapportées  sur  le  plan  de  développenient  ;  on  les  consi- 
dère aussi  comme  les  ordonnées  des  lignes  du  cylindre  qu'il  s'agit  de  rapporter 
sur  le  même  plan.  Soit  (H,  A)  {Jig.  i  )  un  point  quelconque  du  cylindre;  pre- 
nant l'arc  AH  [Jîg.  i  )  pour  l'abscisse  de  ce  point ,  et  la  longueur  hj  pour  l'or- 
donnée ,  on  rapportera  ce  point  sur  le  plan  de  développement,  en  faisant  la 
droite  AH  [Jig.  a  )  égale  à  l'arc  AH  (/%.  i  )  rectifié ,  et  la  perpendiculaire  HA 
(/%.  a)  sur  AH ,  égale  ày'A  {fig.  i).  Le  point  A  {Jig.  a)  représente  sur  le  plan  de 
développement,  lepoint(H,A)(/%'.i)ducylindre.On  trouvera  de  la  même  manière 
tous  les  autres  points  de  l'intersection  du  cylindre  par  le  plan  (£F^) ,  et  cette  inter> 
section  (ABCD,  al?)  [Jîg.  i),  aura  pour  sa  transformée  {Jig.  a)  la  courbe  bkb\ 
Cette  coiurbe  ne  s'arrête  pas  aux  points  b^b'\  elle  s'étend  à  l'infini  entre  les  deux 
parallèles  BB',  bb\s\ai  la  touchent  aux  points  A,  ^,  b' ;  elle  se  compose  d'une 
infinité  de  branches  égales  à  bkb\  qui  correspondent  à  la  section  oblique  fermée 
(ABCD,  ab)  {Jig.  i  )  du  cylindre..  En  effet,  on  peut  concevoir  que  ce  cyUndre 
est  enveloppé  par  une  toile  sans  épaisseur,  qui  fait  une  infinité  de  révolutions 
autour  de  sa  surface.  En  déroulant  la  toile,  la  section  oblique  qui  est  la  même 
sur  toutes  les  enveloppes  superposées ,  se  transforme  évidemment  en  autant  de 
lignes  égales  à  bkb\  qu'il  y  a  d'enveloppes. 

La  portion  de  courbe  bkB  étant  appliquée  sur  le  cylindre ,  de  manière  que  la 
droite  A  a  {Jig.  a)  coïncide  avec  l'arête  du  cylindre  (A,  hla)  {Jig^  i),  les  extré- 
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mités  b,  b'de  la  courbe  bA.1/  {Jig.  2  ),  se  réuniront  au  point  unique  (B ,  b)  {Jig.  i  ) 
de  la  section  oblique  du  cylindre. 

De  la  tangente  a  la  transformée  dun^  ligne  courbe  tracée  sur  le  cjUndre. 

92^ Ayant  mené  par  le  point  H  {Jig.  i)  du  cercle  ABCD,  la  tangente  LHK  qui 
coupe  la  droite  AA'  prolongée  au  point  K,  la  tangente  de  la  section  oblique  du 
cylindre  au  point  (H,  A)  {Jig,  i)  est  l'hypothénuse  d'un  triangle  rectangle,  qui 
a  pour  côtés  les  droites  HK  ety7/.  Ce  triangle  est  dans  le  plan  tangent  du  cylindre 
au  point  (H,  A)  :  or  ce  plan  se  confond  {Jig.  2)  avec  le  plan  de  développement, 
et  le  point  (H,  h), {Jig.  i)  avec  le  point  A  de  ce  développement.  Ainsi  la  lon- 
gueur de  l'arête  AH  {Jig.  1  )  étant  égale  à  hj  {Jig.  1  ) ,  et  portant  HK  {Jig.  i  ) 
en  HK  {Jig.  a)  sur  la  droite  BB',  on  aura  sur  le  plan  de  développement  le  triangle 
rectangle  HAR ,  dont  Thypothénuse  AK  est  la  tangente  de  la  courbe  bkb  {fig.  %  ) 
au  |>oint  A. 

Second  Exemple  de  développement  de  surface^  —  Développement  du  cône  dwit. 

(PL  10.) 

93.  Un  cercle  quelconque  du  cône  droit,  a  pour  transformée  âur  le  plan  de 
développement  un  autre  cercle ,  dont  le  rayon  est  égal  à  une  droite  du  cône , 
comprise  entre  le  sommet  et  le  plan  du  premier  cercle.  En  effet ,  toutes  les  droites 
comprises  entre  le  sommet  et  un  cercle  quelconque  du  cône  droit,  sont  de 
même  longueur  :  or  ces  droites  ne  changent  pas  de  longueur  sur  le  plan 
de  développement  ;  donc  leurs  extrémités  appartiennent  à  une  circonférence 
de  cercle. 

94  Explication  de  la  Jig.  ^^  pi.  10.  Soit  ABCD  {Jig.  i)  le  cercle  du  cône 
droit,  qu'on  prend  pour  axe  de  développement*  La  portion  d'arête  du  cône 
comprise  entre  le  sommet  et  le  cercle,  est  évidemment  égale  à  oKo\x  oB';  donc  si 
d'un  point  O  {Jig.  a)  comme  centre ^  avec  OB,  dS  {fig.  i)  pour  rayon,  on  décrit 
une  circonférence  ABA'  {Jig^  a),  cette  ligne  sera  la  transformée  du  cercle 
AJBCD  {Jig.  I  ).  Les  parties  égales  de  la  circonférence  rapportées  sur  la  transfor- 
mée 9  sont  les  bases  des  secteurs  de  cercle  élémens  du  cône ,  et  les  rayons  de 
ces  secteurs  représentent  les  arêtes  du  cône  sur  le  plan  de  développement. 
Prenant  OB  C/%.2)  pour  représenter  l'arête  du  cône  (OB ,  oB')  (/fg.  1  ) ,  le  point  (P,  j?) 
{Jîg^i)  de  l'intersection  du  cône  par  le  plan  (EFg^)  (art.  56),  qui  se  trouve  sur  cette 
arête,  s^appliquera  {fig.  a)  en  /?,  extrémité  de  la  droite  OP  {fig.  a) ,  égale  à  op  {fig,  i  ). 
jLies  arcs  BA  et  BA'  {fig*  a)  étant  égaux  aux  demi-circonférences  rectifiées 
BCA,  BDA  {fig.  ï),  les  droites  OA,  OA'  {fig.  a)  représentent  l'arête  (OA,  oK) 
{fig.  i);  portant  sur  ces  droites  la  longueur  ol{^fiQ.  i)  de  O  en  /  {fig.  a),  et  de 
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O  en  /',  les  points  /,  /'  [Ji§.  a)  correspondent  au  point  unique  (L,  /)  (/%.  i)  de 
la  courbe  d'intersection  du  cône  et  du  plan.    . 

Achevant  la  circonférence  du  rayon  OB ,  [Jîg.  a  ) ,  la  courbe  /P/  se  répétera 
une  infinité  de  fois  sur  le  plan  de  développement  autour  du  point  O,  à  moins 
que  l'arc  ABA',  ne  soit  une  partie  aliquote  de  la  circonférence  à  laquelle  cet  arc 
appartient.  Dans  ce  dernier  cas  ^  la  Courbe  fermée  résultant  de  l'intersection  du 
cône  par  un  plain,  aura  pour  transformée  une  autre  courbe  aussi  fermée;  mais 
en  général ,  la  tranf  ormée  fera  une  infinité  de  révolutions  autour  du  point  O. 

La  portion  /P/'  de  la  transformée  suffit  pour  tracer,  sur  le  cône,  l'intersection 
de  ce  cône  par  le  plan  (EEg"  {fig*  i  )•  Ayant  décrit  la/^.  a  sur  un  plan  flexible, 
telle  qu'une  feuille  de  carton  ou  de  papier,  on  mettra  la  droite  OB  de  cette 
figure  sur  l'arête  (OB,  oB')  du  cône,  et  on  appliquera  le  plan  de  la  figure  sur  le 
cône  ;  les  points  /  et  t  de  cette  figure  se  réuniront  au  point  (  L ,  /)  (/^.  i  )  du  cône. 

95.  Soit  maintenant  une  droite  quelconque  OH  (y%.  a)  qui  représente  l'arête 
du  cône  (OH,  ^H')  [Jîg.  i);  on  aura  le  point  M  de  la  courbe  /P/  (y%^,  a),  qui  se 
trouve  sur  cette  arête ,  en  construisant  la  longueur  OM  de  la  droite  comprise 
entrele  sommet  (O ,  o)  et  le  point  (M,  m)(jSg.j).  Pour  avoir  la  tangente  ME  menée 
par  le  point  M  {/!g.  a)  à  la  courbe  /P/,  on  remarquera  qu'elle  est  l'hypothénuse 
d'un  triangle  recUngle  MHE,  dont  le  côté  HE  (^.  a)  est  égal  à  HE  (^.  i).  Gç 
triangle  est  situé  dans  le  plan  tangent  au  cône  au  point  (M ,  m)  {fig.  i),  dont  la 
trace  horizontale  est  HE ,  et  les  longueurs  des  côtés  de  ce  triangle,  ainsi  que  les 
dimensions  des  droites  situées  dans  les  plans  tangens  au  cône,  ne  changent  pas 
sur  le  plan  de  développement,  puisque  c'est  sur  ce  plan  que  viennent  s'appli* 
quer  tous  les  plans  tangens. 

96.  Explication  de  la  fig.  a,  /?/.  ii*  Le  développement  da  cône  droit,  <pii  a 
pour  base  le  cercle  ABCD,  et  pour  sommet  le  point  (0 ,  6)  (jd.  1 1) ,  se  Cût  de  la 
même  manière  que  pour  la^^.  a ,  pi,  lo.  La  droite  GR{fig.  a)  représente  l'arête 
du  cône  (OB,  oV)  {Jîg.  i^pL  ii),  et  les  droites  OA,  OA'  correspondent  à  l'arête 
unique  (OA,  oM)  {Jîg.  i).  La  branche  d'hyperbole  (MLS,  Fi)  (/%.  i)  a  poiu* 
transformée  les  deux  portions  de  courbes  Af,  l!%{Jig.  a).  Xa  transformée 
de  la  seconde  branche  (GPG',pg^)  {fig.  i)  de  l'hyperbole,  est  {fig.  a)  la  courbe 

97.  On  rapporte  sur  le  plan  de  développement  ks  asymptotes  de  l'hyperbole 
(art.  75)  en  les  considérant  comme  des  tangentes  en  des  points  situés  à  Titifini. 
Soient  OM',  OS'  {fig.  a  )  les  droites  qui  représentent  les  arêtes  du  cône  pars^èles 
au  plan  de  l'hyperbole.  Les  perpendiculaires  WTN,  ST  {fig.  a  )  aux  extrémités  de$ 
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rayons  ÔM',  OS^,  étant  respectivement  égales  aux  droites  M'N,  S'T  {Jig.  j ,  pL  1 1  ) , 
terminées  aux  points  N,  T  des  droites  projections  horizontales  des  asymptotes,  les 
parallèles  NN',  TT  {fig.  i  )  aux  rayons  OM',  OS'  seront  les  transformées  des 
asymptotes,  qui  deviennent  elles-mêmes  les  asymptotes  de  la  transformée  de 
Thyperbole.  Cette  transformée  est  une  courbe  formée  de  trois  branches  sépa- 
rées tUL ,  /'S,  G/KÎ'.  Les  deux  droites  NN',  TT  sont  asymptotes  de  la  branche  G/iG', 
et  chacune  d'elles  n'est  asymptote  que  d'une  seule  des  autres  branches  /M ,  /'S. 

Troisième  Exemple  de  développement  de  surface,  —  Développement  du  cjlindre 

oblique.  (PLia,  fig.  a.) 

98.  Lorsque  le  cylindre  à  développer  est  oblique,  on  doit  d'abord  construire 
sa  section  droite  (art.  90),  c'est-à-dire  rintersection  de  ce  cylindre  par  un  plan 
perpendiculaire  à  ses  arêtes.  Soit  (HTQ,  fuq)  (PL  iix,Jig.  i  ),  la  section  droite 
du  cylindre  elliptique ,  qui  a  pour  base  sur  le  plan  horizontal  l'ellipse  ABCD  ; 
ayant  divisé  cette  ellipse  en  arcs  qui  sous-tendent  des  cordes  égales,  les  arêtes  du 
cylindre  menées  par  les  points  de  division,  rencontrent  la  section  droite  ou 
Varc  droit  en  des  points  qui  sont  connus,  et  qu'on  peut  rapporter  sur  la  droite , 
transformée  de  l'arc  droit;  ce  qui  détermine  sur  le  plan  de  développement  la 
position  respective  des  arêtes  du  cylindre ,  dont  on  a  les  projections  horizontale 
et  verticale. 

Soit  z;if  (/%*.  a  )  la  droite  qui  est  sur  le  plan  de  développement ,  la  transformée 
de  l'arc  droit  qu'on  prend  pour  axe  de  développement,  et  lu  {Jig.  %)  l'arête 
du  cylindre  (ET,  £V)  {Jig.  i );  la  pwtion  ILe  {fig.  a)  de  cette  arête ^  comprise 
entre  l'arc  droit  et  la  base,  a  pour  projections  {Jig  i  )  les  droites  £T,  £V. 
Déduisant  de  ces  deux  projections  sa  longueur  vraie,  et  portant  cette  lon- 
gueur sur  ^£,  le  point  £  sur  le  plan  de  développement  (^fig.  a)  appartiendra  à 
la  courbe  U£ZZ',  transformée  de  l'ellipse  ABCD  {^g.  i).  On  construirait  de 
la  même  manière  tout  autre  point  d'une  ligue  quelconque  du  cylindre,  qui 
se  trouverait  sur  l'arête  (£T,  £7). 

99*  Pour  trouver  la  longueur  vraie  d*une  arête  du  cylindre  qui  a  pour  pro- 
jections CH,  C'A,  on  décrit  d^  point  H,  comme  centre,  un  arc  de  cercle  C^ 
qui  coupe  la  paoraUèle  H^  à  XY  au  point  ^«  Abaissant  les  perpendiculaires 
Iffi'^r  ^^  ^^^  ^Y,  le  pied  ^  delà  seconde  perpendiculaire  détermine  le  triangle 
rectangk  ^ffA,  dont  l'hypochénuse  Af  est  la  lenguetir  vraie  de  l'arête  (CH,  Ch). 
On  olilieDdraitphn  directement  les  longueurs  des  arêtes  du  cylindre  en  se  servant 
d'une  nouvelle  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  au  plan  coupant,  et 
parallèle  à  la  gânérâtrice  du  cylindre.  Soit  0#  {fig.  i  ),  la  trace  horizontale  de 
ce  plan  ;  en  le  faisant  tourner  sur  sa  trade  comme  charnière  ,  et  l'appliquant 


l 


53  Cl5oi»iTRIE     DESCniPTlVK, 

6iir  le  plan  horizontal ,  on  aura  lay%.  i  a^  dans  laquelle  les  arêtes  Ui/,  Zz  sont 
rencontrées  à  cingle  droit  par  la  droite  Vzu  du  plan  coupant,  aux  points  Uj  z, 
dont  les  projections  horizontales  sont  U',  Z'. 

Soient  Vu ,  Zz  ou  ZV ,  les  droites  {^fig.  a  )  qui  représentent  les  arêtes  du 
cylindre  situées  dans  le  plan  vertical  0(»  (Jig.  i),  on  aura  les  points  U  et  Z 
{fig.  a)  de  la  transformée  de  l'ellipse  ABCD  {Jîg.  i  )  en  faisant  Uu  (Jîg.  a)=Ui£ 
(%.  I  d)^  Zz  ou  ZV  {Jtg.  a)  =  Zz  (/%.  i  a).  On  aurait  de  même  le  point  E  déjà 
construit ,  en  faisant  E^  (/%*.  a)  =  €'e  (/%•  i  a)^ 

De  la  tangente  a  la  transformée  de  la  base  du  cylindre  oblique,  , 

loo.  Ayant  construit  le  point  E  de  la  transformée  Z'UZ  (pi.  l'x^fig.  a)  de  l'arc 

droit  du  cylindre  oblique,  on  obtiendra  la  tangente  en  un  point  quelconque  E 

de  cette  transformée,  en  portant  la  tangente  LÔ  de  l'arc  droit  H"U"Q"  (pi.  la, 

fig.\\  sur  la  droite  zz  {fig.  a)  de  e  en  6;  la  droite  E6  {Jîg.  a)  est  la  tans^entç 

de  la  transformée  ZZ'U  au  point  E  de  cette  courbe. 


§    III.    DES    SURFACES    DE    RÉVOLUTION    COUPÉES    PAR    UN    PLAIT. 

I  o  I .  Deux  séries  de  plans ,  les  uns  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution , 
les  autres  passant  par  cet  axe ,  coupent  la  surface  de  révolution ,  suivant  des 
cercles  ou  des  méridiens.  Chacun  de  ces  plans  rencontre  le  plan  donné  qui 
coupe  la  surface,  suivant  une  droite; le  point,  ou  les  points  dans  lesquels  cette 
droite  coupe  le  cercle  ou  la  section  méridienne ,  contenu  dans  le  même  plan 
que  la  droite ,  appartiennent  à  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  de  révolu- 
tion et  du  plani  donné. 

Premier  Exemple.  —  Intersection  d*un  ellipsoïde  de  réçoludon  par  un  plan, 

(PI.  i3,  fig.  I.) 

loa.  On  suppose  que  l'axe  de  révolution  est  vertical,  et  que  le  plan  vertical 
de  projections  est  perpendiculaire  au  plan  coupant. 

Soit  (O,  Oo)  l'axe  de  révolution  ;  L/n,  mn^  les  deux  traces  du  plan  coupant  ; 
un  plan  méridien  AOB  parallèle  au  plan  vertical  de  projections ,  contient  l'ellipse 
méridienne  abef^  qui  a  pour  axes  principaux  les  droites  rectangulaires  ab^  ef. 
Cette  ellipse ,  en  tournant  autour  de  son  grand  axe  ef  engendre  V ellipsoïde  de 
révolution. 

•Le  plus  grand  cercle  de  cette  surface  a  pour  diamètre  ab ,  et  se  projette  sur 
^  plan  horizontal,  suivant  un  cercle  ÂBCD  de  même  diamètre. 
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ÏA  trace  horizontale  hm  du  plan  coupant  étant  perpendiculaire  à  Tiatersec- 
tionXYdes  plans  de  projections ,  la  trace  verticale  mn  contient  évidemment 
la  projection  verticale  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  de  révolution  et 
du  plan  donné  (hmn.) 

Pour  trouver  un  point  de  la  projection  horizontale  de  ceîte  intersection,  on 
imaginera  un  plan  s/  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution  ;  ce  plan  coupera  le 
plan  donné  suivant  une  horizontale  (RR',  r),  et  la  surface  suivant  un  cercle  du 
diamètre  ss\  qui  se  projette  sur  le  plan  horizontal  suivant  un  autre  cercle  RR'S 
de  même  diamètre.  Ce  dernier  cercle  et  la  droite  RR'  se  coupent  aux  points  R ,  R' 
qui  appartiennent  à  la  projection  horizontale  RR'UZ  de  la  courbe  d'intersection 
de  Tellipsoîde  de  révolution  par  le  plan  donné  (Lmn). 

io3.  On  aurait  cette  courbe  dans  son  plan  (Jig.J  a)^  en  faisant  tourner  chacun 
de  ses  points  autour  de  la  trace  mn  comme  charnière.  Un  point  tel  que  (R,  r) 
décrit  un  cercle  d'un  rayon  égal  à  la  distance  R/  du  point  R  à  la  droite  XY  ; 
portant  cette  distance  (jîg.  i  «  )  de  r  en  p  sur  la  perpendiculaire  ^  à  la  trace  mn, 
le  point  p  appartient  à  la  courbe  développée  sur  son  plan. 

Le  plan  méridien  ÂR  parallèle  au  plan  vertical  de  projections,  rencontre  le 
plan  (Lmn) ,  suivant  une  droite  qui  passe  par  le  point  I  de  la  trace  Lm  de  ce  der- 
nier plan.  Portant  m\  en  mV  sur  la  perpendiculaire  à  la  trace  mn ,  et  menant 
par  le  point  Y  la  parallèle  Vn  {Jig.  i  a)  hmn,  cette  parallèle  divisera  en  parties 
égales  les  ordonnées  telles  que  pp',  perpendiculaires  à  la  trace  mn;  en  sorte  qu'on 
aura  np = nf'  =  NR = WR'.. 

104.  En  considérant  sur  la  surface  de  révolution  le  second  système  de  lignes, 
c'est-à-dire  les  courbes  méridiennes,  les  points  de  rencontre  de  ces  <:ourbes 
avec  le  plan  donné,  appartiendront  à  l'intersection  de  la  surface  et  du  plan. 

Soit  OP  la  trace  horizontale  d'un  plan  méridien  qui  coupe  le  plan  donné 
(L/w/z)  suivant  une  droite  (PO,  mn)j  et  la  surface  de  révolution  suivant  une 
courbe  méridienne  égale  à  àâ/è.  Pour  construire  le  point  d'intersection  de  cette 
courbe  et  de  la  droite  (PO,  mn),  on  tait  tourner  le  méridien  OP  autour  de 
Taxe  de  révolution,  et  on  amène  le  point  P  ien  P  sur  le  diamètre  AB  prolongé. 
Le  point  F  se  projette  sur  le  plan  vertical  en  p;  l'axe  de  révolution  rencontre 
le  plan  donné  (Lmn)  au  point  k;  tirant  la  droite  pk  qui  coupe  la  section  méri- 
dienne ab/è  aux  points  /,  u^  les  distances  y^,  u^  de  ces  points  à  l'axe  ç/Ç  rapportées 
sus  la  droite  OP  de  O  en  R  et  de  O  en  U,  détermineront  les  points  R  et  U  de  la 
projection  horizontale  RR'UZ  de  la  ligne  d'intersection  demandée.  . 
s  La' circonférence  décrite  du  point  O  comme  centre,  avec  OP  pour  rayon, 

rencontre  la  trace  Lm  aux  points  P  et  Qi  tirant  la  droite  O  Q ,  et  la  considéranjt 

8 


58  GJÉOMÉTRIE     DESCRIPTIVE. 

comme  la  trace  d*un  autre  plan  méridien  OQ,  on  aura  deux  nouveaux  point» 
de  la  projection  RRTJZ ,  en  faisant  OR'  =  OR  ^  «t  OZ = OU. 

De  la  tangente  à  la  courbe   tP intersection   d*une  surface  de   révolution  par 

un  pkou 


io5.  Leplan  tangent  à  la  surface  de  révolution,  mené  par  le  point  donné 
d'une  ligne  de  cette  surface,  rencontre  le  plan  coupant  suivant  une  droite,  qui 
est  une  tangente  de  la  courbe  ti'intersection. 

Soit  (R,  r)  un  point  quelconque  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sur&ce  par 
un  plan  ;  le  plan  tangent  en  ce  point  passe  par  les  tangentes  à  la  courbe  niéri<- 
dienne  et  au  cercle ,  qui  se  coupent  à  angle  droit  en  ce  même  point  ;  mais  les 
tangentes  aux  courbes  méridiennes ,  menées  par  les  points  du  cercle  du  dia* 
mètre  ss\  qui  passe  par  le  point  donné  (R,  0^  forment  un  cône  droit  qui  est 
coupé  par  le  plan  horizontal  XY  de  projections ,  suivant  le  cercle  du  rayon. 
0G==0'^;  d'où  il  suit  que  la  tangente  à  la  courbe  méridienne  au  point  (R,  r)  de 
cette  courbe,  rencontre  leplan  horizontal  XY  au  point  G.  D'ailleurs  (art  19),  la 
trace  horizontale  GH  du  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  la  trace  ORP  du  plan 
méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact  (R,r);  menant  cette  pëipendiculaire  ^ 
elle  rencontre  la  trace  horizontale  L/71  du  plan  donné ,  au  point  H  qui  détermine 
la  tangente  HR.  Portant  mH  en  mS  (/%.  1  a),  la  droite  H'p  est  la  tangente  à  la 
courbe  de  l'ellipsoïde ,  rapportée  sur  le  plan  de  cette  courbe  (/%•  i  a). 

Deuxième  Exemple  de  r  intersection  d'une  surface  de  réi/olution  par  un  plan.  —  De 
rintersection  du  tore^  ou  de  la  surface  annulaire  par  un  plan.  (Pi.  14.) 

T  06.  On  appelle  tore^  ou  surÊice  annulaire ,  la  surface  engendrée  par  un  cercle  ^ 
qui  tourne  autour  d'une  droite  située  dans  le  plan  du  cercle*  Cette  droite  est 
l'axe  de  révolution;  on  la  suppose  verticale ^sur  la  figure  de  la  je?/.  14,  que  nous 
allons  expliquer. 

Soit  (A,  aa')  l'atxe  de  révolution ,  qui  e^t  donné  dans  le  plan  vertical.AEF  du 
cetcle  ^^ç^'dont  la  projedtion  horizontale  est  la  droite  £F;  ce  cercle  a  son 
centre  en  G  sur  le  jilan  horizontal  de  projections,  et  pour  diamètre  la  droite 
(EF,  éf).  On  suppose  que  le  tore  est  coupé  par  un  plan  vertical  GEH  perpen* 
diculaire  à  la  droite  M^,  et  passantpar  le  point  (£,  e)  du  cercle  générateur;  la 
tourbe  d'intersection  a  pour  projection  horizontale  la  droite  GH.  Pourdéve-» 
lôpper  cette  courbe 'dan«  son^ilan,  on  fait  tourner  le  plan  vertical  GH  autour 
de  sa  trace  horizontale  GH  comme  charnière.  La  distance  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  à  la  éharnière,  mesuréesur  une  verticale ,  s^abat  sur  une  droite  de 
même  longueur,  perpendiculaire  à  EG. . 
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Ayant  décrit  du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  quelconque  Att, 
nin  cercle  qui  coupe  la  droite  AF  au  point  tt,  la  perpendiculaire  irp  menée  par 
ce  point  à  XY,  rencontre  le  cercle  générateur  du  tore  dd'ef^  aux  points  q,  q'  qui 
sont  les  projections  verticales  des  deux  points  du  tore,  situés  sur  la  verticale  tt. 
Mais  le  cercle  du  tore  qui  a  pour  projection  horizontale  F^P,  rencontre  le  plan 
vertical  GH  aux  points  dont  P  et  F  sont  les  projections  horizontales;  donc  la 
hauteur  de  ce  point  du  tore  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projections ,  sera 
égale  à  pq^  ou  p(^.  Ayant  élevé  la  perpendiculaire  QPQ'  sur  GH ,  on  prend 
PQ — p^ — pq^  et  les  points  Q,  Q'  appartiennent  à  la  courbe  dHntersecttoq  du 
tore  et  du  plan.  Les  points  K ,  K'  de  cette  courbe,  dont  l'ordonnée  verticale  RI 
ou  Kl  est  égale  au  rayon  du  cercle  générateur  du  tore,  appartiennent  au  cercle 
liorizontal  du  rayon  AC,. décrit  par  le  centre  (G,  c)du  cercle  générateur  autour 
de  l'axe  de  révolution.  La  courbe  développée  dans  son  plan  se  compose  de 
deux  branches  égales ,  GKQEÀ'H  et  HAEQU'G,  qui  se  croisent  au  point  double  E, 
{Foy.  'x^ Supplément  à  la  Géométrie  descriptii^e  de  Monge ,  p.  1 1 ,  in-bl'^  année  1 8 1 8). 

r 

107.  La  section  du  tore  que  nous  venons  de  construire,  forme  le  passage  des 
sections  parallèles  à  deux  branches  séparées ,  de  celles  qui  sont  à  une  seule 
branche.  Toutes  les  sections  du  tore  comprises  entre  le  plan  méridien  ZZ'  et  le 
plan  coupant  GH ,  sont  à  deux  branches  séparées.  Toutes  les  sections  comprises 
entre  le  plan  coupant  GH  et  le  plan  tangent  parallèle  mené  par  le  point  F,  n'ont 
qu'une  seule  branche* 

J)e  la  Umgenie  à  la  courbe  d* intersection  du  tore  et  d^ un  plan  parallèle  a  son  axe. 

io8.  GH  étant  la  trace  horizontale  du  plan  coupant^  parallèle  à  l'axe  du  tore^ 
et  P  la  projection  horizontale  d'un  point  de  la  courbe  d'intersection ,  la  hauteur 
de  ce  point  au-dessus  du  plan  horizontal  est  la  droite  PQ  d'une  longueur  égale 
kpq  onp^  ordonnée  verticale  du  cercle  ddef.  Un  plan  méridien  AP  niené  parla 
point  P,  coupe  le  tore  suivant  le  cercle  générateur  égal  à  ddef;  or  la  tangente  à  ce 
cercle  au  point  ^rencontre  l'horizontale  ^^au  point  r;  donc,  si  l'on  porte  la  partie 
àr  de  cette  bodzontale  de  A  en  ^,  la  droite  r^T  perpendiculaire  à  A/,  sera  la  trace  du 
plan  tangent  au  tore,  au  point  Q  du  développement  de  la  courbe  d'intersectionu 
Mais  cette  droite  /T  rencontre  la  trace  GH  du  plan  cpupant  au  point  T  ;  d'où 
il  suit  que  }fl>  droite  menée  par  le  point  T  et  par  le  point  Q  touche  la  courbe 
EQGR'  au  point  Q.  La  droite  TQ'  touche  cette  courbe  au  point  Q';  la  sous^tan^ 
gente  TP  est  la  même  pour  les  deux  points  Q,Q'  de  la  droite  QPQ'« 

Le  plan  tangent  au  point  du  tore  qui  se  projette  en  I  sur  le  plan  horizontal^ 
est  horizontal  ;  d'où  il  suit  que  la  tangente  au  point  K  pu  K'  de  h  courbe  d'in- 
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tersection  du  cône  et  du  plan  GIH,  est  une  droite  horizontale,  intersection  da 
plan  tangent  et  du  plan  coupant  vertical. 

Du  plan  tangent  de  la  seconde  espèce.  {Voyez  art  4i.) 

109.  Le  même  plan  que  nous  venons  de  considérer  comme  plan  coupant,  et 
qui  contient  une  courbe  à  deux  branches  du  tore,  est  aussi  tangent  au  tore , 
non  pas  parce  qu^it  contient  les  deux  tangentes  au  point  double  £  d^une  ligne 
du  tore,  mais  parce  qu^il  ne  diffère  pas  du  plan  qui  serait  déterminé  par  les 
tangentes  à  deux  lignes  distinctes  du  tore,  Tune  le  cercle  horizontal  du  rayon  A£  y 
l'autre  le  cercle  vertical  du  diamètre  EF. 

Le  plan  vertical  G'FH',  perpendiculaire  à  l'extrémité  F  du  diamètre  DF,  est 
aussi  tangent  au  point  F  du  tore,  puisqu'il  passe  par  les  tangentes  aux  deux 
cercles  qui  se  croisent  à  angle  droit  au  point  de  contact  F;  c'est  un  plan  tangent 
de  la  première  espèce  ;  il  n'a  de  commun  avec  la  surface  que  le  point  de 
contact  E,  qui  est  la  limite  des  sections  parallèles  à  une  seule  branche,  corn* 
prises  entre  les  deux  plans  verticaux  parallèles  GH,  GU'.  L'élément  du  tore  au 
point  E  est  aussi  la  limite  de  ces  mêmes  sections  ;  mais  ce  point  E  appartient 
en  même  temps  à  la  ligne  limite  des  sections  parallèles  qui  ont  deux  branches- 
séparées. 

Troisième  Exemple  d'intersection  d'une  surface  de  res^olution  par  un  plan.  —  Inter- 
section de  rhjberboloide  de  réwlution  par  un  plan.  (  PI.  i5.  ) 

1 10.  On  appelle  hjperboloîde  de  révolution  la  surface  engendrée  par  une  droite- 
mobile  qui  tourne  autour  d'une  droite  fixe.  Un  plan  quelconque,  perpendi- 
culaire à  Taxe  de  révolution,  coupe  la  surface  suivant  un  cercle,  le  plan  dorni^ 
suivant  une  droite,  et  les  points  de  rencontre  du  cercle  et  de  la  droite  appar*- 
tiennent  à  la  courbe  d'intersection  demandée*  . 

Explication  de  la  pi:  1 5.  On  suppose  le  plan  horizontal  de  projections  perpen» 
âiculaire  à  Taxe  de  révolution ,  et  le  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan: 
coupant. 

Soit  XY  l'intersection  des  deux  plans  de  projection;  (A,  aèa')  la  droite^ 
fixe  ou  Faxe  de  révolution;  (BC,  fc)  la  droite  mobile  dans  la  position  où  elle  est 
parallèle  au  plan  vertical  de  projections.  La  perpendiculaire  à  ces  deux  droites 
(art.  36)  est  une  horizontale  AB,  qui  se  projette  sur  le  plan  vertical  au  point  h 
de  la  droijte  ab.  Le  pied  (  B,  b)  de  cette  perpendiculaire  sur  la  droite  (CB,  cb)  y 
décrit  en  tonrnant  autour  de  la  droite  fixe,  le  cercle  (BB'DF,  ebf)j  qui  est- lé 
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plus  petit  de  la  surface ,  et  qu*on  nomme  par  cette  raison  cercle  de  gorge.  Les 
autres  cercles  ont  pour  rayons ,  les  perpendiculaires  abaissées  dés  points  de  la- 
droite  donnée  (CB,  c^)  prolongée  indéfiniment,  sur  l'axe  de  révolution  :  ils 
forment  deux  nappes,  dont  chacune  a  la  figure  d'un  entonnoir,  et  qui  sont  tan- 
gentes l'une  à  l'autre ,  suivant  le  petit  cercle  de  gorge. 

Si  l'on  conçoit  parce  petit  cercle  un  cylindre  droit  vertical,  la  droite  géné- 
ratrice de  l'hyperboloïde  qui  est  donnée  dans  un  plan  tangent  à  ce  cylindre, 
et  qui  tourne  autour  de  la  droite  fixe,  passe  successivement  dans  tous  les  plans 
tangens  au  même  cylindre  ;  or  par  un  point  quelconque  de  rhyperboloïde ,  on 
peut  mener  (art.  5o)  deux  de  ces  plans,  dont  chacun  contient  la  droite  généra- 
trice; donc,  il  n'y  a  aucun  point  de  la  surface  qui  rie  soit  l'intersection  de  deux 
droites  appartenant  à  cette  surface.  Ainsi  le  plan  vertical  CD,  parallèle  au  plan 
vertical  de  projections,  contient  deux  droites  de  la  surface  qui  se  croisent  au 
point  (B,  h)  ;  elles  font  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  ;  l'une  rencontre 
le  plan  horizontal  au  point  C,  et  l'autre  au  point  D;  la  distance  CD  de  ces  deux 
points,  et  les  deux  droites  de  la  surface,  forment  un  triangle  isocèle  égal  au 
triangle  cbd  donné  sur  le  plan  vertical  de  projections.  Chacune  des  droites 
(BC,  bc)j  (BD,  bd)  est  irae  génératrice  de  la  surface.  En  marquant  par  des  fils 
leurs  positions  successives,  on  obtient  deux  systèmes  de  droites  qui  divisent  la 
surface  en  petits  quadrilatères  ;  les  droites  d'un  système  ne  se  rencontrent  pas 
entre  elles,  mais  elles  sont  toutes  rencontrées  par  une  droite  quelconque  de 
l'autre  système.  Les  droites  de  l'un  et  l'autre  système  sont  également  inclinées 
par  rapport  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution;  l'angle  qu'elles  font 
avec  ce  plan  est  constant. 

Ainsi  la  surface  que  nous  considérons,  ne  jouit  pas  seulement  de  la  propriété 
générale  de  toutes  les  surfaces  de  révolution ,  d'être  coupées  par  des  plans  per- 
pendiculaires à  l'axe  de  révolution  suivant  des  cercles,  mais  elle  peut  encore 
être  engendrée  par  une  droite  de  deux  manières  différentes  ;  d'où  il  suit  qu'un 
point  quelconque  de  l'intersection  de  la  surface  et  du  plan ,  résulte  de  l'intersec- 
lion  d'tm  cercle  ou  d'une  ligne  droite  par  le  plan  donné. 

I  i  I.  Soit  le  cercle  du  rayon  AU,  situé  dans  un  plan  horizontal  quelconque  gu'^ 
qui  rencontre  la  droite  génératrice  (BC ,  bc)  au  point  (U,  w);  ce  plan  coupe  le 
plan  donné  (NOp)  suivant  l'horizontale  (GG',  g)\  cette  horizontale  et  le  cercle 
du  rayon  AU  se  rencontrent  aux  points  (G,  ^)  (^^  g"))  qui  appartiennent  à  la 
combe  d'intersection  de  la  sur£aice  et  du  plan  donné  (NO/7). 

Toutes  les  difoites  de  la  surfece  se  projettent  sur  le  plan  horizontal  suivant 
des  tangentes  au  petit  cerde  du  rayon  AB.  Soit  G^  l'une  de  ces  tangentes,  qui 
toiiche  le  cercle  au  point  /3,  et  qui  coiipe  en  H  le  cercle  du  rayon  AC  ou  AD 
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que  le  point  C  de  la  droite  génératrice  décrit  sur  le  plan  horizontal  -de  piojec* 
tions;  la  droite  de  la  surface  (H/3,  H'/3')  est  coupée  par  le  plan  donné  (NC^)  an 
point  (  G,  ^)  déjit  trouvé.  Si  Ton  mène  par  le  point  G  »  la  tangente  G7  au  cercle 
du  rayon  ÂB,  qui  touche  ce  cercle  au  point  7^ ,  et  coupe  le  cercle  du  rayon  AC 
au  point  4  ?  <>ï^  ^^^^  ^^^  nouvelle  droite  de  la  surface  (  4^5  4'7'  )  V^  passe 
encore  par  le  point  (G,  ^)  de  la  section  plane  de  la  surface.  Les  deux  droites 
de  la  surface  (HG/3,  H'g^^'),  (4^7»  4'é7')>  passent  par  les  points  OStjS),  {y^y) 
du  cercle  de  gorge  (BB'EF,  e^.) 

lia.  Un  cercle  ou  une  droite  de  la  surface  étant  donnée,  on  .vient  de  cons-^ 
truire  le  point  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  par  un  plan ,  qui  se 
trouve  sur  l'une  ou  l'autre  de  ces  lignes,  et  les  deus:  projections  de  ce  point 
déterminent  le  plan  méridien  qui  le  contient.  Mais  on. pourrait  proposer  de 
résoudre  le  problème  inverse  :  Étanl  (fonné  un  plan  méridien^  trower  le  point  de, 
la  courbe  situé  dans  ce  plan  ?  Soit  AGQ  la  trace  horizontale  donnée  d'un  plaa 
méridien;  on  demande  le  point  (G,  g)  de  )a  section  située  dans  ce  plan. 

Solution.  Le  plan  méridien  AGQ  est  coupé  par  le  plan  <lonné  (NO/?) ,  suivah't 
une  droite  qui  rencontre  l'axe  de  révolution  au  point  (A,  a).  On  regardç  cette 
droite  comme  la  génératrice  d'u^  cône  droit  qui  a  pour  sommet  le  point  (A,  a), 
et  pour  base  sur  le  plan  horizontal  de  projections,  le  cercle  d'un  rayon  AQ, 
dont  l'extrémité  Q  est  déterminée  par  la  rencontre  des  deux  traces  AQ ,  ON^ 
La  droite  génératrice  de  l'hyperboloîde  de  révolution  (CB ,  cb  )  rencontre  le 
cône  droit  en  deux  points,  dont  on  construit  les  projections  horizontales  U  et  Z. 
Décrivant  du  point  A  comme  centre  avec  les  rayons  AU^  AZ,  des  cercles  qui 
coupent  la  trace  donnée  AG  du  plan  méridien ,  aux  points  G  et  Z',  ces  points 
appartiennent  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection  de  Fhyper- 
bûloïde  par  le  plan  (NC^), 

1 1 3.  Pour  trouver  les  points  d'intersection  d^un  cône  droit  et  d*une  droite,  on 
mène  par  le  sommet  du  cône  une  parallèle  à  la  droite  donnée  ;  par  cette  droite 
et  sa  parallèle ,  on  conduit  un  plan  qui  coupe  le  cercle  base  du  cône  en  deux 
points  j  les  arêtes  du  pôue  ^nenées  par  ces  points  ^  coupent  la  droite  donnée  aux 
points  demandés* 

Par  le  sommet  (A,  a)  du  cône  droite  on  a  mené  la  parallèle  (  Af  9  m')  à  la 
droite  génératrice  (CB,  cb)\  le  plan  conduit  par  cette  droite  et  sa  parallèle 
coupe  \t  plan  horizontal  suivant  la  droite  RS,  qui  rencontre  le  cercle  du 
rayon  AQ,  base  du  <^ône  droit ,  ai^x  points  R  et  S.  Les  arêtes  du  cône  qui  passent 
|[>ar  ces  points ,  coupent  la  droite  (CB ,  cby,  aux  pcrnits  dont  U  et  Z  $ont  les  {mi- 
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jectkmft  horizontales.  Taisant  tourner  cette  «droite  autour  de  Taxe  (  A  »  d^'  ) ,  les 
deux  poiuts  qui  se  piojettmt  sur  k  plaa  horùfiontal  en  U  et  Z,  décrivent  des 
cercles  de  la  sur&ce  qui  rencontrent  nécessairemeni:  la  droite  du  plan  coupant  ^ 
située  dans  le  plan  méridien  donné  ÀGQ ,  aux  points  dont  G  et  II  sont  les  pro« 
jections  horizontales. 

Les  cercles  décrits  autour  de  Taxe  (Â,  aV)^  par  les  points  (U,  «),  (Z,  z) 
de  la  droite  génératrice  (CB,  c^),  se  projettent  sur  le  plan  vertical  »  respecti- 
vement suivant  les  horizontales  menées  par  les  points  h  et  z.  Les  mêmes  hori- 
zontales contiennent  les  projections  verticales  •g^  z'des  points  de  la  6uxiace«  dont 
G  et  11  sont  les  projections  hori»>ntales. 

1 1 4*  La  •ctrconféreifece  Axx  rayon  AQ  rencontre  la  tisiee  KO  du  plan  coupant 
aux  points Q  et  Q\  lûtnés  dans  les  deux  {ribns  méridiens  AQ,  AQ'.  En  portant 
sur  AQ'  les  droites  opposées  Af ,  AZ%  re^ctivement  égales  aia  droites  AG,  AZ't 
les  points  ip  et  Z"  appartiennent ,  4M>mBie  les  points  G  et  11  y  à  la  pregection  hori* 
zontale  de  Tînterseotion  de  lliy|>eii>oloîde  par  le  plan  donné  (NO/?). 

On  trouvera  de  la  même  inanière  les  points  I  et  J  de  cette  projection^  situés 
sur  le  méridien  AN  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  ON  du  plan  coupant. 
TjCS  opérations  semblables  aux  précédentes  sont  tracées  sur  l'épure. 

Des  tangentes  a  la  courbe  â^ intersection  cTune  hjperholoîde  de  réi^elution  par  tut 
plan.  —  Nouvel  Exeniple  d'un  plan  tangent  de  la  seconde  espèce.  (  PL  1 5.  ) 

1 1 5.  Un  point  quelconque  de  rhyperbok)ide  de  révolution  est  rinleraectioii 
de  deux  lignes  droites  etd'un  cercle  qui  se  croisent  en  ce  point.  Le  plan  tangent 
au  même  point  oonlient  les  deux  droites  etla  tangente  au  cercle  ;  de  ces  trois 
droites,  deux  seulement  sont  nécessaires  pour  déterminer  le  plan  tangent. 

^^^  {^tg)  un  point  de  Thyperboloide  de  révolution;  les  .droites  de  la 
sur&ce  qui  se  oroisent'Cn  ce  point,  rencontrent  le  plan  ^horizontal  aux  points 
H  et  4  ;  par  conséquent  la  >drorte  H  4  est  la  teace  horizontale  du  plan  tangent. 
Lie  plan  méridien  du  point  (G,  g")  étant  vertical ,  le  plan  .tangent  en  ce  point 
lui  est^perpendiculaire  (art  56);  d'où  il  suit.que  ces/deux  plans  sont  coupés  par 
le  plan  horizontal  deiprojections,  suivant  deux  droites  AG,  H4fperpendiaulaireg 
entre  elles.  En^effet,  dans  le  triangle'GH4^  -foirmé  par  les  tangentes  au  cercle 
du  rayon  iVB,  menées  par  le  point  G,  les  côtés iGkH,  G4.Mnt  égaux,  et  forment 
avec  la  trace  AG  du  plan  méridien  des  angles  égaux;  le  .côté  h4  est  donc  per- 
pendiculaire à  AG.  Cette  ccuistruction  i&it  voir  que  le  plan  tangent  en  (  G,  g) 
e&ten  même  tenips  sécant  en  tout  autre  ;point  des  deux  droites  de  la  «ur&ce 
par  lesquelles  ilpasse ,  puisque  sa  trace  sur  le  plan  hotrizontal  est  une  corde  h4 
d'un  cerde  appartenant  à  la  surface. 
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1 16.  La  trace  horizontale  4h  du  plan  tangent  étant  prolongée ,  elle  rencontre 
I^  trace  NO  du  plan  coupant  ÇSOp) ,  au  point  T  qui  appartient  à  la  tangente  de  la 
courbe  d'intersection  de  Thyperboloide  de  révolution  et  du  plan  donné  :  d'où 
il  suit  que  la  droite  TG  est  la  projection  horizontale  de  cette  tangente  ;  0^ 
sera  une  autre  tangente  au  point  ^  de  la  courbe  GI^Z'JZ'\  si  l'on  prend  sur  la 
trace  horizontale  NO  du  plan  coupant,  la  droite  Nï=NÔ,  et  sur  la  perpendi- 
culaire Gp  à  la  droite  AN,  G<p'=^'ç* 

117.  Ayant  construit  la  projection  horizontale  IGZ^'JZ'^I  de  l'intersection  de 
l'hyperboloïde  par  le  plan  donné  (NOp),  on  l'obtiendra  dans  son  plan  (^.  i  a\ 
en  faisant  tourner  ce  plan  autour  de  sa  trace  verticale  Op  (Jig.  i  ).  Après  ce 
mouvement,  un  point  tel  que  {Gyg)  de  la  section  s'abat  sur  le  plan  vertical  de 
projections  eng  (Jig.  i  «),  la  distance  ggf  à  la  charnière  Op  étant  égale  à  GG' 
^g.  I  ).  On  construit  la  tangente  au  point  ^  {Jig.  i  a),  en  portant  la  droite  OT 
{fig.  i)  en  OT  {Jig.  i  ^)  sur  la  perpendiculaire  ON'  à  Op;  la  droite  menée  par 
les  points  T,^'  est  la  tangente.  Les  points  (I,0>  ('»/>)  ^®  *^  section  deviennent 
sur  son  développement  {/ig.  ï  a)  i'  et/,  situés  sur  la  droite  i'f  menée  paral- 
lèlement à  O/?,  à  la  distance  ON'  =ON. 

J)es  asymptotes  aux  sections  planes  (Tune  hyperboloîde  de  révolution. 

118.  On  démontre  par  l'algèbre  que  les  sections  de  l'hyperboloïde  de  révo- 
iution  sont,  comme  les  sections  du  cône  droit  (art.  73),  ou  des  ellipses,  ou  des 
hyperboles,  ou  des  paraboles.  Dans  l'exemple  précédent,  la  section  est  une 
ellipse,  dont  la  projection  horizontale  est  une  autre  ellipse.  Il  est  évident  qu'elle 
ne  peut  s'étendre  à  l'infini,  que  lorsqu'une  ou  plusieurs  droites  de  l'hyperbo- 
loïde sont  parallèles  au  plan  coupant.  Il  y  a  un  moyen  très-simple  de  recon- 
noitre  s'il  y  a  sur  une  hyperbojoïde  de  révolution,  une  droite  parallèle  à  un  plan 
clonné.  Il  consiste  à  maier  par  un  point  pris  à  volonté  sur  l'axe  de  révolution , 
une  droite  parallèle  à  la  droite  génératrice  de  Thyperboloïde ,  considérée  dans 
une  position  quelconque.  Cette  parallèle,  en  tournant  autour  de  Taxe,  engen- 
drera un  cône  droit,  tel  que  chacune  de  ses  arêtes  sera  parallèle  à  une  droite 
de  rhyperboloïde,  et  réciproquement  toute  droite  de  l'hyperboloïde  aura  sa 
parallèle  sur  le  cône  droit.  Mais  en  menant  par  le  sommet  de  oecône  un  plan 
parallèle  à  un  plan  donné ,  il  peut  arriver  que  ce  plan  parallèle  soit  tangent  au 
cône,  ou  sécant  suivajit  deux  arêtes,  ou  enfin  qu'il  n'ait  de  commun  avec  le 
cône  que  le  sommet.  Suivant  que  l'un  de  ces  trois  cas  aura  lieu ,  la  section  de 
l'hyperboloïde  de  révolution  sera  une  parabole,  ou  une  hyperbole,  ou  une  ellipse. 
Cela  est  évident  pour  l'ellipse;  le  plan  coupant  n'étant  pour  ce  cas,  parallèle  à 
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aucune  des  droites  de  Fhyperboloïde ,  la  courbe  d'intersection  est  nécessaire- 
ment fermée.  S'il  y  a  sur  le  cône  droit  des  arêtes  parallèles  au  plan  coupant , 
les  droites  de  Thyperboloide  parallèles  à  ces  arêtes  ^  ne  seront  rencontrées  par 
le  plan  coupant  qu'à  l'infini  ;  les  tangentes  aux  points  de  la  section  situés  sur 
ces  droites,  sont  les  asymptotes.. 

119.  Le  plan  tangent  en  un  point  de  l'hyperboloïde  de  révolution,  est  déter* 
miné  (art.  56  et  1 15)  par  les  deux  conditions  de  passer  par  une  droite  de  la 
sur£ace,  et  d'être  perpendiculaire  au  plan  méridien  du  point  de  contact  Mais 
lorsque  le  point  de  contact  est  à  l'infini  sur  une  droite  donnée  de  la  surface, 
le  plan  méridien  de  ce  point  est  nécessairement  parallèle  à  cette  droite  ;  donc 
mi  plan  mené  par  la  droite  donnée,  perpendiculairement  au  plan  miéridiejQ  qui 
lui  est  parallèle,  est  le  plan  tangent  au  point  situé  à  l'infini  sur  cette  droite  ; 
l'intersection  de  ce  plan  tangent  et  du  plan  de  la  section,  est  \ asymptote. 

Dans  le  cas  où  la  section  est  une  hyperbole,  il  y  a  sur  l'hyperboloïde  de  révolu- 
tion, deux  droites  parallèles  au  plan  coupant,  qui  déterminent  deux  plans  tan- 
gens  pour  les  points  de  ces  droites  situés  à  l'infini  ;  les  droites  intersections 
de  ces  plans  et  du  plan  de  la  section ,  sont  les  asymptotes.  Daite  le  cas  de 
là  parabole  y  le  plan  tangent  au  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite  parallèle  au 
plan  coupant,  est  parallèle  à  ce  dernier  plan,,  et  la  section  n'a  pas  ôl  asymptote. 
Pour  démontrer  le  parallélisme  de  ces  deux  plans,  nous  ferons  remarquer  que 
les  méridiens  des  points  de  contact,  situés  à  l'infini,  passent  par  les  arêtes  du 
cône  droit ,  parallèles  aux  droites  de  l'hyperboloïde ,  auxquelles  ces  points  appar- 
tiennent; mais  par  hypothèse^  dans  le  cas  de  la  parabole,  le  plan  mené  par  le 
sommet  du  cône  droit  parallèlement  au  plan  coupant,  est  tangent  à  ce  ,cône; 
donc  le  plan  méridien  mené  par  l'arête  du  contact  est  perpendiculaire  au  plan 
coupant  :  or  le  plan  tangent  au  point  situé  à  l'infini  passe  par  une  parallèle  k 
.l'arête  de  contact  du  cône,  et  il  est  de  plus  perpendiculaire  au  plan  méridien  de 
cette  arêle;  donc  le  plan  tangent  et  le  pl^n  coupant  passent  par  des  droites  paraU 
lèles,  et  sont  perpendiculaires  au  même  plan  méridien;  d'où  il  suit  qu'ils  sont 
parallèles.  Ce  parallélisme  n'a  pas  lieu  pour  le  cas  de  l'hyperbole ,  parce  que  les 
plans  méridiens'  des  points  de  contact  situés  à  l'infini,  étant  normaux  au  cône 
droit,  ils  sont  nécessairemept  inclinés  par  rapport  au  plan  coupant,  dont  le 
parallèle  mené  par  le  sommet  du  cône ,  coupe  ce  cône  suivant  deux  arêtes. 


i. 


I 
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§   IV.   PES  nVTERSECTiaKS  DE  SURFACES  RÉGLÉES  PAR  UK  PLAN,   ET  DES  TAlfGEJfTES^ 

AUX  COURBES  D^mtERSECTIOlC. 

« 

lao.  Une  surface  réglée  est  définie  (art.  47)  lorsque,  pour  chacun  de  ses 
points ,  on  peut  assigner  la  position  de  la  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  les  trois- 
courbe^  directrices.  Un  plan  étant  donné,  une  droite  quelconque  de  la  surface 
est  coupée  par  ce  plan  en  un  point  qui  appartient  a  la  courbe  d'intersection  de 
la  sur&ce  et  du  plan  :  or  on  sait  comment  (art.17)  on  construit  le  point  de 
rencontre  d'une  droite  et  d'un  plan  donnés  de  position;  par  conséquent  on* 
trouvera  tant  de  points  qu'on  voudra  de  la  courbe  d'intersection  d'une  surface 
réglée  et  d'un  plan  ;  mais  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  point  détermîné- 
rés^lte  de  l'intersection  du  "pian  tangent  à  la  sur&ce  au  même  point  et  du  plair 
coupant;  ainsi  la  détermination  de  la  tangente  dépend  de  la  solution  de  ce  pro* 
blême  :  Mener  un  plan  tangent  a  une  surface  réglée  par  un  point  donné  sur  Ur 
surface. 

Il  esc  nécessaire,  pour  résoudre  ce  problème,  de  considérer  la  surface  réglée 
particulière,  qui  a  pour  directrices  de  la  droite  mobile,  trois  droites  fixes  données 
de  position,  et  d'en  Êiire  connaître  les  propriétés  par  rapport  au  plan  tangent.. 

De  la  surface  réglée  élémentaire^  ou  de  l'hyperboloîde  à  une  nappe.  (PI.  16.) 

lai.  Nous  avons  démontré,  dans  nos  Élémens  de  Géométrie  à  trois  dimen^ 
siens  (i),  qu'il  n'y  avait  que  cinq  espèces  de  surfaces  du  second  degré,  dont 
trois  ont  un  centre ,  et  deux  autres  en  sont  dépourvues.  T^es  trois  premières  se 
nomment  ellipsoïde,  hyperbololde  a  une  nappe j  hyperboloide  à  deux  nippes;  leSr 
deux  autres ,  paraboloîde  elliptique  et  parabohide  hyperbolique.  Cette  dernière , 
et  Fhyperboloïde  à  une  nappé,  jouissent  de  la  propriété  d^ètre  engendrées  par 
une  droite  de  deux  manières  différentes;  on  peut  aussi  les  appeler  surfaces 
réglées  du  second  degré,  et  c'est  ainsi  que  nous  les  désignons  Pl.fôetij.   ' 

Étant  donqées  trois  droites  fixes,  on  prend  un  point  quelconque  sur  la  pre* 
mière;  par  ce  point  et  par  la  seconde  droite,  on  mène  un  plan  qui  coupe  la. 
troisième  droite •,^  la  quatrième* droite,  menée  par  le  point  d'intersection  et  par 
le  point  de  la  première  droite ,  s'appuie  sur  les  trois  directrices  fixes.  Cette 
quatrième  droite,  qu'on  mène  successivement  par  tous  les  points  de  là  première, 
est  la  génératrice  de  \ hyperbololde  à  une  nappe.  Cette  surface  a  un  centre,  et  trois 


(i)Uii  Tol.  isk-^*,  partie  anafyUque.  F.  DIdot,  181 
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^xes  principauif  rectangulaires  qui  passent  par  ce  centre^  Ces  trois  axes  sont 
(/?/.i€v;%.i)  les  droites  BB',EAlF  ou  ettf,  et  i^ç. 

Deux  de  ces  axes  sont  aussi  ceux  d'une  ellipse  qui  forme  la  gorge  de  la  sur- 
feice.  Lorsque  ces  âxcs  sont  égaux  (/%•.  a,  pL  i6),  Fellipse  de  gorge  devient  un 
cerclç,  et  ITiyperboloïde  à  une  nappe  ne  diffère  pas  de  l'hypcrboloïde  de  révo- 
lution,  qui  a  été  l'objet  des  articles  (  1 1  o«i  19).  Les  sections  parallèles  des  surfaces 
du  second  degsé  étant  «embiabtes  >  tes  plans  parallèles  à  Teltipse  de  gorge  de  llby- 
perboloide  à  une  nappe,  coupent  cette  surface  suivant  des  ellipses  semblables^ 
dont  les  axes  augmentent  continuellement,  à  mesure  que  leurs  plans  s^élotgnent 
de  Tellipse  de  gorge,  en  sorte  que  la  surface  est  composée  de  deux  parties  égales, 
^ui  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  de  cette  ellipse. 

BB'EF  {fig.  ^'ipl'  ï6)  est  l'ellipse  de  gorge  conà traite  sur  les  axes  BK,  EF.  Le 
plan  mené  par  l'axe  EF,  perpendiculairement  à  celui  de  l'ellipse,  coupe  l'hy-^ 
perboloide  suivant  l'hyperbole  xeyiy  xfjfy  qui  ^  po«t  axes  principaux  la  droite 
€/==r  EF,  et  la  droite  donnée  fi^.  Un  troisième  f^anperpendieulaîre  à  celui  de  la 
gorge ,  qu'on  mènerait  par  l'axe  BB',  couperait  l'hyperboloîde  suivant  une  hyper- 
bole qai  ainrait  pour  axes  principaux  les  droites  BF  et  f^«  Ainsi  les  trois  sections 
principales,  constroites  smr  les  trois  axes  donnés  BF,  EF,  Kp,  qui  se  croisent  an 
centre  À  de  la  sur&ce  du  second  degré ,  sont  pour  l'hyperbi^oîde  à  une  nàppe^ 
une^Uipse  et  deux  hyperboles;  dles  seraient  toutes  trois  ellipses  pourTellip- 
soIde,et  se  réduiraient  à  deux  hyperboles  pour  l'byperbdloîdeàdeux  nappes;  Les 
droites  de  rhyperboloidc  à  une  nappe ,  projetées  sur  les  plans  des  trois  sections 
principales  de  cette  jsurCsce,  sont  tangentes  à  oes  sections* 

De  la  génération  de  n^eràoUnde  à  ime  nappe  par  une  droite  mobile.  (Fig.  i ,  pi.  1 6  ). 

12a.  Toutes  les  sections  planes  de  l'hyperJioIoîde  sont ,  comme  pour  le 

cône  à 'base  circulaire,  des  ellipses,  des  hyperboles  ou  àt&  paraboles;  deux 

systèmes  de  plans  parallèles  le  coupent  suivant  des  cercles  :  tous  les  cercles 

d^un  même  système  ont  leurs  centres  snr  une  droite  qui  passe  par  le  centre  de 

la  aur&ce,  et  qui  est  inclinée  par  rapport  à  leurs  plans.  Deux  plans  (^,  ^y) 

\fig.\)^  parallèles  au  plan  de  l'ellipse  de  gorge  (KB1EF),  coupent  ITïyperboloïde 

suivant  des  ellipses  qui  se  projettent  sur  le  plan  horizontal ,  suivant  une  seule 

ellipse  XYZ27,  semblable  à  l'ellipse  BFEF  et  semblablement  située.  Deux  autres 

plans  menés  par  les  grands  axes  de  ces  ellipses  (XY,  xf).^  (XY,  ^cy)  sous  une 

inclinaison  déterminée,   coupent  ta  surface  suivant  deux  cerdes  égaux  et 

parallèles,  d'on  diamètre  égal  i  la  droite  XY.  Concevcms  que  les  circonférences 

de  ces  deux  cercles  aient  été  divisées  en  un  nombre  pair  d'arcs  égaux ,  à  partir 

^es  points  (X ,  jp)  ,  (X ,  ^)  extrémités  de  leurs  diamètres  parallèles  ;  la  droite 
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menée  du  point  (X,  x}  du  cercle  inférieur  à  un  point  déterminé  du  cercle  supé- 
rieur, déterminera  la  position  de  toutes  les  autres  droites  de  la  surface.  Avan^ 
çant  d'un  arc  sur  le  cercle  inférieur,  on  avancera  pareillement  d'un  arc  égal  sur 
le  cercle  supérieur,  et  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  deux  arcs 
appartiendra  encore  à  la  surface;  mais  du  point  (X,  j;)  du  cercle  inférieur  on 
peut  mener  deux  droites  de  même  longueur  à  deux  points  déterminés  du  cercle 
supérieur,  et  il  est  évident  que  ces  deux  points  à  égales  distances  du  point 
(X,  x)  sont  situés  dans  un  plan  tel  que  ^4'  P^^P^'^^^^"'^^^^  ^  ^^  droite  XY. 

Les  deux  droites ,  en  se  mouvant  suivant  la  même  loi ,  engendrent  la  même 
surface  ;  les  deux  systèmes  de  droites  divisent  cette  surface  en  petits  quadrila- 
tères; une  droite  quelconque  de  l'un  des  systèmes  coupe  toutes  les  droites  de 
l'autre  système.  On  remarquera  que  les  projections  de  ces  droites  sur  le  plan 
horizontal ,  divisent  l'ellipse  XYZZ'  en  arcs  inégaux ,  tels,  que  les  projections  des 
deux  systèmes  de  droites,  passent  par  les  mêmes  points  de  cette  ellipse.  Il  n'est 
pas  nécessaire,  pour  obtenir  cette  division ,  de  connaître  l'inclinaison  du  plan 
du  cercle  par  rapport  au  plan  de  l'ellipse  qui  a  pour  grand  axe  le  diamètre  du 
cercle.  On  décrit  sur  XY, comme  diamètre,  une  demi-circonférence  qu'on  divise 
en  parties  égales  à  partir  de  t'extrémhé  Xde  ce  diamètre ,  et  on  abaisse  des  points 
de  division  des  perpendiculaires  sur  XY,  qui  divisent  lellipse  de  la  manière  la 
plus  symétrique  et  la  plus  commode  pour  exécuter  la  surface  avec  des  fils. 

Néanmoins  les  perpendiculaires  à  XY,  voisines  dès  droites  Xx  ou  Y^,  coupe*- 
raient  l'ellipse  XYZZ'  sous  des  angles  très-aigus,  et  il  conviendra  par  cette 
raison ,  de  déterminer  l'inclinaison  du  plan  qui  coupe  Tellipsoïde  suivant  un 
cercle.  La  perpendiculaire  ZV  à  l'axe  BB'  rencontre  le  cercle  du  diamètre  XY  au 
point  f',  par  lequel  on  mène  le  rayon  A(^.  Le  plan  mené  par  l'axe  XY,  et  qui  fait 
avec  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  l'angle  Z'A^^,  coupe  Fhyperboloïde  à  une  nappe 
suivant  un  cercle  dont  la  projection  sur  le  plan  de  la  gorge  est  évidemment 
l'ellipse  XYZZ'.  Ayant  divisé  le  quart  de  cercle  Xw  en  parties  égales,  on  abaisse 
de  chaque  point  de  division,  tel  que  t,  la  perpendiculaire  ts  sur  AZ'u;  on  porte 
As  en  Ay  sur  le  rayon  At^,  et  les  droites  rectangulaires  y/,  //,  parallèles  respec- 
tivement aux  axes  EF,  BB',  se  coupent  à  l'un  des  points  de  division  tf  de  l'ellipse 
XYZZ',  Cette  division  de  l'ellipse  étant  connue,  on  prend  deux  disques  ellip- 
tiques égaux  et  semblablement  placés,  dont  les  centres  sont  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  leurs  plans  ;  on  attache  sur  les  bords  de  chaque  disque  de 
petites  pointes  ou  crochets ,  aux  points  de  division  déterminés  comme  on  vient 
de  l'indiquer.  Le  fil  qui  joint  successivement  les  points  correspondans  des 
deux  ellipses,  engendre  l'hyperboloïde  dont  la  gorge  est  dans  un  plan  pa^ 
rallèle  aux  disques,  et  à  égale  distance  de  ces  disques.  Lorsqu'à  la  place  des 
disques  elliptiques  ou  prend  deux  disques  circulaires ,  l'hyperboloïde  à  une 
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nappe  devient  une  surface  de  révolution  dont  la  gorge  (/%*.  à  )  est  le  cercleBKEF, 
concentrique  au  cercle  XYZZ',  projection  des  deux  sections  circulaires  à  égales 
distances  du  plan  de  la  gorge. 

ia3.  Au  lieu  de  prendre  (/?§-.  i)  pour  directrices  de  la  droite  mobile  génératrice 
de  rhyperboloide  à  une  nappe ,  deux  ellipses  égales  et  parallèles ,  on  pourrait 
supposer  que  cette  droite  s'appuie  constamment  sur  deux  cercles  égaux  et  paral- 
lèles y  dont  les  centres  sont  joints  par  une  droite  inclinée  par  rapport  aux  plans 
de  ces  cercles. 

Soient  (^.3,/?/.  i6)  i,  a,  3,  ^...^  et  abcd  ces  deux  cercles;  ayant  divisé 
leurs  circonférences  dans  le  même  nombre  de  parties  égales,  on  mènera  d'un 
point  quelconque  de  division  i  du  premier  cercle ,  deux  droites  égales  et  d'une 
longueur  donnée  i  a,  ii'  vers  deux  points  de  division  a,  i'  du  second  cercle. 
On  aura  pour  les  droites  d'un  système ,  celles  qui  joignent  les  points  consécu- 
tifs ï,  a,  3,  4---'  du  premier  cercle,  et  les  points  consécutifs  a,  6,  c,  d....  dn 
second  ;  les  droites  de  l'autre  système  joindront  les  points  consécutifs  et  corres- 

pondans  ( i  ^  i ') ,  (  a ,  a') ,  (  3 , 3' ) ,  ( 4  ?  4')  ?  etc. Ces  deux  systèmes  de  droites  divisent 
en  parties  égales  le  cercle  de  gorge  l/e/l 

1  a4.  Si  Ton  donnait  l'ellipse  de  gorge  et  une  seule  droite  de  la  surface  hyper- 
boloide,  cette  surface  serait  déterminée.  En  effet,  on  considérerait  l'ellipse 
donnée  comme  la  base  a'un  cylindre  droit.  Un  plan  quelconque ,  tangent  à  ce 
cylindre,  couperait  la  droite  donnée  en  un  point;  l'arête  de  contact  du  cylindre 
et  du  plan  rencontrerait  l'ellipse  en  un  autre  point  :  la  droite  qui  joindrait  ces 
deux  points ,  appartiendrait  à  la  surface.  , 

« 

i.a5.  De  toutes  les  propriétés  de  l'hyperboloide ,  la  seule  qui  nous  soit  néces*» 
saire  consisté  dans  la  double  génération  par  une  ligne  droite.  On  suppose  qu'une 
droite  se  meut  en  s'appuyant  constamment  sur  trois  droites  directrices,  et  qu'elle 
engendre  une  surfsice  réglée  ;  prenant  pour  directrices  trois  droites  quelconques 
de  Ja  surface,  autres  que  les  directrices  primitives,  et  les  considérant  comme 
des  nouvelles  directrices  d'une  seconde  droite  mobile  qui  se  meut  en  s'appuyant 
constamment  sur  elles,  les  deux  droites  mobiles  engendrent  la  même  surface. 

SoitIGK  (pL  Syjîg.  a)  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  trois  droites 
fixes  AB,  MN,  CD  données  dans  l'espace ,  et  qui  coupe  ces  droites  aux  points 
I,  G,  K;  soient  AMD,  BNC  deux  autres  positions  de  la  droite  mobile,  et  MGN 
une  seconde  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  les  trois  droites  AMD,  IGK,  BCN  ; 
les  surfaces  engendrées  par  les  deux  droites  mobiles  sont  identiques.  On  démon- 
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tre  (i)  cette  proposition,  en  faisant  voir  que  les  deux  droites  génératrices  consi- 
dérées dans  deux  positions  quelconques  I'K\  M'N'  se  rencontrent  en  un  point 
tel  que  G'.  Admettant  cette  seconde  proposition,  .la  première  en  est  une  cotisé- 
quence;  car  une  droite  quelconque  de  l'un  des  systèmes  de  génération  ne  peut 
être  rencontrée  par  toutes  les  droites  de  l'autre  système  que  dans  le  cas  de 
l'identité  de  ces  deux  systèmes. 

I  a6.  La  démonstration  de  cette  proposition  se  simplifie ,  IcM'çqu'on  suppose 
qiie  la  droite  MN  et  les  deux  côtés  AB,  CD  du  quadrilatère  ABCD,  directrices  de  la 
droite  mobile  IK»  sont  parallèles  à  un  même  plan.  Admettant  cette  hypothèse, 
la  droite  mobde  dans  toutes  ses  positions  est  parallèle  à  un  autre  plan.  Ia 
surface  qu'elle  engendre,  était  connue  souslcnora.de plan  gauche;  nous  l'avons 
jiommée,  dans  nosÉlémens  de  Géométrie  à  trois  dimensions^  paraboloide  hjpen- 
bolique  ;  elle  est  un  cas  particulier  de  l'hyperbololde  à  une  nappe.  La  section 
.principale  qui  est  une  ellipse  BB'EF  (^g.  J^pi.  i6)  pour  l'hyperboloîde,  devient 
une  parabole.  Les  projections  des  droites  de  la  surface  sur  le  plan  de  cette 
parabole 5  spnt  des  tangentes  à  cette  courbe. 

Du  parcAoloide  hyperbolique,  (PL  17,  fig.  i.) 

^17.  Soit  FMNZ  [pl^i^'Jig*  i)  la  parabole,  section  principale  du  paraboloïde 
hyperbolique  ;  FFG'  la  tangente  à  'cette  parabole  au  sommet  F.  Prenant  une 
droite  quelconque  de  la  surface  et  la  parabole  FMNZpour  directrices,  le  mou- 
vement de  la  droite  génératrice  du  parabolotde  est  déterminé.  En  effet,  sup* 
ppsons  que  la  tangente  FG'  soit  la  projection  de  la  droite  donnée,  et  que  cette 
droite ,  projetée  sur  un  plan  XY  qui  lui  ^est  parallèle,  fasse  avec  le  plan  hori- 
zontal Tangle  X^',  ou  X^';  en  sorte  que  la  droite  génératrice  dans  sa  première 
position  ait  pour  projectio  ns  FG'  ttffjOXk  FG'  tï/^g".  Considérant  la  parabole 
ZFZ'  comme  la  base  d'un  cylindre  dont  les  areCes  sont  perpendiculaires  au  plan 
de  irefte  parabole,  un  plan  quelconque  tangent  à  ce  éylindre  coupera  les 
droites  (FG'^^),  {¥%i\j0^'g')en  deux  points;  l'arête  de  contact  sor  le  cylindre 
rencontre  la  parabole  en  un  autre  point;  les  droites  menées  de  ce  point  aux.  deux 
premiers,  appartiennent  à  la  surface.  Les  projections  de  ces  droites  sur  le  i^MXk 
v^tical  XY  sont  toutes  parallèles  er^re  elles ,  et  parallèles  aux  droites  données 
(f^JST'  Soient  M,  N,Z,  ou  Sf ,  VI ^  11 ,  les  points  de  la  parabole  qui  se  projettent 
6ur  le  plan  vertical  XY  en  m,  n^  z,  ni^  li^  7I.  Les  parallèles  menées  par  ces  der- 


(i)  Cette  démonstration  éiant  plus  analytique  que  géottëlrique ,  je  ne  la  rapporte  pas  dans  cet 
/ouTrage;  on  la  trouvera  dans  nie9  Élémensde  Géométrie  à  trois  dimensions,  Didot  1817,  p.  i8-23. 
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nîers  pomts  aux  àroitesjff^'§f,j^''g\  sont  les  projections  verticales  des  droites  de  . 
la  surface ,  qui  ont  pour  projections  horizontales  les  tangentes  à  la  parabole 
FA,  MS,  M'Sr,  NU,  N'iy,  ZV,  Zy\  Tous  les  plairs  perpendiculaires  au  plan 
de  la  parabole  ZFZ',  et  parallèles  au  grand  axe  AF/de  cette  parabole,  coupent 
le  paraboloïde  suivant  une  parabole  constante  FTÏ'K'KIJU'.  En  faisant  mou- 
voir cette  parabole  dans  les  plans  FA,MS,  etc.,  etc.,  de  manière  que  son  sommet 
parcoure  la  parabole  de  la  section  principale  ZFZ' ,  elle  engendre  le  paraboloïde 
hyperbolique.  Les  paraboles  fixe  et  mobile  divergent  dans  l'espace  en  sens 
contraire  (i  j;  ces  propriétés  sedémontrent  par  l'algèbre. 

En  partant  de  cette  définition  dii  paraboloïde  hyperbolique ,  qu^il  a  pour  géné- 
ratrice une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  deux  droites  fixes,  et  se  meut  paral- 
lèlement à  un  plan  donné,  nous  allons  démontrer  qu'en  prenant  deux  autres 
droites  quelconques  de  la  sor&ce  pour  nouvelles  directrices,  elle  peut  encore 
être  engendrée  par  une  droite  qui,  s'appuyant  sur  ces  nouvelles  directrices ,  serait  ' 
pour  chaque  position  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  directrices  primitives. 

Zfe  /a  double  génération  du  plan  gauche ,  ou  du  paraboloïde  hjperhoUque* 

ia8.  Soit  {j)L  ^jfig*  h)  un  quadrilatère  gauche  ABCD;  une  droite  peut  se 
mouvoir  de  deux  manières,  i^  en  s'appuyant  sur  les  côtés  opposés  AB,  CD^ 
comme  directrices ,  et  restant  parallèle  au  plan  des  deux  autres  côtés  AD,  BC  ; 
0?  en  s  appuyant  sur  ces  derniers  cotés  conune  directrices,  et  restant  parallèle 
au  plan  des  deux  premiers  AB,  CD  :  une  seule  et  même  surface  comprend  toutes 
les  droites  dont  la  position  est  déterminée  par  ces  deux  lois  de  mouvement. 
Pour  le  démontrer,  nous  allons  faire  voir  que  toutes  les  droites  telles  que  IR  qui 
s'appuient  sur  les  côtés  AB,  CD  comme  directrices,  sont  rencontrées  par  une 
droite  quelconque  MN  qui  s'appuie  sur  les  deux  directrices  AD ,  BC. 

Ayant  construit  le  parallélogramme  ABDrf  siu*  les  côtés  AB,  AD  du  quadrila- 
tère*, tiitons  la  droite  C^,  qui  forme  avec  les  lignes  D4  CD  le  triangle  CDâf,  et 
avec  les  Ugnes  &/,  BC  k  triangle  C&d;  il  est  évident  que  les  plans  de  ces  triangles* 
%on%  respeclireœent  parallèles  aux  cotés  opposés  du  quadrilatère  gauche.  M^nons^ 
deux  plans  quelconques  parallèles  aux  plans  des  triangles  GB^  CDi,  et  soieni 
IÂ,M/i  les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan  du  parallélogramme  ABD^c  Leurs  traces 
sur  les  plans  des  triangles  Cûd,  QSd  seront  les  dhnies  AK,  tiK  parallèles  à  la 


.  (i)  Si  ce*  deux  paraboles  divergeaient  dans  le  même  sens,  la  parabole  mobile ,  telle  que  a'FV  y 
^gale  à  la  parabole  L'FTL"  retournée ,  engendrerait  le  paraboloïde  elliptique,  (  To/.  la  définition  de» 
autres  surfaces  du  second  degré ,  art.  Z2i.  )    -. 
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droite  G/,  et  on  aura  deux  triangles  IKA,  MN/z ,  dont  les  plans  respectivement 
parallèles  à  ceux  des  triangles  CB^,  CDd  se  coupent  suivant  la  droite  gG  qui 
passe  par  le  point  g",  intersection  des  deux  droites  lA,  M/i,  ^t  qui  est  parallçle 
aux  droites  Cdj  RA  et  N/z«  Kous  allons  démontrer  que  la  droite  Gg  qui  rencontre 
nécessairement  les  droites  IK^  MN ,  les  coupe  au  même  point  G. 

Considérons  d'abord  cette  droite  G^  dans  le  plan  du  triangle  Klh ,  et  comme 
une  parallèle  de  KA,  qui  coupe  la  droite  IK.  au  point  G  :  à  cause  des  triangles 
semblaj^les  IgG^  lh¥L,  on  a  la  proportion  ; 

■ 

ViiIgr.KhiGg; 

d'où  il  suit  que  la  droite  Gg  qui  se  termine  au  point  Gg  de  la  droite  IK , 

Ig  Bn 

a  pour  valeur  —  KA,  ou  ^ —  Kk^  ou  enfin  à  cause  des  triangles  semblables 

Jh  Bd 

ISn 
BCd,Bl^n,Gg  =  —  J!ik. 

Cd 

Considérons  maintenant  la  droite  Gg'dans  le  plan  du  triangle  MN/i ,  et  comme 

une  parallèle  de  ^n  qui  coupe  la  droite  MN  ;  je  dis  que  le  point  d'intersection 

ne  différera  pas  du  point  G  de  la  droite  IK;  car  on  a,  à  cause  des  triangles  sem* 

,    blables  MN/2,  MG^^  la  proportion  : 

M/i:  MgiiTinxGg; 

«  ce  qui  donne  pour  la  longueur  Gg,  en  supposant  que  l'extrémité  G  de  cette 
droite  soit  sur  MN  : 

Mg  jyh  YJi 

Qg^  =  —  N/i  ==  —  N/î  ==  —  N/z.. 
M/ï  Drf  Gaf 

Ces  deux  valeurs  de  Gg  sont  égales;  d'où  il  suit  que  toutes  les  droites  IK, TK' 
d'un  premier  mode  de  génération  du  plan  gauche,  sont  rencontrées  par  toutes 
les  droites  IN ,  l'N'  du  second  mode  de  génération;  ce  qui  prouve  que  le  plan 
gauche  peut  être  engendré  par  une  droite  mobile  de  deux  manières  différentes. 

Du  plan  tangent  à  Vhyperboloîde  a  une  nappe  ^  et  au  paraboloîde  hyperbolique. 

1 39.  On  vient  de  démontrer  que  ces  deux  surfaces  peuvent  être  engendrées 
par  une  droite  de  deux  manières  différentes  ;  un  point  quelconque  de  ces  sur- 
faces est  donc  l'intersection  de  deux  droites^ appartenant  aux  deux  systèmes  de 


génération;  'd'où  il  suit  que  le  plan  tangent  en  ce  point  est  déterminé  par  ces 
deux  droites.  Si  Ton  conçoit  sur  chaque  surface  trois  droites  d^un  même  système, 
un  plan  quelconque  mené  par  Tune  de  ces  droites ,  et  tournant  autour  d'elle 
comme  charnière ,  sera  dans  toutes  ses  positions  tangent  à  la  sur&ce  ;  mais  le 
point  de  contact  variera ,  et  pour  l'obtenir  il  faudra  prolonger  le  plan  tangent 
jusqu'à  ce  qu'il  coupe  les  deiix  autres  droites  du  premier  système  :  la  droite  qui 
joindra  les  deux  points. d'intersection  appartiendra  au  second  système  de  géné- 
ration 9  et  coupera  la  droite  par  laquelle  on  a  mené  le  plan  tangent  au  point.de 
contact  de  ce  plan  et  de  la  surface.  j 

Toutes  leis  droites  menées  dans  l'angle  formé  par  les  deux  droites  qui  déter- 
minent le  plan  tangent  de  rhyperboloïde  à  une  nappe  et  du  paraboloïde  hyper- 
bolique, sont  des  sécantes  de  ces  surfaces;  d'où  il  suit  qu'un  plan  n'est  tan- 
gent à  rhyperboloïde  que  suivant  un  élément  infiniment  petit,  et  en  un  seul 
point  limite  de  cet  élément.  En  tout  autre  point  des  deux  droites  de  la  sur- 
-Êice  par  lesquelles  il  passe ,  il  est  séeant ,  tsmdis  que  le  plan  tangent  à  une  surface 
réglée  développable ,  est  tangent  dans  tous  les  points  de  la  droite,  par  laquelle  tl 
fiasse. 

Des  sections  planes  du  parabolaîde  hyperbolique^ 

i3ô.  Les  sections  planes  d'un  paraboloïde  hyperbolique  sont  ou  des  parar 
2)oles  ou  des  hyberboies.  Quel  que  soit  le  plan  coupant ,  deux  droites  de  la 
surface  seront  parallèles  à  ce  plan,  et  les  points  de  la  courbe  d'intersection 
situés  sur  ces  droites,  seront  à  l'infinL  Pour  le  prouver,  concevons  que  le  plan 
coupai^t  et  deux  plans  parallèles  aux  deux  systèmes  de  droites  du  paraboloïde 
se  rencontrent  ;  nommons  p  tl  q  les  droites  d'intersection  de  ces  plans  ;  A,  A' 
les  côtés  opposés  du  quadrilatère  gauche  (art.  1 28)  qui  détermine  lé  paraboloïde, 
-B,  B"  les  deux  autres  cotés.  Toutes  les  parallèles  aux  droites /?  et  q  seront  paral- 
lèles aux  plan  coupant.:  or,  il  y  a  deux  droites,  l'une  parallèle  à/?,  l'autre  à  q^ 
qiûs'appilient,  la  première  siur  les  directrices  A,  A';  la  seconde  sur  les  directrices 
B,  B';  car,  si  par  la  directrice  A  et  une  parallèle  à  la  droite  /?,  on  imagine  un 
plan  qui  coupe  la  directrice  A'  en  un  point,  une  autre  parallèle/?'  à  la  droite/^ 
menée  par  ce  point,  s'appuiera  sur  les  directrices  A,  A',  et  sera  parallèle  au  plan 
des  deux  directrices  B,  F  et  au  plan  coupant /qui  par  hypothèse  se  rencontrent 
suivant  la  droite /?. 

Par  la  même  raison ,  la  directrice  B  et  une  parallèle  à  la  droite  q^  détermine 
«n  plan  quiicoupe  la  directrice  B'  en  un  point,  par  lequel  on  conçoit  une  parât 
lèle^  à  la  droite  q;  cette  parallèle  s'appuiera  sur  les  directrices  B,  B',  et  sera  pa- 
rallèle Au  plan  des  deux  directrices  A,  A'  et  au  plan  coupant.  Mais  les  d^x  droites 
p^qf'y  l'imc  parallèle  au  plan  des  deux  directrices  B,  B',  l'autre  au  plan  des  deux 

10 
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directrices  A,  A',  appartiennent  à  la  surface  du  paraboloïde»  et  sont  parallèles  a» 
plan  coupant  ;  donc  elles  contiennent  des  points  de  la  courbe  d'intersectioix 
du  paraboloide  et  du  plan  donné ,  qui  sont  situés  à  Tinfini  ;  d'où  il  suit  que  le 
plan  donné,  quel  qu'il  soit ,  ne  peut  couper  le  paraboloide  suivant  une  courbe 

fermée. 

Les  deux  droites  p%  ^  se  réduiront  à  une  seule  f  lorsque  le  pian  coupant 
'  sera  parallèle  à  la  droite  d'intersection  des  deux  plans ,  l'un  parallèle  aux  côtés 
A,  A'  du  quadrilatère  gauche,  l'autre  aux  côtés  B,  F  de  ce  quadrilatère.  Dans^ce 
cas,  la  section  du  paraboloide  sera  une  parabole,  c'est-à-dire  l'une  des  sections 
coniques  qui  s'étend  à  l'infini ,  et  n'a  pas  d'asymptotes*  Connaissant,  dans  le  cas 
d'une  section  hyperbolique ,  les  droites  p\  ^  de  la  surface  parallèle  au  plan 
'  coupaiit,  on  déterminera  les  asymptotes  de  cette  section  par  des  considérations^ 
semblables  à  celles  qui  ont  servi  à  trouver  les  asymptotes  des  sections  de  l'hyper- 
boloide  de  révolution  (  art.  1 1 8)« 

'  En  effet,  le  plan  mené  par  la  droite /?'  parallèlement  au  plan  des  deux  direC' 
trices  B,^,  ne  rencontre  aucune  des  droites  de  la  surÊice parallèle  à  ce  plan,  et 
il  est  tangent  à  la  surface  ;  le  point  de  contact  est  donc  situé  à  l'infini  :  d'où.il  suit 
qu'il  rencontre  le  plan  coupant  suivant  l'asymptote  de  la  section  contenue  dan& 
ce  dernier  plan.  Par  la  même  raison ,  le  plan  mené  par  la  droite  g'  parallèlement 
-au  plan  des  deux  directrices  A,  A'  ne  rencontre  aucune  des  droites  de  la  surface 
parallèles  à  ce  plan  ^  et  il  est  comme  tout  plan  qui  passe  par  une  droite  de  la 
surface ,  tangent  à  cette  surface  (art.  1 29)  ;  donc  le  point  de  ccmtact  est  situé  à  l'in- 
fini.  Les  intersections  du  plan  coupant  et  des  deux  plans  tangens  pour  lesqueU^ 
le  point  de  contact  est  situé  à  l'infini ,  déterminent  les  deux  asymptotes  qui,  d'à* 
près  cette  construction ,  sont  parallèles  aux  droites  y,  q^.  Lorsque  ces  droites/^',  ^ 
se  réduisent  à  une  seule ,  cette  droite  unique  est  à  une  distance  infinie  des  deux 
plans  parallèles  aux  deux  systèmes  de  droites  ;  un  troisième  plan  qui  leur  esf 
parallèle,  et  qui  estm^ié  par  cette  droite,  ne  rencontre  le  plan  coupant  que 
suivant  une  droite  située  à  l'infini  ;  d'où  il  suit  que  la  courbe  contenue  dans  le- 
plan  coupant,,  n'a  pas  d'asymptotes;  ce  qui  indique  que  cette  courbe  est  une 
parabole* 

Des  sections  planes  de  Vhyperholoïde  à  une  nappe^ 

i3i.  Si  l'on  prend  sur  un  hyperboloïde  cinq  droites  d'un  même  sysfèîne,  et 
que  par  le  centre  de  cette  surface,  on  mène  des  parallèles  à  ces  droites,  le  cône 
elliptique  qui  passera  par  ces  parallèles,  jouit  de  la  propriété  qu'il  n'y  a  aucune 
droite  sur  l'hyperboloide  appartenant  à  l'un  ou  l'autre  système  de  génération^ 
qui  n'ait  sa  parallèle  sur  ce  crâe,  qu'on  a  nommé  par  cette  raison  cône  asympio^ 
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^ue  de  rhyperboloïde.  En  admettant  cette  proposition  comtne  démontrée,  et 
ayaÀt  construit  le  cône  asymptotique  dont  on  connaît  le  sommet ,  et  cinq  points 
de  sa  base  situés  sur  les  cinq  arêtes  données ,  on  pourra  reconnaître  Fespèce  de 
courbe  qui  résulte  de  l'intersection  de  l'hyperboloïde  et  d'un  plan  donné. 
Ayant  mené  par  le  sommet  du  cône  tm  plan  parallèle  au  plan  coupant,  ou  ce 
plan  n'aura  de  commun  avec  le  cône  que  le  sommet,  ouâl  lui  sera  tangent,  ou 
enfin  il  sera  sécant,  et  il  contiendra  deux  arêtes  du  cône  ;  les  sections  corres- 
pondantes à  ces  trois  cas,  seront  ou  des  ellipses,  ou  des  paraboles,  ou  des  hyper^ 
boles. 

Supposons  que  la  section  soit  une  hyperbole  ;  alors  deux  droites  de  Thyper- 
boloîde  à  une  nappe  sont  parallèles  au  plan  coupant,  et  déterminent  les 
asymptotes  de  rhypérbole.  En  effet ,  désignons  par  A  la  première  de  ces  droites , 
et  par  B,  C  deux  autres  droites  quelconques  de  l'hyperboloïde,  appartenant  au 
même  système  de  génération. 

Toust  plan  (art.  i  ag)  passant  par  A  coupe  les  droites  B  et  C  en  deux  points  ;  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points,  et  la  droite  A  fixent  la  position  d'im  plan  tan«> 
-gent  à  la  surface;  elles  se  coupent  au  point  de  contact  de  la  surface  et  du  plan. 
Si  par  les  droites  B  et  C,  et  parallèlement  à  la  droite  A,  on  mène  deux  plans, 
l'intersection  de  ces  plans  sera  parallèle  à  A,  et  s^appuiera  sur  les  droites  B  et  C  ; 
donc  si  par  cette  droite  d'intersection  et  par  la  droite  A  on  mène  un  plan,  11 
«era  tangent  à  la  surface  en  un  point  de  cette  droite  A  situé  à  l'infini  ;  donc  (art  1 1  Sy 
l'intersection  de  ce  plan  et  d'un  plan  coupant  parallèle  à  la  droite  A,  sera  l'asymp- 
tote de  l'hyperbole.  En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  seconde  droite  A'  de 
la  surCace,  parallèle  au  plan  tangent,  on  construira  deux  autres  droites  quel- 
conques F ,  C  du  même  système  de  génération  ;  on  mènera  par  ces  droites  des 
plans  parallèles  à  la  droite  A'  :  l'intersection  de  ces  plans  et  la  droite  A'  déter- 
mineront un  second  plan  tangent,  dont  le  point  de  contact  sera  situé  à  l'infini, 
«et  qui  coupera  le  plan  de  l'hyperbole  suivant  la  seconde  asymptote. 

Le  cône  asymptotique  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  devient  un  cône  droit 
il  base  circulaire ,  lorsque  cet  hyperboloïde  est  de  révolution  (art  118). 

1 32.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  conduit  à  ce  résultat,  que  l'hyper- 
boloîde  à  une  nappe  comprend  comme  cas  particuliers  l'hyperboloïde  de  révo- 
lution et  le  paraboloîde  hyperbolique;  que  ces  trois  surfaces  peuvent  être 
•engendrées  de  deux  manières  différentes  par  une  droite  mobile  ;  qu'elles  sont 
divisées  en  une  infinité  de  petits  quadrilatères  gauches  par  les  deux  systèmes' 
^e  droites  génératrices;  enfin,  que  les  aires  comprises  entre  deux  droites  consé* 
jcutives  d'un  même  système  de  génération ,  sont  des  éîémens  gauches  qui 
.«'étendent  indéfiniment  dans  le  sens  des  droites  qui  les  comprennent  Sfous^ 
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allons  maintenant  prouver  que  la  surface  réglée  la  phis  générale,  telle  que  nous 
l'avons  définie  (art.  47)9  et  Thyperboloïde  à  une  nappe,  peuvent  par  un  choix 
convenable  des  droites  directrices  de  cette  seconde  surface,  avoir  en  commun 
un  ou  deux  élémens  gauches  consécutifs,  suivant  lesquels  Thyperboloïde. est 
tangent  à  la  surface  réglée  générale;  c*e&t  par  cette  raison  qufi  Thyperboloïde  à 
une  nappe  est  à  Tégard  des  surfaces  réglées  ce  que  le  plan  est  par  rapport  aux 
surfaces  développables  :  il  n'y  a  aucune  sur&ce  réglée  qu'on  ne  puisse  regarder 
comme  l'enveloppe  de  l'espace  que  parcourt  un  hyperboloîde  à  une  nappe. 

Des  plans  tangens  h  la  surface  réglée  générale, 

1 33.  Soient  {pL  5 ,  fig.  c)  AB ,  AB',  A"F'  trois  courbes  quelconques ,  directrices 
d'une  droite  mobile  AA'A";  la  surface  réglée  dont  cette  droite  est  la  génératrice , 
a  pour  l'un  de  ses  élémens  gauches  l'aire  AA^A^oâ^o'' comprise  entre  deux  positions 
consécutives  AA'A",  add'  de  la  droite  mobile.  Quelle  quesoit  la  surface  engendrée 
par  cette  droite,  qui  a  pour  directrices  les  trois  courbes  AB,  A'B',  A"F',  on 
conçoit  qu'ayant  mené  par  les  trois  points  A,  A',  A"  trois  autres  courbes  quel- 
conques AC ,  A'C,  A"C'  de  la  surfgice ,  pn  pourra  prendine  ces  nouvelles  coui^be^  pour 
directrices  de  la  droite  mobile.  La  seconde  surface,  engendrée  dans  cette  bypor 
thèse ,  ne  différera  pas  de  la  première ,  puisque  les  droites  AA'A",  ad  d'y  BB'B'', 
qui  s'appuient  sur  les-  directrices  AB,  A'K,  A'B',  A"K',  rencontrent  d'autres 
courbes  de  la  première  surface,  telles  que  AC,  A'C,  A"C",  qui  passent  par  le3 
points  A,  A',  A".  Mais  en  ne  considérant  que  l'élément  gauche  AâiA'o'A'V,  il  est 
évident  que  la  droite  add'  de  crt  élément  s'appuie  sur  lestangente^  auxti?ois 
.premières  directrices  AB,  A'B',  A"B'V  et  que  la  droite  oaV  qui  s'appuie  sur  les 
tangentes  aux  trois  nouvelles  directrices  AC,  A'C'„  A"C",  appartient  au  même  élé- 
ment^ puisque  toutes  les  tangentes  à  la  surface  menées  par  les  points  A,  A',  k![ 
sont  compirises  dans  les  plans  tangens  en  ces  points  ;  donc  si  l'on  mène  trois 
plans  tangens  en  trois  points- A,  A',  A"  d'une  droite  d'une  surface  réglée,  et  dans 
chacun  de  ces  plans  une  droite  qui  passe  par  le  point  de  contact,  on  aura  trois 
droites  qu'on  pourra  prendre  pour  les  directrices  d'un  hyperboloîde  tangent  à 
la  surface  réglée ,  suivant  l'élément  gauche  kKK'add\ 

.  Ainsi,  quelle  que  soit  une  surface  réglée,  il  y  a  une  infinité  d'hyperbploîdes  à 
une.nappe  qui  ont  un  élément  commun  avec  cette  surface,  et  qui  lui  est  tangent 
suivant  la  droite  qui  termine  cet  élément.  Chacun  de  ces  hyperboloîdes  a  pour 
directrices  de  sa  génératrice,  trois  droites  menées  arbitrairement  dans  trois  plans 
tangens  de  la  siu*face  réglée,  par  trois  points  de  la  droite  de  contact  de  cette 
surface  et  des  hyperhptoïdes.  Chacun  de  ces  hyperbploïdes  n  a  de  commun  avec 
la  surface  réglée  qufi  deux  droites  consécutives  de  cette  surface,  hors  un  seul 
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qui  passerait  par  trois  droites  consécutives  de  la  surfate  réglée ,  qui  aurait  avec 
cette  surËice  un  contact  plus  immédiat,  et  que  nous  avons  nommé  pour  cette 
raison  hyperboloîde  osculateur.  (Voyez  mes  Élémens  de  Géométrie  a  trois  dimen-^ 
sionsy  in-S^,  p^es  54  et  83)* 

i34«  Les  hyperboloides  à  une  nappe,  tangens  à  une  surface  réglée  suivant  une 
droite,  deviennent  des  paraboloides  hyperboliques,  lorsque  les  droites  direc- 
trices prises  dans  les  trois  plans  tangens ,  sont  parallèles  à  un  même  plan. 
Soient  A ,  A',  A"  (pi.  5,,/%.  c)  trois  points  d'une  droite  d'une  surface  réglée  quel* 
conque  ;  on  mène  par  ces  points  les  plans  tingens  à  la  surface ,  et  trois  plans 
parallèles  quelconques ,  qui  coupent  les  plans  tangrns  suivant  trois  droites; 
prenant  ces  droites  pour  directrices,  la  droite  mobile  engendre  un  parabo* 
loide;  et  comme  la  direction  des  plans  parallèles  est  arbitraire,  il  s'ensuit  qu'il  y 
ff  une  infinité  de  pardboloîdes  qui  sont  taogencr  à  la  surface  réglée  suivant  l'élé- 
ment kK^d'a. 

Du  plan  tangent  en  im  point  quelconque  d'une  surface  réglée^ 

1 35.  Soit  M  {pL  B^Jig.  c)  un  point  donné  sur  une  surface  réglée  ;  on  suppose  que 
la  droite  AA'A"  dé  la  surface  qui  passe  par  ce  point  soit  connue,  et  que  les 
plans  tangens  en  trois  points»  A,  AVA''  de  cette  droite  soient  déterminés.  On  mène 
dans  ces  plans  trois  droites  quelconques  di^rectrices  AA,  Aï,  h!'h;  par  deux 
points  gy  k  pris  à  yolonté  sur  la  première  dmctrice  AA,  on  fait  passer  deux 
droites  gfe  ^  kih  qui  s'appuient  sur  les  deux  autres  directrices.  La  droite  gfe  et 
le  point  donné  M  de  la  surface  déterminent  un  plan*  qui  coupe  la  droite  K^  au 
poiiit  n  ;  joignant  les  points  /i  et  M  par  une  droite  M/i ,  le  plan  conduit  par  les 
deux  droites  MA'A  et  M/^,  sera  le  pl»n  tangent  de  la  sur£aK:e  réglée  au  point  M 
de  cette  surface. 

En  efièt^  ce  plan  sera  (art  129)  tangent  à  l'hyperboloide  qui  a  pour  directiûces 
les  trois  droites  A  A,  A7,  À!' h;  or  cet  hyperboloîde  est  tangent  à  la  surface  réglée 
(art.  i33),  smvant  la  droite  A  A' A";  donc  le  plan  (MA,  Mn}  est  aussi  tangent  à 
cette  surface. 

Si  Ton  eût  pris  tes  trois  droites  A^,  Aï,  k"h parallèles  à  un  plan  donné ,  Thyper^ 
boloide  construit  sur  ces  droites  comme  directrices ,  se  changerait  en  parabo-^ 
loïde,  et  le  plan  tangent  au  point  M  de  ce  paraboloïde  serait  aussi  tangent  à  la 
surface  réglée. 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  des  surfaces  réglées  particulières,^ 
dont  on  fait  usage  en  architecture  pour  la  construction  de  quelques  voûtes- 
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EXEMPLES   DE   PLANS  TAVGEirS   AUX  SURFACES   R^GLIÉES,   ET   DE  TANGENTES    ArX 

SECTIONS   PLANES  DE    CES   SUEf  ACES.    (  Pi.  I  7  )•   * 

Premier  Exemple.  — »  Plan  tangent  a  la  surface  réglée  qu*on  nomme  conoïdeu 

.     (M.  17,%  a). 

1 36.  La  surface  réglée  qu'on  nomme  conotde ,  est  engendrée  par  une  droite 
mobile  toujours  horizontale,  qui  s'appuie  sur  deux  directrices  dont  Tune  est 
une  droite  verticale,  l'autre  une  courbe  donnée  dans  un  pian  vertical.  Cette 
surface  termine  une  petite  voûte  on  porte  y  qu'on  appelle  en  coupe  des  pierres 
^oûte  conoïde. 

Soit  (/?/.  17,  j^.  1)  la  verticale  (A,  h! a)  directrice  de  la  droite  mobile  hori-» 
Eontale  ;  la  seconde  directrice  est  un  cercle  BoC  qui  est  donné  dans  le  plan  ver« 
tical  XY,  et  qu'on  prend  pour  la  base  du  conoîde.  Le  centre  A'  de  ce  cercle  est 
sur  l'intersection  XY  des  deux  plans  de  projections;  d'où  il  suit  que  les  horizon* 
taies  AB ,  AC  sont  les  traces  du  conoîde  sur  le  plan  horizontal  de  projections. 
Les  projections-  horizontales  de  toutes  les  droites  de  la  sur&ce  passent  évi* 
demment  par  le  point  A« 

Un  plan  vertical  XT',  parallèle  au  plan  vertical  de  projections,  coupe  lé 
conoîde  suivant  une  courbe  (D£,  D'£'a),  et  on  demande  la  tangente  à  cette 
courbe  en  un  point  donné,  dont  la  projection  horizontale  est  le  point  M  de  la 
droite  D£  ?  La  droite  du  conoîde  qui  passe  par  ce  point ,  a  pour  projection  hori- 
zontale la  droite  AML;  elle  rencontre  la  base  circulaire  au  point  /;  d'où  il  suit 
qu'elle  a  pour  projection  verticale  l'horizontale  //';  élevant  la  perpendiculaire 
à  XY,  qui  coupe  la  droite  //'  au  point  /n,  ce  dernier  point  appartient  è  1^ 
courbe  l^iim  :  on  construirait  de  la  même  manière  tout  autre  point  de  cette 
courbe. 

Connaissant  la  droite  (AML,  lf)da  conoîde,  qui  passe  par  le  point  (M,  /w) 
de  cette  surface,  on  construira  les  directrices  d'un  paraboloîde  tangent  au 
conoîde  suivant  cette  droite.  Deux  directrices  suffiront,  parce  que  la  droite 
génératrice  du  paraboloîde  sera  constamment  horizontale,  comme  la  droite 
génératrice  du  conotde.  L'une  de  ces  directrices  est  la  tangente  Ih  du  cercle , 
menée  par  le  point  /  où  la  droite  (AML,  //')  rencontre  ce  cercle.  Pour  obtenir 
l'autre  directrice,  il  faut  remarquer  que  le  plan  tangent  au  point  (A,  a) 
de  la  droite  (AML,  //'),  passe  par  cette  droite  et  par  la  verticale  (A,  A!à)  qui 
se  croisent  en  ce  point  :  or  ce  plan  est  coupé  par  le  plan  vertical  X^Y",  pa- 
rallèle au  plan  vertical  de  projections,  suivant  la  verticale  (A,  A'a);  donc 
les  directrices  du  paraboloîde ,   situées  dans   les  plans  verticaux  parallèles 
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XY,  X'T",  sont  i<^  la  verticale  (  A,  A'ûp)  ;  a°  la  tangente  Ik  du  cercle  BaC.  Mais^ 
cette  tangente  coupe  le  plan  horizontal  de  projections  au  point  h;  d'où  il  suit 
que  la  trace  du  paraboloïde  sur  ce  plan ,  est  ta  droite  kh.  Le  plan  vertical  XT'  de 
la  courbe  DVzE'  rencontre  la  trace  kh  au  point  G,  dont  la  projection  sur  le  plan 
vertical  est  G';  ce  qui  détermine  la  droite  (  MG,  mG)  du  paraboloïde,  et  la  trace 
horizontale  NGO  du  plan  tangent  à  ce  paraboloïde  au  point  (M,  m).  Ce  plan 
est  coupé  parle  plan  XT'  de  la  courbe  IXaE',  suivant  la  droite  (GM,  G  m); 
donc  la  projection  verticale  Gm  de  cette  droite  est  tangente  à  la  courbe  DaE'^ 
On  détenûinerait  de  la  même  manière  la  tangente  fc'F  au  point  iji  de  cette 
t:ourbe,  situé  sur  Thorizontale  U\ 

II  est  à  remarquer  que  Ton  peut  prendre  pour  directrices  du  paraboloïde 
tangent  au  conoide  suivant  l'horizontale  (AML,//;;?;.6),  les  deux  horizontales 
(AA,  hh^ ,  (AA',  i)  :  or  le  plan  vertical  X'Y'  de  la  section  T/dE!  du  conoïde ,  coupe 
ia  seconde  directrice  (A  A,  /)  au  point  (I9  O?  ^^^  ^  ^^^^  ?^^  ^^  droite  (GMI ,  Gmi)  y 
qui  appartient  au  conoide,  est  aussi  dans  le  plan  tangent  au  point  (M,  m)  de 
ce  concNfde,  et  que  la  tangente  Gm  au  point  m  de  la  courbe  D'oE'  passe  par  le 
point  i  de  la  verticale  ML 

Deuxième  Exemple^  —  Plan  tangent  à  la  sur/ace  du  biais  passé.  (PI.  17,  fig.  3)^ 

137.  Cette  surface  est  engendrée  par  une  droite  mobile,  qui  a  pour  direc- 
trices deux  cercles  et  une  ligne  droite.  Soient  XY,  X'Y'  les  traces  parallèles  de 
deux  plans  verticaux  sur  le  plan  horizontal  de  projections  ;  ces  plans  contiennent 
deux  cercles  des  diamètres  AB,  CD,  dont  les  centres  a,  /?  sont  sur  une  droite 
€e)3  inclinée  par  rapport  aux  traces  XY,  X'Y'.  Les  diamètres  AB,  CD  forment 
avec  les  droites  AC,  BD  un  parallélogramme  qui  est  divisé  en  deux  parties 
égales  par  la  droite  EF  parallèle  à  AB.  Par  le  milieu  G  de  cette  droite,  on  élève 
une  perpendiculaire  IGHN  aux  plans  des  cercles ,  qu'on  prend  pour  la  troisième 
directrice  de  la  surface  du  biais  passer  Un  plan  quelconque  mené  par  cette  hori- 
2M>ntaIe  IGH,  coupe  le  plan  vertical  XY  suivant  la  droite  HA:/,  qui  rencontre  le 
premier  cercle  du  diamètre  CD  au  point  *,  et  le  second  cercle  au  point  (L,  /); 
ces  denx  points  déterminent  la  droite  (LRN,  H^/)  de  la  surface.  Soit  (M,  ttz)  un 
point  de  cette  droite,  pour  lequel  on  demande  le  plan  tangent  à  la  surface;: 
noos.atlons  d'abord  construire  les  directrices  d'un  paraboloïde  tangent  à  la  sur- 
face du  biais  passé  suivant  la  droite  connue  (LKN,  HA/).  Les  deux  premières 
directrices,  situées  sur  les  plans  des  cercles ,  sont  les  droites  (XY,  ks  )  et  (XT',  //); 
la  troisième  directrice  du  paraboloïde  située  dans  Un  plan  X'T"  parallèle 
à  celui  des  cercles ,  passe  par  le  point  N  de  ce  plan  où  la  droite  de  la  surface 
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rencontre  Thorizontale  IHN,  Tune  des  directrices  de  la  surface  de  biais  passé. 
Celte  troisième  directrice  est  aussi  dans  le  plan  tangent  à  cette  surface  au  point  N, 
lequel  plan  a  pour  traces  «ur  les  plans  de  projections  les  droites  NUI ,  ïUt/;  elle 
a  donc  pour  projections  les  droites  H*/  et  NX"Y''. 

Connaissant  les  trois  directrices  (XY,  ksY) ,  (XT',  //U '),  (X"Y",  Hkt) ,  la  posîtion 
d'une  droite  qui  s  appuie  sur  ces  trois  directrices  sera  déterminée ,  lorsqu'on 
donnera  un  point  de  cette  droite  sur  la  première  directrice,  par  exemple  le 
point  V,  où  la  tangente  ks  rencontre  le  i>lan  horizontal.  Le  plan  mené  par  ce 
point  V et  par  la  directrice  (X'Y',  //),  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  la  droite 
UVO ,  qui  coupe  la  droite  XT"  au  point  O  ;  d'où  il  suit  qu'il  renconti^  le  plaa 
vertical  X"Y"  suivant  une  droite  parallèle  à  (XY"',  II)  menée  par  ce  point  O.  La 
projection  de  cette  droite  sur  le  plan  vertical  XY,  sera  donc  une  parallèle  O/?  à  la 
tangente  lu/  du  cercle  A'/B',  et  de  plus  passera  par  le  point  O',  projection  de  O 
sur  XY.  Mais  cette  parallèle  O^  coupe  la  projection  Uil  de  la  troisième  direc*- 
trice  (X^Y",  Hkl)  au  point  p  ;  donc  le  plan  jqui  a  pour  trace  horizontale  UVO, 
coupe  cette  directrice  au  point  (P,/?).  Il  résulte  de  ces  constructions  que  U 
droite  du  paraboloïde  qui  passe  par  le  point  V  de  la  première  directrice  (XYjVks) 
de  ce  paraboloïde,  et  par  la  seconde  directrice  (XT',  U7/),  a  pour  projection 
horizontale  la  droite  VP,  et  pour  projection  verticale  la  droite  Yp;  ces  deux 
projections  partent  du  même  point  Y  de  Tintersection  XY  des  plans  de  pro- 
jections. 

Cette  droite  (  VP,  Yp  )  du  paraboloïde  tangent  rencontre  la  seconde  dii^œ* 
trice  (XV,  VU)  au  point  (Q,  Ç'),  déterminé  par  la  rencontre  des  droites 
connues  V'itj  Yp  qui  se  croisent  au  point  ç.  La  perpendiculaire  çQ  à  XY  ren- 
contre la  <k*oite  X'Y'  au  point  Q ,  situé  sur  le  prolongement  de  la  droite  VP. 

Maintenant  on  donne  un  point  (M,  /n)  de  la  surface,  situé  sur  la  droite 
(LK,  IkH)  de  x:ette  surface,  et  ou  demande  le  plan  tangent  en  .ce  point? 

i38.  Le  plan  vertical  sySi^  mené  par  le  point  (M,  m)  parallèlement  aux  plans 
XY,  X'Y'  des  cercles,  coupe  le  paraboloïde  tangent  àia  surface  réglée,  suivait 
la  droite  {MR,  mr);  cette  droite  et  la  droite  (LMK,  Imk)  de  contact,  détje^^iiQent 
le  plan  tangent  au  point  M  du  paraboloïde  ;  et  puisque  par  hypothèse  le  para- 
boloïde touche  la  surface  réglée  au  même  point,  il  s'ensuit  que  le  plan  conduit 
par  les  droites  (  LMK ,  ImA)  et  (MR^  mr)  est  tajigent  à  la  surface  réglée  au  point 
(M,  iw)  de  celte  surface. 

1 39.  Le  plan  vertical  xy  coupe  la  surface  du  biais  passé  suivant  une  courbe  qui 
se  projette  parallèlement  à  elle-même  en  y'mcùJ";  l'intersection  du  plan  de  cette 
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cmirbe  et  du  plan  tangent  au  point  (M,/w)  est  la  droite  (MR,  mr);  d'où  il  suit 
que  la  projection  verticale  mr  est  tangente  à  la  courbe  y'nM^  au  point  m  de 

cette  courbe. 

Pour  construire  la  courbe  ^*mm^* ,  on  remarque  i  ^  que  les  projections  verticales 
des  deux  cercles  du  biaispassé,&ecoupentsur  leplan  vertical  XY  au  point  û»,  qui 
est  sur  le  prolongement  de  la  droite  IGH,  et  que  toutes  les  sections  de  la  surface 
par  des  plauos  parallèles  à  ceux  des  cercles ,  sf  projettent  sur  le  plan  vertical  XY, 
suivant  des  lignes  telles  que  y»J^',  qui  passent  par  le  points  ;  a°  que  les  droites 
horizontales  AC,  BD  du  biais  passé,  sont  coupées  par  le  plan  vertical  xy  aux 
points  >9  (T,  dont  les  projections  verticales  sont  y\  i".  On  trouverait  tant  d'autres 
points  qu'on  voudrait  de  la  courbe  y'niùùS^y  en  mettant  les  droites  de  ki  surface  en 
projection  horizontale,  Soit  UVIK  la  projection  de  Tunedeces  droites  ;  elle  est  cou- 
pée par  le  plan  vertical  xjr  au  point  {i/l^m)^  qui  se  prpjette  sur  le  plan  vertical  XY 
au  point  m  de  la  droite  lAkL  Un  plan  quelconque  IH/:',  mené  par  la  droite  IH, 
coupe  les  deux  cercles  donnés  aux  points  ky  l  ;  les  perpendiculaires  à  XY, 
tirées  par  ces  points,  coupent  les  traces  XY,  XT'  des  plans  verticaux  des  rercles 
aux  points  K',  U,  qui  déterminent  la  projection  horizontale  KV  d'une  autre 
droite  de  la  siu^face  réglée ,  et  un  nouveau  point  (  M',  ni)  de  la  courbe  d'intersec- 
tion {xy^  y'mmJ^)  de  cette  sur&ce  par  le  plan  vertical  Xf.  Pour  construire  la 
taiigeate  au  point  m'  de  la  ligne  y'/nni^j  on  opérerait  comme  pour  le  point  m 
de  cette  ligne» 

Troisième  Exemple. — Surface  réglée  de  Varr&re-^oiLSsure  de  Marseille.  —  Définition 

de  cette  surface.  {F'îg.  li y  pLi'j^) 

i4o.  On  mène  perpendiculairement  à  une  droite  horizontale  donnée,  telle 
que  m  (Jig.  3,  pK  17)9  deux  plans  verticaux,  qui  ont  pour  traces  sur  le  plan 
horizontal  de  projections ,  les  droites  XY,  XT',  perpendiculaires  à  IH,  Le  pre- 
mier plan  \Y  contient  un  cercle  donné,  dont  le  centre  est  en  H,  et  qui  a  pour 
diamètre  la  droite  CD.  Le  second  plan  XT'  contient  un  autre  cercle  aussi  donné, 
qui  a  pour  corde  la  droite  AB,  dont  le  centre  est  sur  la  verticale  (I,  H^),  et  qui  se 
projette  sur  le  plan  vertical  XY  suivant  A'^B';  les  deux  cercles  et  Thorizontale 
IH  sont  les  directrices  de  la  ^lurfaçe  réglée. 

Ut)  plan  quelconque  (IH/)  coupe  les  cercles  en  deux  points (K,  A),  (L,  /);  la 
droite  de  la  surface  contenue  dans  ce  plan,  a  pour  projections  horizontale  et 
verticale,  les  droites  LR,  lie,  La  projection  horizontale  LK  prolongée,  coupe  l'hori- 
zontale IHN  au  point  N,  qui  appartient  à  la  droite  (LK,  Ik)  de  la  surface.  Toute 
autre  droite  de  la  surface  rencontrerait  la  directrice  III  en  un  point  qu'on  déter- 
minerait de  là  même  manière. 

II 
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Intersection  de  la  surface  de  Parriere-vaussute  ^  par  un  plan  vertical  xy,  parallèle 

au  plan  vertical  de  projections  XY. 

m 

i4i^Les  droites  de  la  surface  ont  pour  projections  verticales  des  droites  qui 
concourent  vers  le  point  H ,  et  pour  projections  horizontales  des  droites  telles 
que  LKN. Un  plan  vertical  donné  xy,  coupe  la  droite  (LK,ft)  au  point  (M,  m),  qui  se 
projette  sur  le  plan  vertical  en  iw;  le  point  (M,  /w)  appartient  à  la  courbe  d'in- 
tersection de  la  sur&ce  par  le  plan  xj.  Les  droites  AC,  BD  de  la  surface,  qui 
sont  données  sur  le  plan  horizontal  de  projections,  et  qui  concourent  vers  un 
point  de  l'horizontale  IH,  forment  avec  le  diamètre  CD  du  petit  cercle,  et  la 
corde  AB  du  plus  grand  cercle,  le  trapèze  ABCD.  Le  plan  vertical  xy  coupe  les 
droites  AC,  BD  aux  points  ^,  /^,  dont  les  projections  7',  ^  appartiennent  à  la 
courbe  y'm^^.  Pour  construire  le  point  4  de  cette  courbe,  qui  est  sur  le  pro- 
longement de  la  droite  IH,  on  rapporte  la  flèche  Hç  de  l'arc  A'f F,  de  T  en  ç' 
sur  la  droite  X'Y';  on  joint  ^'  et  l'extrémité  D  du  rayon  HD  par  D^'  :  cette 
droite  D^'  coupe  la  droite  xy  au  point  rr;  la  distance  m*^  à  Thorizontale  IH  est 
égale  en  longueur  à  h4-  On  verra  la  raison  de  cette  construction,  en  menant 
par  la  droite  IH  un  plan  vertical  qui  coupe  les  deux  plans  verticaux  des  cercles 
suivant  les  parallèles  HD ,  I^,  et  la  surface  suivant  la  droite  D^'.  Il  est  évident 
que  la  verticale  ^V  se  projette  sur  le  plan  vertical  XY  suivant  la  droite  h4  ,  et 
qu'on  a  h4 = ^^» 

De  la  tangente  à  la  section  verticale  y^m^S*  de  la  surface  réglée  sur  le  plan 

vertical  xy. 

142-  On  détermine  la  tangente  (MR,  mr)  au  point  (M,  m)  de  la  courbe 
(^9  y/7/4^)  P^  1^  mêmes  opérations  qui  ont  été  décrites  pour  la  figure  {Hré-* 
cédente.  Les  articles  (137-139)  s'^qipliqueat  aux  éeas.^figures  3  et  l^^pl.  l'j. 

143.  Lasur&cede  la  petite  voûte,  qu'on' nomme  arrûre^oussure  de  Marseille, 
se  compose  de  deux  surfaces  réglées  qui  ont  deux  directrices  commîmes;  savoir, 
l'horizontale  IHN,  et  le  cercle  du  diamètre  CD;  leur  mode  de  génération  ne 
diffère  que  par  la  troisième  directrice.  Elles  ont  aussi  deux  droites  communes  ^ 
et  j'ai  fait  voir,  dans  lûes  leçons  de  Stéréotomie  à  l'École  Polytechnique,  qu'on 
pouvait  les  raccorder  :  ce  raccordement  consiste  en  ce  qu'elles  soient  tangentes 
l'une  à  l'autre,  suivant  les  droites  qui  leur  sont  communes.  On  démontrera 
(art.  145)  que  cette  condition  est  remplie,  lorsqu'elles  ont  mêmes  plans  tangens 
en  trois  points  de  chacune  des  deux  droites  communes. 
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<^uok]ue  nous  n'ayons  oomîdBré  que  dts  fwabdbideft  tangens  aqx  sur&ces 
réglées ,  les  problèmes  4e  plans  tangens  à  oes  sinfaices  àe  xésoudcaient  de  la 
même  mamërc^axiB  le 'Cas  .général  oh  la-finrlaoe  té^^Lée  élémentaise,  dont  on 
substituerait  l'-AéitteiitÀ  wlm  de  la  «nr&ae  oéglé^  :géaérale^  Mrait  tw  hyperbo- 
loide  à  ifne  tiappe. 

Des  hyperbohides  >à  une  nappe  ^  Um^ns  a  une  siH;face  ré^ée. 

f  44.  Trels  lignes  qaèloonqaes  d'tine  surfine  «ëglée,  dirigent  k  flnûuvement 
de  la  droite  génénCtrtce  ide  cette  sm&ce;  les  tangentes  à  ces  oonxbes  y  nenées 
par  les  points  où  une  droite  qoeloonque^  -b-sœffaeeies  renoanltev  déteimiaent 
nn  bypeiixdoîde  tangent  à  la  smfu^e  samm  eeMe  dsoîte;  siam  on  a  démcntaié 
(art  1 19)  qu'un  plan*  qm  tonme  autour  d'one^droite  d'an  ihypedxiioide  ^  est 
dans  toutes  ses  positîcxistangeift  àcetl>ypedH>loide}tl*^.il2Suk^qa^ 
tourne  autour  dWe  droite  d^une  surfiiee  r^ée  ^  'Cst  ^ansn  >dans  toutes  ses 
positions  tangent  k  cette  waMàct ,  (puisqu'il  serait  eonstamnient  ttangent  à  un 
liyperlxdoide  qoi  «est  lui^^méme  itangent  à  h  «uiface  4iéglée^ 

Ayant  mené  un  plan  quelconque  par  une^rmtedannée^^esnrfiiee  jséglée, 
ce  plan  est  tangent  à  la  surfilée  ;  mais  le  prâit  de-oanlact  in!est  ipas  comiu^et  on 
propose  de  ie  déterminer  y^  ^sans  avoir  retours  à  l'on  .des  »Ëgipeivboloides ,  qui 
serait  tangent  à  la  sur&ee  t^ée -suifrant  Ift  ^droite  :doaoéè«r  âPour^BéscMidiet^etfee 
question ,  nous  désignerons  ^par  ®  4ft  droite  'donnée  ide  ila  «Bvfeoe.,  et  par  f,  un 
plan  "mené  par  cette ^^itc  Vous  remarquerons  que  oe  plan  P  coupelles  deux 
systèmes  de  boites  situées  des  deux-dètésde  ^la  idroile  D,  en  deux  :Sé]ries  de 
points  ionnsEnl  une  courbe  unique ,  et  que  cette  courbeirencootre  la  droite  ;D  au 
pdint'de  C€mtaet-du-plim  P-et  de-la  surÊiceréglée.  JEn  effet,  désignons  .par.  M  ce 
^int  de  contact,, par «,  mVm(^-f  et  par  n^ n',  n^.^les  deux  séries  de  points^  inter- 
jections du^ptanP^et  des  dnttlfiScdetlasuE£iee>séglée  situées  des  deux  cotés  de  la 
droite^.  Vu  plan  est  tangen€-à  œtte  suifiioe,  lorsqifil  passae^art.  89)  pariles  tan- 
gentes à  deux  sectiom  de  la  suîÊice ,  qui  se  croisent  au  point  de  contact;  mais  le 
.point  M  est  rintersection  de  la  droite  qui  est  sa  propre  tangente,  et  de  la  coui^be 
uniqiie  forméCiparies  deux-séries  depoi|:its  m^  m[yni\...n,  n'^  ri\.,..\  donc  le  plan  P 
qui  contient  îe^te.  courbe  et  rtoutes  ses  tangentes»  ainsi  que  la  droite  D,  est  tan- 
gent à  la  soifiiee<réglée  au  point  d'intersection  M  de  la  droite  ietide  lacourbe. 

Oïl  construira  tant  de  points  qù'ouYoudra  des  deux  séries  /»,  m',^*..inyn%  n'\.. , 
en  approchant  continuellement  de  la  droite  D;  les  deux  parties  de  la  courbe 
unique  formée  par  ces  deux  séries,  tendront  à  se  réunir  au  point  M  de  la  droite  D, 
vers  lequel  elles  convergent;  mab  elles  resteront  néanmoins  désunies  dans  le 
voisinage  de  cette  droite,  puisque  le  point  M  vers  lequel  elles  convergent,  est 
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indéterminé.  Néanmoins  une  main  habilç  tracera  la  courbe  avec  assez  dexac^ 
titude,  en  satisfaisant  à  la  loi  de  continuité  et  à  la  condition  du  jaccordement, 
qui  consiste  en  ce  que  les  deux  parties  de  là  courbe  ont  une  tangente  commune 
au  point  M ,  où  cette  courbe  rencontre  la  droite  D  de  la  surface. 

On  a  déduit  de  cette  considération  une  méthode  graphiqiie  pour  mener  une 
tangente  à  une  courbe,  en  plaçant  cette  courbe  sur  une  surface  réglée.  (Voyez 
Élémens  de  Géométrie  à  trois  dùnensiQns  ^  art.  56.) 

r45.  Ayant  mené  par  une  droite  d'une  smrface  réglée  trois  plans  quelconques: 
qui  la  touchent  en*  trois  points  Gonnus,  il  est  évident  que  toutes  les  droites 
menées  dans  œs  plans  par  les  points  de  contact,  seront  tangentes  à  la  surface  :  or 
trois  de  ces  droites  prises  dans  les  trois  plaxis ,  déterminent  un  hyperboloide 
tangent  à  là  surface  réglée;  d'o4  il  suit  qqe  deux  suif  aces  réglées  qui  ont  une 
droite  commune  et  trois  plans  tangens.  commuas  en  trois  points  de  cette  droite  y  ^ 
sont  tangentes  l'une  à'I'autre  dans  tous  les  points  de  la  droite  commune  y,  car 
elles  seraient  touchées  suivant  cette  droite  par  un  hyperboloïde  qui  aurait  pour 
directrices  trois  droites  menées  dans  les  trois  plans  tangeps,  par  les  points  de 
contact  dé  ces  plans  et  des  deux  iSurfaces» 

Les  trois  plans  tàngens  menés  par  une  droite. donnée  (l'une  sur£stce  réglée,^ 
et  les  trois  points 'de  contact,  déterminent  une. infinité  d'h)^perboloides  à  une 
nappe,  tangens  à  la  sur&ce  suivao^t  la  droite  donnée.  Parmi  ces  hyperboloides ,- 
il  y.  en  a  ud  très-remarquable^  c'estcelui^icontient.trois  droites  consécutives 
de  la' siir£aice  réglée^  et  qu'on  nomme  (art.  1 33)  hjrperboloide  osculateur  (i).  U- 
mesurela^ courbure  d'un  élément  gauche  de  surface  réglée^,  comme  le  cercle 
mesure  celle  de  la  courbe  dont  il  est-  osculateur. 

« 

(î)  Trois  plans  quelconques  menés  par  nne  droite  D  d'une  snrfiice  ' réglée ,  coupent  cette  saxhat 
suiVajit  trois  courbes,  qcd  reneontï'ent  la-  droite  D  entxôis'poiats  que  je  désigne  pftr:les  lettres  M, 
M'y  M^.  Les  tangôités  T,  T^,  T"  a  ces  courbesy  aux  pointai  M,  MVM^>  sont  les  tvoi&4jçoites  dii^ectrices  • 
de  la  droite  mobile  qui  «ngendrerjiyperholoide  osculateur  de  la  furÇaice  réglée  suivant  la- droite  D. 
Tout  plan  mené  par  Tune  des  tangentes,  T  par  exemplç,  coupela  surface  réglée  suivant  une  courbe, 
et  lliyperboloide  osculateur  suivant  une  droite,  laquelle  est  psculatrice  dé  là  couïbe;  eh  sorte  qufe 
le  point  de  contaèt  M"  est  un  point  d'inflexion  de  cette  conrbe.  Néanmoins,  lorsque  le  plan  mené 
par  la  tangente  T  n'est  pas  sécant,  et  qu'il  se  cônfbnd  àveé  le  plan  tangent  y  lequel  "^contient,'  x^  la 
droite  D,  a®  une  cduibe  telle  que  m,  m\xn£...n^  nf^nf',^  (art.  144),  4e  point  de  contact  M  n'est  pas 
nécessairement  un  point  d'inflexion  de  cette  courbe.  En 'effet,-  prenant  pour  l'ui^e.des  trois  direc- 
trices de  la  sur&ce  réglée,  une  courbe  plane -quelconcpie  sans  inflexion,  le  plan  de  cette  courbe  est 
tangent  à  la  surface,  et  de  plus,  le  point  de  contact  est  déterminé  par  là  rencontre  dé  cette  courbe 
et  de  la  droite  de  la  surface  contenue  dans  le  même  plan  ;  ce  qtu  fait  voir  que  ce  point  decontàct 
n'est  pas  nécessairement  un  point  d^nflexlon  y  ainsi  qu'on  l'aVait  supposé  trop  généralement ,  art.  7^ 
des  Élémens  de  Géométrie  à  trois  dànensiàns'fft^eS^.  ^     . 
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CHAPITRE  IV. 

•  » 

§   I.   DES   INTERSECnOirS   DE   SURFACES   COURBES  QUI   S^  PÉ19ÈTRE9T. 


1 46.  Deux  surfaces  iléfinies  sont  situées,  l'une  à  l'égard  de  l'autre ,  de  manière 
qu'elles  se  pénètrent  ;  on  propose  de  déterminer  la  forme  et  la  position  ae  leur 
intersection,  c'est-4-dire  de  la  ligne  suivant  laquelle  elles  se  pénètrent.  :£n 
concevant  par  chaque  point  de  cette  ligne  un  plan  qui  coupe  à  la  fois  les  deux 
surfaces  suivant  deux  courbes,  il  est  évident  que  si  ces  deux  courbes  étaient 
construites,  le  point  où  elles  se  rencontreraient,  appartiendrait  à  la  ligne  d'in- 
tersection des  deux  surfaces  :  oi^  d'après  le  chapitre  précédent ,  on  sait  cons- 
truire et  tracer  les  sections  planes  d'une  surface,  soit  qu'on  les  représente  sur 
les  plans  de  projections,  ou  qu'on  développe  les  plans  qui  les  contiennent; 
donc  on  trouvera  tant  de  points  qu'on  voudra  de  la  ligne  d'intersection  des 
deux,  surfaces.  Lorsque  les  sections  des  deux  surfaces  par  un  même  plan  ne  se 
rencontrent  pas,  quoique  les  surfaces  se  pénètrent, on  doit  en  conclure  que  le 
plan  des  sections  et  la  courbe  de  pénétration  n'ont  aucun  point  commun.  On 
choisit  dans  chaque  cas  particulier  le  système  de  plans  le  plus  convenable, 
pour  réduire  autant  que  possible  le  nombre  et  la  longueur  des  lignes  de  cons- 
truction. Ce  choix  étant  fait ,  une  autre  question  se  présente  ;  il  s'agit  de  déter- 
miner les  plans  limites  entre  lesquels  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces 
est  comprise. 

Lorsque  les  deux  surfaces  qui  se  coupent  sont  coniques,  par  exemple,  on  fait 
usage  d'un  système  de  plans  qui  passent  par  les  sommets  des  deux  cônes  et  par 
des  points  de  leurs  bases.  Il  en  résulte  que  chaque  plan  coupe  les  cônes  suivant 
des  droites  qui  se  rencontrent  en  des  points  de  l'intersection  des  deux  surfaces. 
C'est  par  la  même  raison  qu'ayant  à  trouver  l'intersection  de .  deux  surfaces 
cylindriques.  On  les  coupe  par  des  plans  parallèles  aux  génératrices  de  ces 
cylindres. 

1/17. 11  n'y  a  pas  de  règle  générale  pour  déterminer  le  meilleur  système  de 
plans  coupans,  ni  pour  trouver  les  plans  limites  de  ce  système.  La  solution  de 
ces  questions  serait  encore  plus  indéterminée  si  l'on  substituait  aux  plans  cou- 
pans  un  système  de  surfaces  courbes  de  même  nature  et  de  dimensions  variables, 
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dont  chacune  satisferait  à  la  condition  de  passer  par  deux  courbes  qui  se  ren- 
contreraient en  un  point  de  la  ligne  dUntersectiou  des  deux  surfaces  pro-^ 
posées.  Cette  substitution  présente  néanmoins  dans  quelques  cas  particuliers 
des  avantages ,  surtout  lorsque  les  surfaces  courbes  substituées  aux  plans  ne 
varient  que  par  une  seule  dimension.  Prenons  pour  exemple  deux  surfaces  de 
révolution  dont  les  axes  se  rencontrent;  on  substitue  aux  plans  coupans  des 
sphères  variables  de  rayon  et  concentriques,  dont  4e  centre  commun  est  le 
point  d'intersection  des  deux  axes;  ce  qui  revient  à  considérer  chaque  point  de 
la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  comme  le  point  coni^mun  à  deux 
cercles  d'une  sphère,  dont  le  rayon  qui  est  la  dimension  variable,  estix>nnu. 

Deux  petits  cercles  d'une  sphère  ne  se  rencontrent  pas  nécessairement;  mais 
deux  cercles  qui  ne  sont  pas  dans  le  même  plan,  et  qui  se  rencontrent,  sont 
nécessairement  sur  la  même  sphère.  Ainsi,  quel  que  soit  le  système  des  surfaces 
coupantes^  les  valeiirs  des  dimensions  variables  doivent  être  telles,  que  chaque 
surface  de  ce  système  contienne  nécessairement  deux  lignes  connues  et  données 
sur  les  surfaces  qui  se  pénètrent 

La  méthode  générale  que  nous  venons  d'exposer,  s'appliquera  avee  les  mo* 
difîcations  convenables  aux  cas  particuliers  que  nous  allons  examiner. 

Des  tangentes  aux  courbes  (P intersection  de  deux  surfaces. 

1 48-  L^  tangente  en  un  point  de  la  ligne  d'intersection  de  deux  surfaces ,  est 
évidemment  dans  te  plan  qui  touche  chaque  surface  en  ce  point  ;  d'où  il  sui( 
qu'on  obtient  cette  tangente  par  Tintersection  des  deux  plans  tangens.  Si  l'une 
des  deux  surfaces  est  un  plan,  on  a  déjà  vu  (art.  4o)  que  la  tangente  est  l'inter- 
section du  plan  tangent  à  la  surface  et  du  plan  de  la  courbe. 

La  tangente  à  la  courbe  à  double  courbure ,  qui  résulte  de  la  pénétration  de 
deux  surfaces ,  peut  aussi  être  considérée  comme  une  droite  perpendiculaire 
aux  normales  des  surfaces  menées  par  le  point  où  la  tangente  touche  la  courbe  ; 
mais  lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  deux  autres  droites,  et  que  ces  trois 
droites  se  croisent  au  même  points  la  première  est  perpendiculaire  au  plan  des 
deux  dernières;  donc  la  tangente  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces 
ix>urbes,  est  perpendiculaire  au  plan  mené  par  le  point  de  contact,  et  par  les 
deux  normales  aux  surfaces  qui  passent  par  ce  même  point  (i). 
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(i)  Voyez  un  article  de  M.  Biact  (M.-J.),  cUms  la  Correspondance  surtÈcoîe  Polytechnique , 
tom.  III,  p.  199* 
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exemples  pe  surfaces  qci  se  pénètrent,  jet  de  tangentes  aux  lignes 

d'intersections. 

Premier  Exemple.  —  Intersection  d'un  conéy  et  (Tune  sphère  qui  a  pour  centre  le 

sommet  du  cône.  (Pi.  i8). 

i49-  Les  deux  nappes  opposées  d'un  cône  étant  coupées  par  la  sphère  qui  ta 
pour  centre  le  sommet  de*  ce  cône ,  la  ligne  d'intersection  est  formée  de  deux 
branches  séparées  et  symétriquement  placées  par  rapport  au  centre  de  la 
sphère;  il  suffira  de  construire  lune  de  ces  branches^  par  exemple,  celle  qui  est 
située  entre  le  sommet  du  cône  et  le  plan  horizontal  de  projections  :  tout  ce 
qu'on  dira  de  cette  branche  inférieure  s'appliquera  également  à  la  supérieure. 

On  conçoit  par  le  sommet  du  cône  une  suite  de  plans  verticaux  ;  chacun  de 
ces  plans  coupe  le  cône  suivant  des  lignes  droites ,  la  sphère  suivant  un  grand 
cercle  ;  les  points  communs  au  cercle  et  aux  lignes  droites  appartiennent  à  Tin* 
tersection  de  la  sphère  et  du  cône. 

Soit  BCDE  la  base  du  cône  donnée  sur  le  plan  horizontal  ;  (A|^  a')  le  sommet 
du  cône  ou  le  centre  d'une  sphère  du  rayon  a'I  ou  aX,  Un  plan  vertical  quel* 
conque  CAE,  mené  par  ce  point  (A,  a'),  coupe  le  cône  suivant  deux  arêtes  qui 
passent  par  les  points  C  et  E,  et  la  sphène  suivant  un  grand  cercle.  Faisant 
tourner  ce  plan  autour  de  la  verticale  (A,  aa') ,  pour  Famener  dans  le  plan  ver- 
tical FAG  parallèle  au  plan  vertical  de  projections ,  les  points  C  ^  E  viennent 
en  F  et  G ,  et  les  arêtes  du  cône  qui  passent  par  ces  points ,  se  projettent  sur  le 
plan  vertical  en  a'ftX  a'gz  or  ces  droites  sont  rencontrées  par  le  cercle  du  dia- 
mètre IX  aux  pointsy,g^,  distans  de  la  verticale  aa*  Ae/'^  ^*^4-  Portant  ces 
distances  sur  l'horizontale  CAE  de  A  en  H  et  en  J,  ces  points  H  et  J  appartiennent 
à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du  cône. 
Les  points  correspondans  h  et  /  de  la  projection  verticale  de  cette  courbe,  se 
trouvent  sur  les  perpendiculaires  HA ,  1i  à  la  trace  XY  des  plans  de  projections , 
et  sur  les  horizontalesy A^ ,  ^i*\^  par  conséquent  les  points  de  rencontre  A,  i 
de  ces  droites,  appartiennent  à  la  projection  verticale  de  la  courbe  d'inter- 
section. 

1 5o.  La  tangente  à  cette  courbe  au  point  (J,  i)  s'obtient  par  l'intersection  des 
plans  tangens aux  deux  surfaces,  menés  parce  point.  Le  plan  tangent  au  cône  a 
pour  trace  (art.  53)  sur  le  plan  horizontal ,  la  droite  CP  tangente  à  la  base  BCDE  ; 
le  plan  tangent  à  la  sphère  considérée  comme  surface  de  révolution,  rencontre 
le  plan  horizontal  (art.  56)  suivant  la  droite  OP;  les  deux  traces  OP,  GP  se 
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coupent  au  point  P  de  la  tangente  ;  d'où  il  suit  que  les  droites  PJ,  pi  sont  les 
projections  horizontale  et  verticale  de  la  tangente  au  point  (  J,  i)  de  la  courbe 
d'intersection  des  deux  sui*faces. 

Pour  trouver  le  point  O  de  la  trace  horizontale  OP  du  plan  tangent  à  la 
sphère,  ou  a  mené  la  tangente  go  au  grand  cercle  de  la  sphère,  décrit  du  pointa' 
comnie  centre  avec  le  rayon  donné  a'I;  cette  tangente  rencontre  la  droite  XY  au 
point  o^  distant  de  la  verticale  ad  de  oo»  On  a  porté  cette  distance  oo  de  A 
en  O'  sur  la  droite  AF,  parallèle  à  XY;  Tare  de  cercle  décrit  du  point  A  comme 
centre  avec  AO'  pour  raypn ,  coupe  la  droite  AE  au  point  O. 

.  1 5f .  Dans  le  cas  particulier  où  la  base  du  cône  est  une  ellipse  BCD£,  on  dé» 
terminera  les  arêtes  de  ce  cône  situées  dans  les  plans  tangens  perpendiculaires 
au  plan  vertical  de  projections,  en  menant  le  diamètre  BD  de  l'ellipse  conjugué  au 
diamètre  qui  est  parallèle  à  la  droite  XY,  intersection  des  plans  de  projections.  Les 
tangentes  B^,  Hd  coupent  cette  droite  XY  aux  points  b  et  d;  les  droites  a'b^  ad 
sont  les  limites  de  la  projection  verticale  du  cône,  et  comme  elles  sont  aussi  les 
traces  verticales  des  plans  tangens  au  cône,  perpendiculaires  au  plan  vertical  de 
projections ,  elles  touchent  (art.  8a)  la  courbe  hikn  aux  points  /z,  k. 
.  Pour  détçrminer  ces  points  de  contact,  on  décrit  du  point  A  comme  centre 
avec  les  rayons  AB,  AD,  les  arcs  BB',  DD'  qui  coupent  la  droite  FAG  aux  points 
B',  D',  par  lesquels  on  élève  les  perpendiculaires  B'è',  Ji'd  à  XY.  Tirant  les 
droites  <z'^,  dd  qui  coupent  le  grand  cercle  de  la  sphère  du  diamètre  A,  aux 
points  n\k\  les  horizontales  lïriy  kk  rencontrent  les  limites  db,  a'rf  de  la  projec- 
tion verticale  du  cône,  aux  points /}  et  A.  Les  perpendiculaires  «N,  k\k.  à  XY  ren- 
contrent les  droites  AB,  AD  aux  points  N  et  K  de  la  projection  horizontale  NKCH 
de  la  courbe  d'intci^section  de  la  sphère  et  du  cône.  On  construirait  les  tangentes 
^14-9  l^i^  aux  points  N  et  R  de  cette  projection ,  comme  poiu*  le  point  J, 

1  Sa.  Il  y  a  encore  sur  la  courbe  d'intersection  d*autres  points  remarquables,  ceux 
pour  lesquels  les  tangentes  à  la  courbe  sont  horizontales,  Ces  points  se  trouvent 
sur  les  arêtes  du  cône,  qui  passent  par  les  pieds  des  normales  qu'on  peut 
abaisser  du  point  A  sur  l'eUipse  BCDE.  Soit  Ap  l'une  de  ces  normales,  sur  laquelle 
se  trouve  le  point  (M,  m)  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du  cône;  la 
tangente  en  ce  point  est  horizontale  ;  d'où  il  suit  que  le  point  m  de  la  courbe  nkch 
est  le  plus  élevé  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projections.  (L'horizontale  kk\ 
sécante  de  cette  courbe ,  ne  parait  tangente  sur  le  dessin,  que  parce  qu'elle  #e  cou* 
fond  avec  l'horizontale  qui  passerait  par  le  point  m), 

Jj^  tangentes  aux  points  situés  dans  les  plan»  verticaux  normaux  à  la  basQ 
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jdu  c&ne,  sont  horizontales,  parce  que  les  plans  tangens^au  cône  et  à  la  sphère  ^ 
dont  elles  sont  les  intersections ,  se  coupent  suivant  des  horizontales  ou  des  per- 
pendiculaires aux  plans  verticaux ,  qui  ont  pour  traces  horizontales  des  droites 
telles  que  Ap,  n<Minale&  à  l'ellipse  base  du  cône. 

1 53.  La  courbe  /|A/^,. construite  sur  le  plan  vertical  XY,  est  tangente  au  grand 
cercle  if'g^j  limite  de  la  projection  verticale  de  la  sphère,  et  pour  déterminer 
les  points  de  contact  >,  /,  on  mettra  en. projection  verticale  les  points  de  ren- 
contre a ,  ^  de  la  droite  FAG  et  de  Fellipse  BCD£  ;  ce  qui  donnera  les  points  et\  /S'y 
par  lesquels  on  mènera  les  droites  a'al}  d^  qui  coupent  le  grand  cercle  1/  '^  A 
aux  points  de  contact  79  ^  de  ce  grand  cercle  de  la  sphère  et  de  la  courbe  hikn^ 
Cette  courbe  a  un  point  double  a»  qui  se  trouve  sur  une  droite  diy  menée  par 
la  pjTojection  a!  du  sommet  du  cône,  et  par  le  point  %  projection  verticale  du 
point  f.  Ce  dernier  point  est  l'intersection  de  la  droite  FAG  parallèle  à  XY,  et  du 
diamètre  BD  de  Tellipse.  En  effet,  ce  diamètre  (art.  i5i)  coupe  en  deux  parties 
égales  Vordonnée  'ïïîii'  de  Tellipse,  et  le  milieu  i  étant  sur  la  droite  FAG,  il 
s'ensuit  que  les  droites  Aa»V,  k(é*fif  sont  égales.  Considérant  ces  droites  comme 
les  Xx^cts  de  deux  plans  verticaux  qui  appartiennent  au  système  de  plans  qui 
coupent  la  sphère  et  le  cône,  les  arêtes  du  cône  contenues  dans  ces  plans  se 
projettent  sur  le  plan  vertical  XY,  suivant  une  droite  unique  a'f',  et  seront  ren- 
contrées  par  la  sphère  en  deux  points  situés  sur  Thorizontale  {têài'^  tè)  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  de  projections.  L'intersection  des  deux  droites 
connues  ùù'd\  a'%'  détermine  le  point  double  ta  de  la  courbe  nyS'kùù. 

Du  développement  (Tun  cône  à  bczse  quelconque  (pi.  18).  {^Dernier  exemple  de 

développement). 

-  i54.  Nous  avons  vu  (art.  93)  que  le  développement  d'un  cône  droit  est.  un 
secteur  de  cercle  qui  a  pour  base  un  arc  de  même  longueur  que  la  base  circu- 
laire du  cône ,  et  pour  rayon  la  distance  d'un  point  de  cette  base  au  sommet  du 
cône.  En  considérant  un  cône  à  base  quelconque,  plane  ou  à  double  courbure, 
le  développement  de  la  partie  de  ce  cône  comprise  entre  son  sommet  et  sa 
ligne  d'intersection  par  une  sphère  qui  a  ce  sommet  pour  centre ,  est  aussi  jin 
secteur  de  cercle  de  même  longueur  que  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère 
et  du-  cône,  et  d'un  rayon  égal  à  celui  dé  la  sphère.  Il  faut  donc,  pour  coiis- 
truire  ce  développement,  rectifier  la  courbe  dont  on  a  les  deux  projections 
JNHKy  inhk.  Considérant  la  première  de  ces  courbes  comme  la  section  droite 
d'un  cylindre  vertical,  on  la  divise  en  uti  assez  grand  nombre  de  parties, 
pour  que  chaque  partie  spit  sensiblement  droite. 

Le  plan  vertical  AMp  coupe  la  base  du  cône  aux  points  p  et  p',  et  contient  le 
point  (M,  m)  de  l'intersection  du  cône  et  de  la  sphère,  qui  est  le  plus  élevé  au- 

la 


dessus  du  plan  homontal  ;  od  prend  le  plan  tangent  au  cône  en  ce  point  (M,  m) 
pour  le  plan  de  développement,  et  on  porte  sur  la  droite  R'R'  (/?g^.  i  a),  les  deux 
parties  MJR,  MHR  i^fig*  i)  de  la  courbe,  qui  est  la  projection  horizontale  deTin- 
tersection  du  cône  et  delà  sphère.  Cette  courbe  étant  divisée  à  partir  du  point  M 
{Jig.  i)  en  un  assez  grand  nombre  de  parties,  pour  que  chaque  partie  puisse 
êti'e  considérée  comme  une  droite,  les  points  M,  J,  y,  R  se  placent  sur  I^ 
•droite  RU'  C/^- 1^)  respectivement  en  M',  T,  y' ,  R',  et  les  points  M,  K,  H,  R  {fig^i) 
se  placent  du  côté  opposé  sur  la  même  droite  R'R',  en  M',  K',  H',  R'.  On  élève  par 
ces  points  des  perpendiculaires  qui  représentent  les  distances  des  points  de  la 
courbe  d'intersection  du  cône  et  de  la  sphère  au  plan  horizontal;  ces  distances 
sont  connues  par  la  projection  verticale  de  cette  courbe. 

Ainsi  les  ordonnées  R'R",  >y,  JT,  M'M",  K'K"  C/%.  i  û)  ont  pour  longueurs  lea 
perpendiculaires  abaissées  des  points  t',  y,  /,  /»,  k  {Jig.  i)  sur  la  droite  XY.  Lu 
courbe  R"  y'3"M"K"  {Jig-i  a)  qui  passe  par  les  extrémités  de  ces  ordonnées,  fait 
connaître  ce  que  devient  Fune  des  branches  R'^^M"  de  là  courbe  d'intersection 
de  la  sphère  et  du  cône ,  sur  le  développement  d'un  cylindre  vertical  qui  la  conr 
tient;  on  trouvera  de  la  même  manière  l'autre  branche  M"KlI"R". 

Cette  courbe  R"M"R''  a  pour  ordonnée  maximum  la  droite  M'^I"  qui  correspond 
au  point  (M,  m)  (Jig.  i)  de  l'intersection  des  deut  surfaces.  L'ayant  divisée  en 
parties  très-petites  et  sensiblement  droites,  on  rapporte  toutes  ces  parties  sur  un 
arc  de  cercle  décrit  du  point  S  {Jig.xb)  comme  centre,  avec  un  rayon  SR''  égal  au 
rayon  de  la  sphère  qui  pénètre  le  cône.  On  joint  les  points  de  division  et  le 
centre  S  par  des  droites  qui  représentent  les  arêtes  du  cône.  Supposons  que  l'arc 
de  cercle  R'Y'J"  soit  de  même  longueur  que  la  portion  de  courbe  R'yj"  {Jîg.  i  a)  9 
la  droite  SJ^'C  sera  l'arête  du  cône  qui  a  pour  projections  {Jig.  i)  les  droites  AC, 
û!c^  et  le  point  J''  (/%•!  d)  représentera  le  point  (J,  i)  {Jig.  i)  de  la  courbé  d'in- 
tersection du  cône  et  de  la  sphère*  Construisant  la  longueur  de  l'arête  du  cône^ 
qui  a  pour  projections  les  droites  ACyi^'c^/^.  i),  et  la  rapportant  {Jig.  i  £)  de  S 
enC,  le  point  C  appartiendra  à  la  coUrbe  p'CfEp\  qui  est  sur  le  dév^oppement 
du  cône,  la  transformée  de  l'ellipse BCDE,  base  de  ce  cône  (art.  84). 

La  tangente  CP  {^.  i)  de  l'ellipse ,  et  la  tangente  de  1^  courbe  d'intersection 
au  point  (  J,  i) ,  forment  avec  la  portion  d'arête  du  cône  (CJ^  ci) ,  un  triangle  CJ"P 
(^.  I  b),  dont  le  côté  CP  est  une  tangente  à  la  courbe  p'C^E'p';  mais  chaque 
tangente  de  la  transformée  de  la  courbe  d'intersection ,  est  une  tangente  de  l'arc  da 
rayon  SIM'  {Jig.i  à)  ;  donc  si  l'on  construit  la  longueur  de  la  droite  (JP,  ^)  (/%*i)  9 
et  qu'on  la  porte  de  J"  en  P  ^/%.  i  6)  sur  la  perpendiculaire  ÏV  a  SJ%  l'hypOr 
thénuse  CP  du  triangle  rect£^ngle  Q'T^  sera  la  tangente  de  la  courbe  p'CpE'pS 
tnmsformée  de  TeUipse  base  du  cône,: 


I 

l 
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Deuxième  Exemple  d* intersection  de  surfaces.  —  Deux  surfaces  cylindriques  se 
pétiètrent,  et  oh  demande  la  courbe  d intersection?  (Pi.  19)  — (Voy.  là  dèfinitior% 
de  ces  surfaces  y  /?.  28 ,  art*  48  )• 

1 55.  Chaque  point  de  la  ligne  d'intersection  de  deu&  surfaces  cylindriques 
est  déterminé  par  la  rencontre  des  deux  droites  qu'on  peut  mener  par  ce  point 
sur  les  surfaces  :  or  tous  ces  couples  de  droites  sont  situés  dans  des  plans 
parallèles  aux  droites  génératrices  des  deux  cylindres  ;  donc  en  coupant  les  deux 
surfaces  par  des  plans  parallèles  à  ces  génératrices,  on  construira  chaque  point 
de  la  ligne  d'intersection  par  la  rencontre  de  deux  droites  ;  ce  qui  est  la  solution 
la  plus  simple  qu'on  puisse  trouver.  La  direction  des  plans  coupaiis  étant 
connue ,  il  ne  s'agit  que  de  fixer  les  limites  de  ces  plans  ;  elles  dépendent  des_ 
Jbases  ou  des  directrices  des  droites  mobiles,  génératrices  des  cylindres.  En 
effet,  supposons  ques  ces  bases  soient  des  lignes  données  sur  le  plan  horizontal 
de  projections,  tellesque  les  ellipses ÂBCD,  EFGH  {Jig.  i,/?/.  19);  les  parallèles 
^1K,^%:),  (IL,  ^0  aux  génératrices,  menées  par  un  point  quelconque  (I,  /)  de 
l'espace,  rencontrent  ie  plan  horizontal  de  projections  aux  points  R,  L;  d'o& 
il  suit  que  les  traces  horizontales  de  tous-  les  pians  parallèles  aux  génératrices , 
seront  des  parallèles  à  la  droite  KL. 

Menant  les  tangentes  MNO,  PQR  aux  ellipses  ABCD,  EFGH  parallèles  à  la 
droite  KL,  elles  seront  les  traces  des  plans  cou  pans  limites,  c'est-à  dire  que 
tons  les  points  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  cylindres  seront  renfermés 
entre  ces  plans.  En  effet,  un  plan  quelconque  parallde  aux  génératrices  des 
cylindres,  dont  la  trace  horizontale  serait  en  dehors  de  l'aire  comprise  entre 
les  deux  parallèles  MO,  PR ,  ne  rencontrerait  qu'une  seule  base ,  ou  n'en  ren- 
contrerait aucune;  Dans  les  deux  cas,  ce  plan  ne  renfermerait  aucun  point  de  la 
courbe  d'intersection,  puisqu'il  ne  contiendrait  pas  des  droites  appartenant  à 
l'une  et  à  l'autre  surface.  Soit  donc  STUV  parallèle  à  la  droite  KL,  la  trace  d'un 
plan  coupant  qui  rencontre  les  hases  des  deux  cylindres  aux  points  S,  T,  U,  V; 
on  aura  les  projections  des  arêtes  des  cylindres  contenus  dans  ce  plan,  en  menant 
par  les  points  S,  T  des  parallèles  à  Kl,  et  par  les  points  U,  V  des  parallèles  à  LT; 
CM  parallèles  se  couperont  aux  quatre  points  M^fity^J^^  qui  appartiennent  à  la 
projedâon  horizontale  de  l'intersection  des  deux  cylindres.  Abaissant  les  perpen- 
diculaires SS',  TT,  UU'  VV  sur  XY  intersection  des  plans  de  projections,  les 
parallèles  Saly',  T^ê*  i  la  droite  A',  et  les  parallèle»  U^a\  V'cTy  à  la  droite  //, 
se  coupent  aux  quatre  points  a ,  /}',  y\  J^,  qui  appartiennent  à  la  projection  ver- 
ticale de  U  coui6e  d'intersectiou;  les  droites  «i« ,  jSjS',  yy^  /^  sont  perpendicu- 
laires à  XY,  parce  qu'elles  joignent  les  projections  des  points  de  cette  courbe , 
•  «taés  dbans  l'un  <ies  plans  coupans* 
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Les  projections  horizontale  et  verticale  de  la  ligne  dUntersection  des  deux 
cylindres^  se  construisent  indépendamment  Tune  de  l'autre.  Conservant  les 
bases  des  deilx  cylindres,  on  pourrait  faire  varier  les  directions  de  leurs  géné- 
ratrices, de  manière  que  la  projection  horizontale  de  Tintefsectiou  restant  la 
même ,  la  projection  verticale  changeât ,  et  réciprôqueiAent. 

* 

1 56.  La  tangente  au  point  tel  que  (/S?  jS)  de  la  eourbe  d'intersection,  est  à  la 
fois  dans  les  plans  qui  sont  tan  gens  aux  cylindres  suivant  les  arêtes  qui  se  reii«* 
contrent  en  ce  point  :  or  ces  arêtes  sont  (Tj3 ,  T'/S  ) ,  (U^ ,  U'/3') ,  et  les  plans  tangens 
i^uivant  ces  arêtes ,  ont  pour  traces  horizontales  les  droites  TZ,  UZ  tangentes  aiiit 
^ses  des  cylindres;  donc  le  point  Z'OÙ  oes  traces  se  coupent,  appartî^it  à  la 
tangente.  Tirant  Z^  du  point  Z  au  point  donné  /3,  abaissant  la  perpendiculaire 
^Z'surXY,  et  joignant  les  points  Z',  ]3'»  on  aura  les  projections  Z^,  Z'j3'  de  la*  tan- 
gente au  point  (^,  ^')  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  cylindres. 

1 57.  On  mènera  d'autres  plans  cmipans,  par  les  points  C,  D,  G,  H  où  les  bases 
des  cylindres  sont  touchées  par  les  droites  CC,  DD',  GG',  HH'.  Les  plans  coupans 
limites  MNO,  PQR  sont  tangens  au  premier  cylindre  suivant  des  arêtes  qui  passent 
par  les  points  M,  P  de  la  base  ABCD,  et  sont  sécans  du  second  cylindre  sui^ 
vant  les  arêtes  qui  passent  par  les  points  N,  O,  Q,  R  de  la  seconde  base  EFGII; 
ces  dernières  arêtes  sont  des  tangentes  à  la  courbe  d'intersection ,  puisqu'elles 
sont  aussi  les  droites  intersections  des  plans  tangens  au  second  cylindre  menés 
par  les  arêtes,  et  des  plans  tangens  au  premier  menés  par  les  points  M,  P  dç 
sa  base.  Mais  \^s  arêtes  du  second  cylindre  qui  passent  par  les  points  N,  0,Q,  & 

.  ont  pour  projections  horizontales  quatre  parallèles  à  la  droite  LJ!  menées  par  ces 
points,  et  pour  projections  verticales  quatre  parallèles  à  la  droite  //  menées  pair 
les  points  N',  O',  Q',  R',  projections  verticales  des  points  N,  O,  Q,  R;  d'où  il 
suit  que  les  quatre  premières  parallèles  sont  tangentes  à  la  projection  horizon- 
tale de  la  courbe  d'intersection  des  deux  cylindres,  et  les  quatre  autres  sont 
tangentes  à  la  projection  verticale  de  cette  courbe. 

« 

i58.^Les  projections  horizontales  des  deux  cylindres,  ont  pour  limites  les  tan- 
gentes DD',  ce  menées  à  la  base  ÂBCD,  parallèlement  à  Kl,  et  les  tangentes 
•GG',  HH'  à  la  base  EFGH ,  parallèles  à  LI  ^  or  ces  tangentes  sont  aussi  les  traces 
de  plans  verticaux  tangens  aux  cylindres ,  et  ces  traces  sont  .elles-mêmes  des 
tangentes  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection  ;  donc  les  droites 
Diy,  CC,  GG',  HH'  sont  tangentes  à  cette  projection.  Le  même  raisonnement 
,  s'applique  aux  limites  des  projections  verticales  des  cylindres.  Les  tangentes  aux 
bases,  telles  que  AA',  BK,  EE',  FF  perpendiculaires  à  XY,  reiicoiitreut  cette 
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droite  auic  points  A',  B',  £\  T;  menant  par  les  points  A',  V  des  droites  parais 
lèles  à  k  ij  et  par  les  points  E',  F  des  droites  parallèles  à  &;  ces  droites  A'a,  B'è,  E'^,  F/ 
sont  des  tangentes  à  la  projection  verticale  de  la  courbe  d'intersection. 

iSg.  Lorsqaedeux  surfaces  cylindriques  dont  les  génératrices  sont  parallèles, 
se  rencontrent,  la  pénétration  a  lieu  suivant  une  ou  plusieurs  droites;  dans  le 
cas  où  les  génératrices  ne  sont  pas  parallèles,  il  peut  arriver  deux  cas,  ou  que 
les  bases  des  cylindres,  c'est-à-dire*  leurs  traces  sur  le  plan  horizontal,  soient 
^es  courbes  fermées,  ou  infinies.  Si  elles  sont  fermées,  la  courbe  d'intersectioa 
est  aussi  fermée  ;  si  elles  s'étendent  à  l'infini ,  de  manière  qu'elles  soient  rencon*» 
trées  par  tous  les  plans  parallèles  aux  génératrices,  la  courbe  d'intersection 
s'étend  aussi  à  l'infini* 

w 

i6o.  En  supposant  que  les  bases  des  cylindres  donnés,  soient  les  ellipses 
ABCD ,  EFGH  qui  sont  des  courbes  fermées^  la  ligne  d'intersection  est  aussi  fer" 
mée;  mais  elle  peut  avoir  ou  une  seule  branche,  ou  deux  branches  séparées: 
c'est  ce  qu'on  reconnaît  à  priori^  par  les  traces  des  plans  coupans  limites. 

Lorsque  les  deux  traces  sont  tangentes  à  l'une  des  deux  bases  seulement ,  et 
sécantes  de  l'autre,  comme  là^.i,/)/.i9  l'indique,  le  cylindre  correspondant  à 
la  première  base  pénètre  le  second  cylindre ,  de  manière  qu'il  y  a  sur  celui-ci 
courbe  d'entrée  et  courbe  de  sortie;  mais  si  les  traces  des  plans  sécans  limites 
ne  sont  pas  tangentes  à  une  seule  des  deux  bases  données ,  il  n'y  a  pas  péné- 
tration totale,  il  y  a  seulement  arrachement;  la  ligne  d'intersection  est  dans  ce 
cas  d'une  seule  branche.  On  aurait  cette  branche  unique  {pL  1 9  ) ,  en  prenant  les 
droites  ^4'  ^4'  pour  les  limites  des  plans  sécans;  chacune  de  ces  droites  est  tan* 
.  gente  à  une  base ,  et  sécante  de  l'autre. 

161.  Il  y  a  des  cas  où  la  pénétration  de  deux  cylindres  est  une  courbe  plane. 
Soit,  par  exemple,  {Jig.  a^pL  19)  un  cylindre  horizontal  qui  a  pour  base  un 
cercle  vertical  du  diamètre  AB,  et  dont  les  arêtes  passant  par  les  extrémités  A,  B 
de  ce  diamètre,  soient  les  horizontales  ACE,  BFD;  en  coupant  ce  premier 
.cylindre  par  un  plan  vertical  CD,  et  regardant  la  section  comme  la  base  d'un 
second  cylindre  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  droites  données  CF,  DE,  il 
est  évident  que  les  deux  cylindres  se  pénétreront ,  et  que  la  ligne  d'intersection 
sera  composée  de  deux  courbes  planes,  situées  dans  les  plans  verticaux  CD,  £F; 
ces  deux  courbes  se  coupent  au  point  dont  O  est  la  projection  horizontale.  Ce 
point  est  l'intersection  de  deux,  arêtes  horizontales^  contenues  dans  le  même 
plan  tangent.  L'intersection  de  ce  plan  et  des  plans  verticaux  CD ,  £F,  déteir* 
minera  les  tangentes  horizontales  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  cylindres. 


q4  eiOUliTEIK     BSSCRIPTTTE. 

t 

Troisième  Exemple  d^ intersection  des  sur/aces.  —  Pénétration  de  deux  surfaces 

coniques.  (PL  20). 

16a.  Deux  surfaces  coniques ,  telles  qu'on  les  a  défiaies  page  3i|  se  pénètrent, 
et  on  propose  de  construire  leur  ligne  d'intersection  ? 

On  prend  pour  le  système  de  plans  qui  coupent  à  la  fois  les  deux  surfaces 
données,  ceux  qui  passent  par  les  sommets  des  deux  cônes,  ou  plutôt  par  la 
droite  qui  joint  ces  sommets.  Chaque  point  de  la  courbe  d'intexisectioa  étant 
déterminé  par  la  rencontre  des  deux  droites  des  surfaces ,  le  plan  de  ces  droites 
contient  évidemment  la  droite  qui  joint  ces  sommets,  fmisque  toutes  les  droites 
de  chaque  cône  passent  par  le  sommet  de  ce  cône.  Réciproquement ,  un  plan 
conduit  par  la  droite  qui  joint  les  d'eux  sommets  et  qui  rencontre  les  deux  bases , 
contient  les  droites  des  cônes,  qui  se  coupent  en  un  point  de  la  Ugne  d'inter- 
section demandée* 

* 
i63.  Soient  {pL  ao)  (A,  ^t),  (B,  3)  les  sommets  des  côpes  qui  se  pénètrent; 
DEFG,  HIKL  les  directrices  des  droites  génératrices  de  ces  cônes,  données  sur 
le  plan  horizontal  de  projections;  la  droite  (AB,  ab)  qui  joint  les  sommets  des 
cônes,  coupe  le  plan  horizontal  au  point  C,  par  lequel  on  mène  les  tangentes 
CDK ,  CEL  à  la  directrice  DEFG  base  du  premier  cône.  Ces  tangentes  sont  les 
traces  horizontales  des  plans  coupans  limites  ;  le  plan  coupant  dont  la  trace 
horizontale  serait  hors  de  l'angle  DCE,  ne  rencontrerait  pas  les  deux  cônes ^  et 
par  conséquent  ne  contiendrait  pas  de  points  de  l'intersection  demandée.  Les 
traces  limites  CD,  CE  coupent  la  directrice  HIKL,  base  du  second  cône^  aux 
points  K,  L,  extrémités  de  l'arc  KIL,  base  de  la  partie  de  ce  <:ône,  <pii  est 
pénétrée  par  le  premier  cône.  Menant  les  arêtes  (BK,  *K'),  (BL,  ôU)  du  second 
cône,  et  les  arêtes  (AD, aD') ,  (AE,  aE')  du  premier,  elles  se  coupent  aux  points 
(M,  m),  (iN*,  n)  de  la  Ugne  d*intersection  des  deux  cônes.  T/es  projections  horir 
Eontale  et  verticale  de  ces  arèles  sont  tangentes  aux  projections  de  la  ligne  d'in- 
tersection, parce  que  ces  arêtes  peuvent  être  considérées  comme  les  df)oites 
intersections  des  plans  langens  aux  cônes,  maiés  par  les  points  (M,  m),  (N,  /i^. 

i6/|.  Un  plan  coupant  dont  la  trace  horizontale  CBQP  est  dans  l'angle  DCE, 
coupe  le  premier  cône  suivant  les  arêtes  (AQ ,  aQ'  ) ,  (AR,  aR') ,  et  le  second  cône 
suivant  l'arête  (BP,  *F)  ;  ces  arêtes  situées  dans  le  même  plan ,  se  rencontrent 
aux  points  (S,  s)^  (T,  t)  de  la  ligne  d'intersection.  On  déterminerait  de  la  même 
manière  d'autres  points  de  cette  ligne. 

On  a.  déjà  remarqué  (art.  1 55)  qu'en  prenant  pour  plan  de  projections  le  plaii 
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des  bases  des  cylindres  qui  se  pénètrent ,  les  projections  de  la  ligne  id'inter-- 
section  sur  ce  plan  se  construisaient  à  part,  et  sans  avoir  recours  au  second 
plan  de  projections ,  si  ce  n'est  pour  déterminer  un  plan  parallèle  aux  droites 
génératrices  des  deux  cylindres;  la  même  remarque  s'applique  aux  cônes. 
On  ne  se  sert  du  second  plan  de  projection  que  pour  trouver  le  point  d'intersec* 
fion  de  la  droite  qui  joint  les  sommets  des  deux  cônes  et  du  plan  des  basés  de 
ces  cônes.  Cependant,  si  l'on  demandait  {pL  ap)  les  points  de  la  projection  hort« 
mentale  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  cônes ,  qui  sont  sur  la  droite  ABC,  la 
projection  verticale  deviendrait  nécessaire.  Cette  droite  ABC ,  projection  hori« 
zontale  de  la  droite  qui  joint  les  deux,  sommets,  peut  aussi  être  considérée 
comme  la  trace  d'un  plan  coupant  vertical  ^  qui  rencontre  chacun  des  cônes 
Juivant  deux  arêtes  ;  les  projections  verticales  de  ces  arêtes  se  coupent  en  quatre 
points  de  la  projection  verticale  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  cônes.  Deux 
de  ces  quatre  points ,  marqués  3',  4S  {pi*  ^o) ,  sur  le  plan  vertical  de  projectiotis , 
déterminent  sur  la  droite  ABC  les  deux  points  3 ,  4  de  la  courbe  MI7ST,  pro- 
jection horizontale  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  cônes. 

i65.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (S,  s)  dé  l'intersection  des  deux 
cônes ,  96  trouve  dans  les  plans  tangens  aux  cônes  menés  par  ce  point.  Le  plan 
tangent  au  premier  cône  passe  par  l'arête  qui  rencontre  le  plan  horizontal  au 
point  Q  ;  d'où  il  suit  que  la  tangente  QY  à  la  base  DEFG  est  la  trace  horizontale 
de  ce  plan  tangent.  La  trace  du  second  plan  tangent  au  même  point  (S,  s)  dil 
second  cône ,  est  la  droite  PV  tangente  au  point  P  de  la  base  IGHK  :  or  ces  deux 
traces  se  coupent  au  point  V;  donc  ce  point  appartient  à  la  tangente  (YS,  Y'j)« 
La  droite  YS  est  tangente  à  la  projection  horizontale  MNST  de  la  ligne  d'inter- 
section des  deux  cônes,  et  la  droite  Y  s  est  tangente  à  la  projection  verti* 
cale  iwisi  de  cette  ligne.  Cette  projection  mnst  a  encore  pour  tangente  la  droite  b\\ 
limite  de  la  projection  verticale  du  cône  à  base  IKH ,  et  les  droites  aF,  oG", 
fimites  de  la  projection  verticale  du  cône  à  base  FDG.  Pour  construire  le  point 
de  contact  sur  l'une  de  ces  tangentes ,  par  exemple  sur  aF,  qui  correspond  à 
l'arête  (AF,  àP)  du  premier  cône,  on  mènera  par  le  point  F  la  trace  CF  d'un 
plan  coupant;  cette  trace  coupe  la  base  du  second  cône  au  point  j3.  L'arête 
(^/8,  b^)  de  ce  cône  rencontre  l'arête  (AF,  aF)  du  premier  cône  au  point  (a,  *'); 
ce  qui  détermine  le  point  de  contact  a'  sur  la  droite  aâf^  tangente  à  la  courbe  mnst. 

i66.  La  courbe  (MNST«,  mnsfûi)  que  nous  venons  de  construire ,  n'est  qu'une 
branche  de  la  ligne  d'intersectioh  des  deux  cônes.  Il  est  évident  que  le  premier 
cône  serait  coupé  en  totalité  par  la  portion  du  second  cône,  qui  a  pour  base 
l'arc  S%  de,  la  base  de  ce  cône;  ce  qui  formerait  une  seconde  branche  de  la* 
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ligne  d*intersectloâ|  que  Ton  doU  tracer  pour  résoudre  le  problème  complète- 
ment, mais  qu'on  a  omise  {j>L  ao)  afin  d'éviter  la  confusion  des  lignes  de  cons% 
truction. 

De  la  courbe  d'intersection  de  deux  cônes  du  second  degré. 

167.  On  nomme  cônes  ou  cylindres  du  second  degrés  ceux  dont  les  bases  sont 
des  courbes  planes  du  second  degré,  T^Hipse,  la  parabole ,  Fhyperbole  (art.  73). 

Deux  cylindres  à  bases  elliptiques  ne  peuvent  se  couper  que  suivant  une 
courbe  fermée ,  d'une  seule  branche  ou  de  deux  branches  séparées  ;  la  courbe 
d'intei^ection  ne  s'étend  à  l'infini  que  lorsque  les  deux  bases  sont  des  hyper- 
boles ou  des  paraboles.  La  condition  nécessaire  pour  que  deux  cônes  quel- 
conques se  pénètrent  suivant  une  ligne  à  branches  infinies ,  c'est  qu*ils  aient 
des  arêtes  parallèles.  Chaque  point  de  l'intersection  étant  donné  par  la  ren- 
contre de  deux  droites  des  cônes,  il  est  évident  que  ce  point  ne  peut  être  situé 
à  l'infini  que  lorsque  les  droites  deviennent  parallèles.  En  ne  considérant  que 
les  cônes  du  second  degré ,  on  peut  déterminer  a  priori  le  nombre  de  branches 
infinies  de  leur  ligne  d'intersection ,  et  les  asymptotes  de  cette  ligne. 

Des  asymptotes  de  la  ligne  d intersection  de  deux  cônes  du  second  degré. 


y 


168.  L'asymptote  de  la  ligne  d'intersection  de  deux  cônes  est  la  tangente  au 
point  de  cette  ligne  situé  à  l'infini  :  or  ce  point  est  l'intersection  des  droites  des 
cônes ,  qui  sont  parallèles  ;  d'où  il  suit  que  les  plans  tangens  aux  cônes  menés 
par  ces  droites ,  se  coupent  suivant  les  asymptotes  de  la  ligne  d'intersection. 
Pour  déterminer  les  droites  parallèles  de  deux  cônes ,  on  joint  leurs  sommets 
par  une  droite,  et,  supposant  que  le  premier  cône  soit  fixe,  on  fait  mouvoir 
le  second  cône  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  son  sommet  par- 
coure la  droite  dirigée  vers  le  sommet  du  premier  cône.  Lorsque  les  deux  som- 
mets  sont  réunis ,  on  coupe  le  cône  fixe  et  le  cône  transporté  par  un  même  plan  ; 
les  courbes  qu'on  obtient ,  présentent  les  cas  suivans  ; 

i*^  Elles  peuvent  se  couper  en  quatre  points; 

^^  Se  couper  en  deux  points,  et  se  toucher  en  un  troisième; 

3®  Se  toucher  en  deux  points  ; 

4°  Se  couper  en  deux  points  ; 

5°  Se  toucher  en  un  seul  point  ; 

6®  If  avoir  aucun  point  commun.  -     - . 

•  Nous  allons  examiner  ces  six  cas,  et  pour  distinguer  les  cônes  donnés,'  nous' 
appellerons  le  premier  A ,  le  second  B ,  et  ce  dernier,  transporté  paralièlement* 
à  lui-même,  B';  les  deux  cônes  A  et  B'  ont  même  sommet 
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169.  Premier  cas.  Les  sections  des  deux  cônes  A  et  B'  par  un  même  plan ,  se 
coupent  en  quatre  points. 

Les  cooes  A  et  B'^  dans  cette  hypothèse,  ont  quatre  arêtes  communes  qui 
passent  par  ies  points  où  leurs  sections  pknes  se  coupent  :  or  ces  arêtes  ont 
leurs  parallèles  sur  le  cône  B;  donc  Ton  des  àeux  cônes  A  ouB,  a  quatre  arêtes 
qui  ont  leurs  parallèles  sur  Tautre  cône.  IjCS  points  à  Tio^i  de  leur  ligne  d'in- 
tersection sont  situés  sur  ces  arêtes;  donc  les  pltns  tangens  menés  par  les  quatre 
couples  d'arêtes  parallèles,  se  coupent  suivant  quatre  droites,  qui  sont  les 
asymptotes  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  cônes.  Les  asymptotes  sont 
respectivement  parallèles  aux  quatre  droites  de  contact  des  cônes  et  des  plans 
tangens  aux  c^es  suivant  ces  droites. 

Deuxième  cas.  Les  sections  planes  des  deux  cônes  A  et  B'  se  coupent  en  deux 
points,  et  se  touchent  en  un  troisième. 

Dans  cette  faiypo thèse, Jes  cônes  A  et  B  ont  trois  arêtes  parallèles;  les  plans 
tangens  à  ces  cônes ,  suivant  les  deux  premières  arêtes ,  se  coupent  en  deux 
droites  qui  sont  asymptotes  de  la  courbe  d'intersection.  Les  plans  tangens  sui- 
vant la  troisième  arête  sont  parallèles,  et  ne  se  rencontrent  pas. 

Troisième  cas.  Les  cônes  A  et  B'  se  touchent  suivant  deux  arêtes;  ce  qui  indique 
que  les  cônes  A  et  B  ont  deux  arêtes  parallèles ,  et  que  leurs  plans  tangens  sui^ 
vant  ces  arêtes  sont  parallèles  entre  eux  ;  d'où  il  suit  que  la  courbe  d'intersection 
n'a  pas  d'asymptote. 

Quatrième  cas.  Les  cônes  A,  F  se  coupent  suivant  deux  arêtes;* la  courbe 
d'intersection  des  deux  cônes  A  et  B  a  deux  asymptotes. 

Cinquième  cas.  Les  cônes  A,  F  se  touchent  suivant  une  arête;  la  courbe  d'in- 
tersection s'étend  à  Finfini  et  n'a  pas  d'asymptote. 

Sixième  cas.  Les  cônes  A  et  B'  n'ont  aucune  arête  qui  leur  soit  commune.  Les 
cônes  A  et  B  n'ont  alcurs  aucune  arête  parallèle  ;  toutes  les  branches  de  la 
courbe  d'intersection  sont  fermées,  et  elles  n'ont  point  d'asymptotes. 

En  résumé,  la  courbe  d'intersection  de  deux  cônes  du  second  degré  a  deux 
où- quatre  asymptotes;  les  branches  de  cette  courbe  qui  s'étendent  à  l'infini, 
sont  ou  hyperboliques  avec  asymptotes,  ou  paraboliques  sans  asymptotes. 

170.  Dans  l'interseùtion  de  deux  cônes  du  second  degré,  le  nombre  de 
branches  fermées ,  de  branches  infinies  hjrperboliques  ou  paraboliques ,  dépend 
de  la  position  respective  des  deux  cônes;  de  quelque  manière  que  les  branchés 
soient  combinées  entre  elles ,  leurs  projections  ne  peuvent  être  cQupées  par  une 

i3 
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ligne  droite  en  plus  de  quatre  points.  Lorsque  le  sommet  de  Tun  des  cÔDés  est 
sur  la  surface  de  l'autre,  alors  ce  sommet  est  un  des  points  de  la  courbe  d'in- 
tersection; projetant  ce  point  et  la  courbe  sur  un  plan,  la  projection  du  point 
tient  lieu  d'une  branche.  Cet  exemple  fait  voir  en  géométrie  ce  que  dans  la 
théorie  des  courbes  on  entend  par  point  isole.     . 

Le  sommet  de  l'un  des  cônes  étant  sur  la  surface  de  l'autre,  et  ces  deux 
cônes  ayant  une  arête  commune ,  cette  arête  sera  une  des  branches  de  la 
courbe  d'intersection ,  et  les  branches  qui  complètent  cette  courbe ,  ne  pourront 
être  coupées  qu'en  trois  points. 

* 

De  r intersection  du  cône  et  du  cylindre  dans  le  cas  ou  les  sections  de  ces  surfaces 

par  un  plan  j  sont  des  courbes  du  second  degré  fennecs. 

171.  Pour  reconnaître  a  priori  si  la  ligne  qui  résulte  de  l'intersection  des  deux 
surfaces^  le  cône  et  le  cylindre  du  second  degré,  s'étend  à  l'infini,  on  mènera 
par  le  sommet  du  cône  une  parallèle  à  la  génératrice  du  cylindre,  et  on  cons- 
truira le  point  d'intersection  de  cette  parallèle  avec  la  courbe  du  second  degré, 
qui  est  la  trace  du  cône  sur  l'un  des  plans  de  projections.  Ou  ce  point  se  trou- 
vera hors  du  contour  de  la  courbe,  ou  sur  ce  contour;  s'il  est  hors  du  contour, 
on  conclura  que  le  cylindre  et  le  cône  n'ont  aucune  arête  parallèle,  et  que  la 
courbe  qui  résulte  de  leur  pénétration  est  nécessairement  composée  de  branches 
fermées;  s'il  est  sur  le  contour,  toutes  les  arêtes  du  cylindre  seront  parallèles  à 
une  arête  du  cône,  et  le  plan  tangent  au  cône  suivant  cette  arête,  sera  xxnplœi 
asjrmpiotique  de  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  et  du  cône. 


«M 


§   n.    AUTRE   EXEMPLE   d'uTTERSECTIOIT   DE   SURFACES* 

1 7a.  On  suppose  que  deux  surfaces  de  révolution  se  pénètrent,  et  on  propose 
de  construire  leur  ligne  d'intersection  dans  le  cas  particulier  où  leurs  axes  se 
rencontrent  ?  [PL  a  i .)  v 

Les  deux  axes  des  surfaces  de  révolution  étalât  <k)rinés,  on  preud  pour  l'un 
des  plans  de  projections,  l'horizontal  par  exemple,  un  plan  perpendiculaire  au 
premier  axe,  et  pour  plan  vertical,  un  plan  parallèle  aux  deux  axes. 

Nous  avons  considéré  jusqu'à  présent  chaque  point  de  la  ligne  d'intersection 
de  deux  surfaces,  comme  le  point  de  rencontre  de  deux  courbes  de  ces  sur- 
faces, contenues  dans  un  même  plan,  et  nous  avons  déterminé  pour  quelques 
cas  particuliers,  le  système  de  plans  qui  coupent  les  surfaces  proposées  suivant 
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les  lignes  les  plus  faciles  à  construire.  Ace  système  de  plans  coupans,  on  substitué 
quelquefois  (art.  i45)  avec  avantage,  d'autres  surfaces  coupantes;  les  deux  sur- 
faces de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent,  en  offrent  un  exemple.  On 
considère  le  point  de  rencontre  de  ces  axes  comme  le  centre  d'une  série  de 
sphères  qui  coupent  cl^pune  des  deux  surfaces  suivant  des  cercles.  Les  cercles  qui 
ne  se  couperont  pas,  ne  contiendront  pas  de  points  de  la  ligne  d'inter$ection; 
mais  il  y  aura  ime  ou  plusieurs  sphères  coupantes  qui  contiendront  des  cercles 
tangens  Vuu  à  l'autre  ;  les  points  de  contact  de  ces  cercles  appartiendront  à  la  ligne 
d'intersection,  et  à  partir  de  ces  sphères  limiteis,  des  sphères  intermédiaires  de 
même  centre  et  de  divers  rayons,  couperont  les  surfaces  de  révolution  suivant 
des  cercles  qui  auront  leurs  centres  sur  les  axes  de  ces  surfaces,  et  dont  les 
plans  seront  perpendiculaires  à  ces  axes.  Deux  cercles  situés  dans  deux  plans 
inclinés  l'un  par  rapport  à  l'autre,  ne  peuvent  se  couper  que  sur  la  droite  inter- 
section de  ces  plans  ;  lorsque  cette  droite  coupe  l'un  des  cercles ,  les  points  d'in- 
tersection appartiennent  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces, 

* 

Expliccuiot^  de  lajig.  ly pi.  ai, 

173.  Soient  (D,  D"^)»  (DR,  dr)  les  axes  de.  révolution ,  dont  les  projections 
sur  le  plan  vertical  de  projections  parallèle  à  ces  axes,  font  entre  elles  Tangle 
D'^;  le  plan  horizontal  de  projectibns  est  perpendiculaire  à  Taxe  (D,  Vfd).  Le 
plan  méridien  ADfi. parallèle  au  plan  vertical  de  projections,  coupe  les  deux 
.surfaces  de  révolution  suivant  les  courbes  €ibcc\  efgh^  qui  se  rencontrent  aux 
points  ct,^.  La  sphère  du  ceiitre  (O,  d)  et  du  rayon  d»y  coupe  les  deux  surfaces 
suivant  des  cercles  des  diamètres  «i/S,  a>,  qui  se  touchent  au  poipt  (a^  et)  de 
la  ligne  d'intersection.  Le  premier  cercle  se  projette  sur  le  plan  horizontal  sui- 
vant un  autre  cercle  de  même  diamètre  afi\  qui  a  pour  centre  le  point  D.  Une 
autre  sphère  limite  du  rayon  t/J\  coupe  les  deux  surfaces,  suivant  deux  cercles 
tangens  des  diamètres  J^^,  J\)^,  qui  se  touchent  au  point  (J^,  J^')  delà  ligne  d'in- 
tersection. 

Une  sphère  intermédiaire  d'un  rayon  dç  plus  petit  que  cW^,  et  plus  grand 
que  da^  coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  cercles  des  diamètres  In^pq^  dont 
les  plans  se  coupent  suivant  une  droite  horizontale  (/w,  M^),  perpendiculaire  au 
plan  vertical  de  projections.  La  projection  horizontale  M/^  de  cette  droite  ren- 
contre le  cercle  du  rayon  DM,  moitié  de  In^  aux  points  M,  ^  de  la  projection 
horizontale  '^iKtS^  de  l'intersection  des  deux  surfaces.  En  faisant  varier  le  rayon 
de  la  sphère  coupante,  dont  le  centre  (D,  d)  est  invariable ,  on  trouverait  tant 
d'autres  points  qu'on  voudrait  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces 
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De  la  tangente  h  la  ligne  {TinêersecHon  des  deux  surfaces  de  révolution. 

1 74*  La  tangente  en  un  point  de  la  ligne  d'intersection  de  deux  surfaces  de 
révolution  est ,  comme  dans  les  exemples  {»*écédens ,  la  droite  intersection  de» 
plans  tangens  à  ces  sar£ices  menés  par  le  point  qui  leur  est  commun.  Chaque 
plan  tangent  est  en  général  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  sections  de  la 
surface  ;  mais  dans  le  cas  particulier  de  la  surface  de  révolution ,  la  tangente  à 
la  courbe  méridienne  en  un  point  quelconque,  détermine  la  droite  normale  à 
la  surface,  qui  passe  par  ce  point,  puisque  cette  droite  est  aussi  normale  à  la 
courbe  méridienne.  Connaissant  les  projections  de  la  normale  à  la  surface ,  on 
construit  les  traces  du  plan  tangent  à  la  sur&ce  de  révolution,  en  considérant 
que  ces  traces  sont  perpendiculaires  aux  projections  de  la  normale* 

175.  Soit  TM,  m)  le  point  commun  à  deux  surfaces  de  révolution,  par  lequel 
il  s'agît  de  mener  des  plans  tangens  à  ces  surfaces.  Le  plan  tangent  à  la  sur£aice 
dont  Faxe  est  vertical ,  se  construit  comme  il  a  été  dit  (  art.  56  )  ;  le  cercle  hori- 
zontal du  diamètre  //z,  dont  le  plan  passe  par  le  noint  (M,  m),  coupe  la  méri- 
dienne cAcd  au  point  /,  par  lequel  on  mène  la  tangente  lo  à  cette  méridienne. 
On  prend  la  distance  Ho  du  point  o  de  la  droite  XY  au  point  IX  de  la  projection 
de  l'axe  qui  est  sur  la  même  droite,  et  on  la  porte  sur  le  méridien  vertical  DM 
de  D  en  O  ;  la  perpendiculaire  OY  à  DM  est  la  trace  horizontale  du  plan  tangent 
à  la  première  surfisice  au  point  (M  ^  m). 

Le  cercle  du  diamètre/^,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  Faxe  incliné  dr^ 
rencontre  la  méridienne  èfgh  de  la  seconde  surface  au  point /;;  la  tangente /^r 
de  cette  méridienne  coupe  Taxe  dfr  au  point  r,  et  par  conséquent  (art.  57)  la 
tangente  de  la  méridienne  au  point  (M,  m)  a  pour  projection  verticale  là 
droite  mr^  et  la  droite  IVIR  pour  sa  projection  horizontale.  La  perpendiculaire/?^» 
\  la  tangente  pr,  rencontre  Taxe  dr  au  point  de  concours  m  de  toutes  les  nor- 
males à  la  surface  suivant  le  cercle  du  diamètre /17  :  or  ce  point  de  concours  a 
pour  projection- horizontale  le  point  âi'de  la  droite  DR;  donc  la  normale  au 
point(M,/72)apour  projections  les  droites  mû»,  Mû»'.  Le  plan  perpendiculaire  â 
cette  normale  mené  par  le  même  point  (M,  ni) ,  a  pour  trace  horizontale  la  droite  Vï 
perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  Ma»'  de  la  normale  :  or  cette  droite 
rencontre  la  trace  D'V  du  premier  plan  tangent  au  point  V;  donc  la  tangente 
demandée  a  pour  projections  les  droites  MY,  mY.  ■ 

1 76.  La  trace  horizontale  YT  du  plan  tangent  à  la  seconde  surface  de  révolu^ 
tion,  est  déterminée  par  trois  conditions, dont  deux  seulement  soùt  nécessaires. 
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En  effet,  puisque  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  la  normaïe  (md>,  Mûi), 
sa  trace  sur  le  plan  vertical  est  perpendiculaire  à  la  droite  m  ûi,  et  la  parallèle 
à  cette  trace  menée  parle  point  (M,  /w)  a  pour  projection  verticale  la  droite  mt 
perpendiculaire  à  mai,  et  pour  projection  horizontale  la  droite  MT  parallèle  à 
rintersection  XY  des  plans  de  projections  :  or  cette  parallèle  rencontre  le  plan 
horizontal  au  point  T  ;  donc  la  trace  horizontale  VT  du  plan  tangent  passera  par 
le  point  T,  première  condition.  Puisque  ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  normale  ' 
dont  la  projection  horizontale  est  Mû^',  la  droite  VT  est  perpendiculaire  à  cette 
projection  ;  deuxième  condition.  Enfin ,  elle  passe  par  le  point  S  où  la  tangente 
(MR,  mr) ,  située  dans  le  plan  tangent^  rencontre  le  plan  horizontal  ;  cette  troi- 
sième condition  dispenserait  de  construire  la  droite  (MT,  mt)^  et  le  point  T  où 
elle  coupe  le  plan  horizontal. 

177.  De  ce  que  les  normales  aux  deux  surfaces  de  révolution,  menées  par  le 
point  (M ,  m)  de  leur  ligne  d'intersection ,  rencontrent  les  deux  axes  dé  révolu- 
tion aux  points  flr  et  A,  il  suit  que  le  plan  conduit  par  ces  normales  coupe  le 
plan  des  deux  axes,  qui  est  par  hypothèse  parallèle  au  plan  vertical  de  projec- 
tions suivant  la  droite  €»A  :  or  la  tangente  à  la  ligne  d'intersection  au  point  (M,  m) 
est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  normales;  donc  la  perpendiculaire  uniY 
abaissée  du  point  m  sur  la  droite  a^A^  est  une  tangente  de  la  projection  verticale 
am  J^  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces. 

Menant  par  le  point  (D,  A)  de  la  première  normale  (MD,  /tiA)  un  plan  hori- 
zontal qui  coupe  la  seconde  normale  au  point  (8 ,  O') ,  la  droite  Dd'  sera  parallèle 
à  la  trace  horizontale  du  plan  des  deux  normales;  d'où  il  suit  que  la  projection 
-  horizontale  MY  de  la  tangente  à  la  ligne  d'intersection,  doit  être  perpendiculaire 
à  la  droite  connue  Dd'.  Il  suffirait,  pour  satisfaire  à  cette  condition ,  d'abaisser 
du  point  M  la  perpendiculaire  MY  sur  la  droite  DO'. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  sur  la  tangente  à  la  ligné  d'intersection  de  deux 
8ur£sices  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent,  serait  encore  vrai,  dans  le 
cas  où  les  axes  ne  se  rencontreraient  pas.  *" 


1 78.  Dans  le  cas  général  où  les  axes  des  deux  surfaces  de  révolution  ne  se 
rencontreraient  pas,  chaque  point  de  la  ligne  de  pénétration  de  ces  surfaces 
serait  l'intersection  d'un  cercle  appartenant  à  la  première  surface,  et  de  la  section 
de  la  seconde  surface  par  le  plan  de  ce  cercle»  11  serait  donc  convenable  de  cou- 
per les  deux  surfaces  par  un  système  de  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  l'une 
d'elles,  afin  de  n'avoir  à  construire  par  points,  que  des  courbes  de  l'autre  sur- 
face. Cependant  il  y  a  un  cas  particulier  où  les  axes  ne  se  rencontrent  pas,  et 
pour  lequel  néanmoins  on  parvient  à  trouver  chaque  point  de  la  ligne  d'inter- 
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section,  par  la  rencontre  de  deux  cercles  qui  sont  les  projections  des  sections 
des  smTaces  par  un  même  plan.  On  sait  que  les  surfaces  du  second  degré  sont 
coupées  par  des  plans  parallèles  suivant  des  lignes  semblables,  et  semblable- 
ment  placées.  Deux  surfaces  du  second  degré  de  révolution ,  telles  que  deux 
ellipsoïdes  dont  les  axes  ne  se  rencontrent  pas ,  jouissent  de  la  même  propriété. 
C'est  sur  cette  considération  qu'est  fondée  la  solution  de  M.  Chapuis,  que  j'ai 
publiée  dans  la  Correspondance,  tome  ii,  page  i56.  Un  plan  quelconque  P,  pa- 
rallèle aux  deux  axes,  étant  pris  pour  premier  plan  de  projections,  nous  allons 
démontrer  qu'il  existe  deux  autres  plans  F  et  P",  qui  lui  sont'  perpendiculaires, 
dont  l'un  F  coupe  les  deux  ellipsoïdes  suivant  deux  ellipses,  qui  ont  chacune 
pour  projection  orthogonale  sur  le  plan  P"  un  cercle  d'un  diamètre  déterminé. 

■  0 

m 

179.  Soient  (/%.  a,/?/,  ai)  deux  ellipsoïdes  de  révolution  qui  se  pénètrent;  le 
premier  a  pour  axe  la  droite  AB,  et  pour  section  méridienne  l'ellipse  AHB,  qui 
a  pour  grand  axe  la  droite  AB,  perpendiculaire  au  demi  petit  axe  OH.  On  prend 
pour  premier  plan  de  projections  celui  qui  passe  par  l'axe  AB,  et  qui  est  paral- 
lèle au  second  axe  ;  on  donne  la  distance  de  ce  second  axe  au  premier,  mesurée 
sur  une  droite  qui  leur  serait  perpendiculaire. 

Tout  plan  perpendiculaire  au  premier  plan  de  projections,  mené  par  le 
centre  O  du  premier  ellipsoïde  AB,  coupe  cet  ellipsoïde  suivant  une  ellipse, 
dont  le  grand  axe  est  un  diamètre  de  l'ellipse  A£B,  et  le  demi  petit  axe  est 
égal  à  OH ,  demi  petit  axe  de  l'ellipsoïde. 

Il  en  serait  de  même  d'un  autre  plan  perpendiculaire  au  plan  de  projections , 
qui  passerait  par  le  centre  O'  du  second  ellipsoïde.  La  section  serait  une  ellipse 
qui  aurait  pour  petit  axe  une  droite  égale  au  petit  axe  VU  h!  de  l'ellipsoïde,  et  pour 
grand  axe  un  diamètre  de  l'ellipse  CDHA',  qui  est  la  section  méridienne  de 
ce  second  ellipsoïde* 

180.  Soit  OE  la  trace  d'un  plan  quelconque  perpendiculaire  au  premier  plan 
de  projections,  qui  passe  par  le  centre  O  du  premier  ellipsoïde;  la  section  faite 
par  ce  plan  sur  l'ellipsoïde ,  sera  une  ellipse  (E),  qui  a  pour  demi  grand  axe  O  E, 
et  pour  demi  petit  axe  OH.  Construisant  sur  OE  comme  hypothénuse,  avec  un 
côté  EG  égal  à  OH,  le  triangle  rectangle  EGO,  EG  sera  la  trace  d'un  plan  F' 
perpendiculaire  au  premier  plan  de  projections ,  et  en  le  prenant  pour  le  second 
plan  de  projections ,  l'ellipse  (E)  s'y  projettera  suivant  un  cercle,  puisque  la  pro- 
jection du  grand  axe  de  cette  ellipse  sera  égale  au  petit  axe. 

On  fera  un  raisonnement  semblable  sur  le  triangle  E'O'G',  rectangle  en  G'.  Si 
le  côté  EG'  est  égal  au  petit  axe  OU',  l'ellipse  (K) ,  section  du  second  ellipsoïde 
par  le  plan  OE',  se  projettera  sur  le  plan  E'G'  suivant  un  cercle ,  les  lignes  de  pro- 
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jections  étant  parallèles  au  côté  O'G',  perpendiculaire  à  E'G';  mais  il  faut  que  les 
plans  des  deux  ellipses  (E),  (E')^oient  parallèles ,  et ,  pour  déterminer  leur  direc- 
tion ,  on  a  recours  à  Fartifice  suivant. 

i8i.  On  imagine  un  troisième  ellipsoïde  de  révolution,  semblable  au  second, 
et  dont  le  petit  axe  est  égal  à  celui  du  premier  ellipsoïde.  Ce  troisième  ellipsoïde 
a  même  centre  O  que  le  premier;  son  grand  axe  CD',  parallèle  à  Taxe  CD  du 
second  ellipsoïde,  est  à  cet  axe  CD  dans  le  rapport  des  deux  petits  axes  OU',  OH. 
On  porte  sur  OA,  perpendiculaire  à  Cli\  le  petit  axe  Oh  =  OH;  et  pour  avoir 
la  longueur  OC"  du  demi  grand  axe,  on  fait  la  proportion  : 

O'H'  :  OA  ::  OC  :  OC  =  OA  x  OC 

.— '  • 

OH' 

» 

L*ellipse  CAD' du  troisième  ellipsoïde,  coupe  Tellipse  AHB  génératrice  du  premier, 
au  point  E,  et  on  mène  la  droite  OE.  Cette  droite  et  le  demi  petit  axe  OH  déter- 
minent le  triangle  EOG  :  or  il  est  évident  que  le  plan  EO  perpendiculaire  au 
plan  parallèle  aux  deux  axes,  coupe  le  premier  et  le  troisième  ellipsoïdes  qui 
sont  semblables  et  ont  des  axes  proportionnels,  suivant  des  ellipses  dont  les 
projections  sur  le  plan  EG  ou  E'G',  sont  des  cercles  ;  d'ailleurs ,  les  sections 
parallèles  d'un  ellipsoïde  sont  semblables  et  semblablement  placées  ;  donc  en 
prenant  pour  plan  de  projections  le  plan  EG  ou  E'G',  chaque  couple  de  sections 
faites  sur  le  premier  et  troisième  ellipsoïdes ,  se  projettera  sur  le  plan  suivant 
deux  cercles,  qui  se  couperont  en  deux  points  de  la  ligne  d'intersection  du 
premier  ellipsoïde  et  de  l'ellipsoïde  auxiliaire.  Ce  dernier  ellipsoïde  est  par  hy- 
pothèse semblable  au  second ,  et  semblablement  placé  ;  d'où  il  suit  que  les  deux 
ellipsoïdes  donnés ,  seront  coupés  par  des  plans  parallèles  à  celui  dont  la  trace  est 
£0,  suivant  des  ellipses  dont  les  projections  sur  le  plan  EG  ou  ses  parallèles, 
seront  des  cercles. 

18a.  Soit  A'ff  une  perpendiculaire  quelconque  au  côté  06  du  triangle  EOG  9 
qu'on  prend  pour  l'intersection  commune  des  deux  plans  de  projections.  Sup- 
posant que  le  premier  de  ces  plans,  qui  contient  l'ellipse  AHB ,  soit  vertical  ;  la 
droite  OG  sera  une  verticale,  et  A'B',  la  projection  horizontale  du  premier  axe 
de  révolution  AB.  La  plus  courte  distance  des  deux  axes  étant  donnée,  on 
mettra  la  même  distance  entre  les  parallèles  A'B'>  C"0',  et  cette  dernière  sera  la 
projection  horizontale  du  second  axe.  Les  sections  des  deux  ellipsoïdes  par  des 
plans  parallèles  à  OE,  et  perpendiculaires  au  plan  vertical  de  projections,  se 
projetteront  sur  le  plan  horizontal  suivant  des  cercles. 
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Soit  la  parallèle  ce/  à  0£  ou  O'E'^  la  trace  verticale  d\m  plan  qui  catipe  les 
deux  ellipsoïdes  suivant  deux  ellipses  (£),(£')  qui  ont  pour  axes  les  cordes 
tfj3,  7/ des  ellipses  génératrices.  Ces  axesse  projettent,  le  premier  en  «/3' sur  la 
droite  A'BV  et  le  second  en  yJ^'  sur  la  droite  CD".  Les  cercles  décrits  sur  a'f^ 
et  y  S"'  comme  diamètres,  sont  les  projections  horizontales  des  ellipses  (E) ,  (E)  y 
et  se  coupent  en  deux  points  ^ ,  4  V^^  ^^^^  ^^^  projections  horizontales  de  deux 
points  de  la  ligne  d'intersection  dès  deux  ellipsoïdes;  on  aurait  leurs  projections 
verticales  par  la  rencontre  de  la  droite  aJ"  et  des  perpendiculaires  à  la  droite 
A'B',  ou  sa  parallèle  XY,  élevées  par  les  points  f  et  4« 

i83.  Les  deux  ellipses  génératrices  du  premier  ellipsoïde  donné,  et  de  Tel- 
lipsoïde  semblable  au  second  ellipsoïde  donné,  se  rencontrent  en  quatre  points, 
qui  sont  placés  sur  les  deux  diamètres  Ee,  if',  et  les  plans  menés  par  ces  dia- 
mètres perpendiculairement  au  plan  des  axes  AB,  CD"  des  deux  ellipsoïdes, 
contiennent  deux  ellipses  qui  sont  les  lignes  d'intersection  de  ces  eHipsoides. 
En  général,  deux  ellipsoïdes  qui  ont  même  centre  et  un  axe  principal  de  même 
longueur,  se  coupent  suivant  des  courbes  planes.  On  s'est  servi  du  diâ^ 
mètre  Ee  pour  déterminer  le  triangle  EOG,  dont  le  côté  EG  est  la  trace  du  plan 
sur  lequel  les  sections  des  ellipsoïdes  se  projettent  suivant  des  cercles  ;  mais  le 
second  diamètre  lOi'  serait  l'hypothénuse  d'un  triangle  flO/ rectangle  en  ^,  dont 
le  côté  0/  déterminerait  un  second  plan ,  tel  que  toutes  les  sections  des  ellipsoïdes 
parallèles  au  plan  mené  parle  diamètre  f  f'  perpendiculairement  au  plan  des'deux 
âxes  AB,  CD",  s'y  projetteraient  aussi  suivant  des  cercles. 

De  r intersection  de  deux  surfaces  de  réwlution  qm  ont  même  axe ,  et  construcHon 
des  points  oà  une  ligne  quelconque  plane  ou  à  double  courbure  rencontre  une 
surface  de  révolution  dont  on  connaît  la  section  méridienne. 

1 84*  Un  plan  quelconque  mené  par  l'axe  commun  aux  deux  surfaces  de  révoi- 
lution,  contient  les  sections  méridiennes  de  ces  surfaces.  Les  points  où  ces 
sections  se  coupent ,  décrivent  en  tournant  autour  de  l'axe  commun ,  des  cercles . 
qui  appartiennent  évidemment  aux  deux  surfaces,  et  sont  leurs  lignes  d'inter- 
section. 

Une  ligne  donnée  hors  d'une  surface  de  révolution,  décrit,  en  tournant 
autour  de  l'axe  de  cette  sur&ce,  une  seconde  surface  dont  la  section  méridienne 
est  déterminée.  Il  est  évident  que  lorsque  les  deux  sections  méridiennes  se  cou*^ 
peront,  les  points  d'intersection  détermineront  des  cercles  qui  rencontreront  la 
ligne  donnée,  et  les  points  de  rencontre  sont  ceux  où  cette  ligne  coupe  la  sur- 
face de  révolution  proposée. 
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C'est  sur  cette 'eoAftidéiation  qu'est  fondée  la  méthode  que  nous  appliquerons 
à  la  recherche  des  points  qu'on  trouve  par  les  intersections  de  trois  cônes 
droits,  ou  de  trois  surfaces  annulaires,  {f^ojrez  liv.  n,  chap.  i,  des  Lieux  géomé'^ 
arqués). 

§•    m.   DE  QUELQUES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ  ,    DONT  LA  LIGNE  D'ufTEaSECTION 

EST  UNE  COURBE  PLANE  DU  MÊME  DEGRÉ. 

i85.  On  appelle  surface  du  second  degré  celle  qui  jouit  de  la  propriété  d'être 
coupée  par  un  plan  quelconque  suivant  une  courbe  du  second  degré,  c'est-à- 
dire  suivant  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole.  {Voyez  note  i,  p.  44)- 
J'ai  fait  voir  que  les  surfaces  du  second  degré  se  divisaient  en  cinq  espèces  que 
j*ai  nommées  :  eUipsoide^  hyperboloide  à  une  nappe  ^  hjrperboloide  a  deux  nappes ^ 
paraboloide  elliptique^  paraboloide  hjperboUque.Ces  espèces  comprennent,  comme 
cas  particulier,  la  sphère,  les  cônes  et  les  cylindres  à  bases  circulaires,  droits  ou 
obliques ,  Thyperboloide  de  révolution.  On  a  considéré  ces  dernières  surfaces-dans 
les  chapitres  de  ce  Traité,  relatif  aux  plans  tangens  et  aux  intersectionsde  sur- 
faces par  des  plans.  Maintenant  nous  allons  examiner  quelques  cas  particu% 
liers  dans  lesquels  deux  surfaces  du  second  degré  se  pénètrent  suivs^nt  une  ou 
deux  courbes  pLines. 

On  a  déjà  vu  (art  i8i)  que  deux  ellipsoïdes  de  révolution  se  pénétraient  sui- 
vant deux  ellipses ,  lorsqu'ils  avaient  même  centre ,  et  lorsque  des  plans  menés  par 
ce  centre  perpendiculairement  aux  deux  axes  de  révolution,  les  coupaient  sui- 
vant des  cercles  égaux. 

On  conçoit  facilement  deux  cylindres,  Fun  droit,  qui  a  pour  base  un  cercle^ 
Fautre  oblique,  qui  a  pour  base  une  section  elliptique  du  premier  cylindre; 
cette  ellipse  est  évidemment  la  ligne  d'intersection  des  deux  cyUndres  i^g.  a^pL  19, 
art.  161).  D'autres  exemples,  que  nous  allons  rapporter,  se  présentent  fréquem- 
ment dans  les  applications  de  la  géométrie  descriptive. 

De  la  pénétration  de  deux  sphères. 

186.  Deux  sphères  de  rayons  quelconques  qui  se  pénètrent,  se  coupent  sui- 
vant un  cercle.  En  effet,  chaque  point  de  la  courbe  d'intersection  est  le  sommet 
d'un  triangle  qui  a  pour  base  la  distance  des  centres  des  deux  sphères,  et  pour 
côtés  les  rayons  de  ces  sphères  :  or  ce  sommet,  en  tournant  autour  de  la  droite 
des  centres ,  passe  successivement  par  tous  les  points  de  l'intersection  des  deux 
sphères;  donc  cette  intersection  est  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
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k  la  éioitt  Aeb  tmXHB  »  et  dont  le  ràjùtt  Mt  la  tMifeur  da  trîâtigie  fx>tts(atit, 
fdtmé  pat  U  droite  des  centre»  pritfe  pôw  boto)  et  pw  les  rayons  des  deuk 
sphères. 

Un  plan  est  une  sphère  d'un  rayon  infini  ;  donc  une  sphère  et  un  plan  se 
coupent  toujours  suivant  un  cercle.  Un  démontre  cette  proposition  directement 
en  supposant  qu'on  ait  mené  par  le  centre  delà  sphère,  et  par  une  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  centra  sur  le  plan  donné,  une  suite  de  plans  qui  coupent  la 
sphère  suivant  un  grand  cercle ,  et  le  plan  donné  suivant  une  droite  ;  en  ne 
]0oMÎdéraïit  de<:ette  droite  que  la  portion  qui  jert  de  coxde  à  ce  grand  cercle, 
Iesde4x.ex4r4iniités  de  cette  corde  appartiennent  ii  la  ligne  d'intei;âection  de  1^ 
sphèrç  e^  du  plan  :  or,  dans  tous  les  plans  ançans  y  les  cordes  du  grand  cercle  de 
la  sphère  situées  dans  le  plan  donné,  sont  de  même  langueur;  donc  ces  cardes 
sont  les  diamètres  du  petit  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et,  du  plan* 

Ainsi,  lorsqu'un  plan  coupe  une  sphère,  la  section  est  un  cercle  qui  a  pour 
centre  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  cç 
plaiL  Réciproquement»  la  droite  qui  joiut  le  centre  d'une  sphère  et  le  centrç 
d!un  petit  cercle  de  cette  sphère,  est  perpendiculaire  au  plan  de  ce  petit  cercle. 

Lorsque  deux  plans  coupent  une  sphère  suivant  deux  petits  cercles  »  les  centres 
dô  ces  cercles  et  le  centre  de  la  sphère  déterminent  la  position  d'un  troisième 
plan  perpendiculaire  aux  deux  premiers.  Cette  proposition  est  une  conséquence 
d^  la  précédente,  puisque  les  droites  menées  par  le  centre  de  la  sphère. et  par 
les  centres  des  petits  cercles  de  la  sphère,  sont  perpendiculaires  au  plan  de  ce$ 
petits  cercles* 

.    De  la fiinétr^uion  d*une  sphère  et  d^ua  cône  oblique*  (Jîg,  j,  s'^pL  i8). 

■  '  '  •  . 

187.  Le  somniet  du  cône  oblique  étant  donné  hors  ou  dans  l'intérieur  de  I9 

sphère,  et  supposant  qu'il  a  pour  base  un  petit  cercle  de  cette  sphère,  la  péné* 

tration  totale  sera  composée  de  deux  cercles ,  dont  l'un  est  par  hypothèse  la  base 

du  cône.  Nous  allons  d'abord  démontrer  que  par  deux  cercles  quelconques  d'une 

sphère,  on  peut  faire  passer  deux  cônes  obliques. 

Qu'on  imagine  par  le  centre  O  de  la  sphère  et  par  les  cen  très  E,  Fdes  deux  cercles 

donnés ,  un  plan  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  ABCD  {pL  1 8,y^.  s)j 

et  les  plans  des  cercles  donnés,  suivant  les  droites  AB,  CD;  les  cordes  AB  et  CD 

du  grand  cercle  ABCD  étant  les  diamètres  dès  cercles  donnés ,  on  joindra  les 

extrémités  de  ces  cordes  par  deux  droites  AD,  BC,  qui  se  rencontrent  en  G,  ee 

par  deax  autres  droites  AC,  Bp,  qui  se  croisent  au  point  O'.  Les  point  G  et  6^ 

seront  les  sommets  de  deux  cônes  obliques  menés  par  deux  cercles  qui  ont 

pour  diamètres  les  droites  AB,  CD^  et  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  au 


plan  des  trois  ôehtres  O,  £,  F.  Pour  démontrer  cette  proposition,  adm^tton^ 
ecmune  une  propriété  comUe  du  cax^e,  qu'une  qorde  et  un  diamètre  étant  per^ 
pendiculaires  entre  eux,  la  corde  divise  le  diamètre  en  deux  partie»!  telles  cjue 
Ja  nieatié  de  la  corde  eat  moyenne  proportionnelle  centre  les  deux  parties  du 
diamètre.  Ajrant  inen4  la  droite  GIK.  qui  cbnpe  les  tmim  AB  et 'CD  ^ux  ponitf 
I  et  K,  et  regardant  eette  dro^  comme  la  projection  d'une  aréto  du  Pon« 
oblique  dont  le  sommet  est  en  G  ^  il  s'agit  de  &ire  voir  que  cette  arête  s'appuie 
à  la  fois  sur  les  deux  cercles  qui  ont  pour  diiimetres  les  oordes  A9  et  Cl). 

Supposons  qu'elle  passe  par  le  point  du  cercle  du  diamètre  CD,  qui  se  pro- 
jette en  I  star  le  plan  des  Uois  e^^tres  £»  O,  F;  la  demi^^orde  de  ce  cercle, 
œnée  parce  même  point  perpendiculairement  au  diamètre  BD,  e«t  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  partie  C{ ,  pi  de  ce  diamètre.  Ayant  mep^  par 
le  point  I  la  droite  UM  pamllèle  à  AB«  les  deux  triangles  pil^;  WC  sont  senw 
blâmes  ;  car  les  angles  BAJ>  et  [)CG  ou  DÇM ,  qui  ont  chacun  pour  mesure  U 
demi*somme  des  arcs  BC>  CI>  sont  égaux  i  mais  langle  BAD  est  égal  à  l'angle 
MLD;  donc  les  deux  triangles  DUL,  MIC  ont  trois  angles /égaux*  L^r  similitude 
donne  la  proportion  ]>I;IL  ::  IM  :  IC;  d'où  il  suit  que  JH  kIC  ;=p  III  x  IM-  Ainsi 
la  demi-corde  au  point  1  est  moyenne  proportipunelle  non-seulement  entre  le^ 

droites  DI  et  10 ,  mais  encore  entre  les  parties  IL  et  IM  de  la  droite  LM  ;  donc  elle 
est  ansst  la  corde  du  cercle  qui  a  pour  dîainètre  la  droite  IM9  et  dont  le  plan-est 
perpendieidaîre  k  edut  des  leois  eenlres  E^  O,  F;  mais  dans  un  eone  wmfM 
dans  ooe  pyramide ,  toutes  lt&  seettons  parallèlias  sont  semblablci  t  donc  le  plan 
mené  par  AB  perpendicubirement  au  pian  des  trois  centres  Ë.9  0«  F»  eoupe  Je 
cône  dont  le  sommet  est  en  G,  suivant  le  cercle  du  diamètm  AB.  On  démon-* 
trerait  de  la  même  manière  que  la  droite ^icpii  a  pour  projection  sur  le  plan  des 
trois  centres  E,  O,  F,  lajdroite  TG'K',  s'appuie  sur  les  deux  cerdks  des  dia-r 
ittètres  AB  et  CD;  donc  par  deux  cercles  quelconques  donnés  sur  une  sphère , 
on  peot  mener  deux  cônes  obliques,  dont  les  sommets  sont  sur  le  plan  cpû  pasie 
par  le  centra  de  la  sphère  et  par  les  centre»  des  cercles  donnés. 

f  88.  Réciproquement  étant  donnés^  un  cercle  d$  la  sphère,  et  un  point  au 
ddbom  de. cette  sphère,  ie  cône  oblique  qui  a  pour  base  le  cercle  «t  pour 
sommet  ie  poîm:,  passe  par  un  socomi  eerde  de  la  spbère  dont  le  plan  serait 
peiyendiridaire  à  œini  qu'on  mènerait  par  le  sommet  du  cône ,  le  centre  de  U 
sphère  et  le  oBsotre  dm  oéncile  doimé^  Ce  plan  eoupe  Je  oône  suivant  deux  arêtes^ 
et  l'angle  compris  entre  ces  deux  antes  est  ce  qu'o^  nomme  Ja  si^donprinci^ 
paie  du  cône  oblique.  Cette  section  jouit  de  la  propriété  que  l'une  des  deux 

arêtes  qui  la  formant,  £iit  arec  tel  fJam  à^  deux  settî^ns  circulaires  du  cône, 
des  an^  qui  ^m  ^éral  dîffînent nntre  euXf  et  qw»  dans  U>w  lei  qas?  wnt 
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égaux  aux  angles  inverses  de  Tautre  arête  de  la  section  principale  avec  les  deiix 
mêmes  plans.  Dans  hjig'  s ,  l'arête  AG  fait  avec  les  plans  des  cercles  ÂB ,  CD ,  des 
angles  égaux  à  ceux  que  Taréte  BG  fait  avec  les  mêmes  plans  CD ,  AB  ;  ainsi 
étant  donné  un  cône  oblique  du  second  degré,  on  voit  d'après  ce  qui  précède 
qu'il  peut  être  engendré  par  un  cercle  de  deux  manières  différentes ,  et  qu'il  n'y 
a  aucun  point  par  lequel  on  ne  puisse  mener  deux  cercles  situés  dans  des 
plans  perpendiculaires  au  plan  de  la  section  principale  du  cône  y  et  diversement 
inclinés  par  rapport  à  chaque  droite  de  cette  section. 

1 89.  Les  plans  de  deux  cercles  d'une  sphère  létant  parallèles ,  le  cme  qui 
jpasse  par  ces  deux  cercles,  d'oblique  qu'il  eût  été  avant  le  parallélisme,  de* 
vient  un  cône  droit.  Lorsque  les  deux  cercles  sont  de  même  rayon  et  dans  des 
plans  parallèles ,  le  cône  droit  se  transforme  en  un  cylindre  droit.  Une  sphère 
étant  traversée  par  un  cylindre  à  base  quelconque ,  la  courbe  de  pénétration 
est  composée  de  deux  branches  égales  et  symétriquement  placées  par  rapport 
au  plan  mené  par  le  centre  de  la  sphère  perpendiculairement  aux  arêtes  du 
cylindre  ;  car  il  est  évident  que  ce  plan  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les 
cordes  de  la  sphère  dirigées  suivant  les  arêtes  du  cylindre. 

190.  La  proposition  qui  vient  d'être  démontrée  (art.  187),  est  une  consé- 
quence d'une  autre  plus  générale.  En  effet,  l'intersection  de  deux  surfaces 
quelconques  du  second  degré  qui  se  pénètrent,  est  en  général  composée  de 
deux  branches  ;  en  supposant  que  l'une  de  ces  branches  soit  une  courbe  plane, 
l'autre  branche  est  encore  nécessairement  plane.  On  démontre  cette  proposition 
par  l'analyse ,  et  on  en  veiTa  des  applications  dans  la  théorie  des  ombres 
(livre  a,  chap.  a). 

L'intersection  d'une  surface  quelconque  du  second  degré  par  un  plan ,  est 
une  courbe  du  second  degré  qui  jouit  de  la  propriété  de  ne  pouvoir  être 
coupée  par  une  droite  qu'en  deux  points.  £h  admettant  cette  propriété ,  on 
voit  que  tout  plan  qui  coupera  une  surface  du  second  degré  suivant  une  droite, 
passera  par  une  autre  droite  de  cette  surface ,  de  sorte  que  le  système  de  ces 
deux  droites  sera  la  section  totale  de  la  sur£aice  par  le  plan.  C'est  par*  cette 
raison  que  Thyperboloide  à  une  nappe  et  le  parabolqïde  hyperbc^ique  peuvent 
être  engendrés  par  une  droite  de  deux  manières  différentes.  Le  plan  qui  passe 
par  une  droite  du  premier  système  de  génération ,  contient  nécessairement  une 
seconde  droite  appartenant  au  second  système. 

191.  Il  peut  arriver  que  le  cône  oblique  qui  coupe  une  sphère,  ait  pour  som- 
met un  point  de  cette  sphère;  alors  l'un  des  cercles  d'intetsecticn  de  ces  deux 
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surfaces  est  réduit  au  point  qui  est  le  sommet  du  cône.  Supposons  que  la 
droite  AB  {pi  i8  ,^g^.  j)  et  le  point  O  restant  les  mêmes ,  la  droite  DC  diminue 
de  grandeur  en  restant  parallèle  à  elle-même ,  elle  se  réduira  au  point  H  qu*on 
prend  pour  sommet  du  cône ,  et  qui  appartient  à  la  circonférence  ABCD  :  or 
dans  cette  hypothèse ,  Tes  droites  OH ,  OF  se  confondront  ;  donc  tout  plan  per- 
pendiculaire au  rayon  de  la  sphère  mené  par  le  sommet  du  cône,  coupera  ce 
cône  suivant  un  cercle;  ce  qui  peut  encore  être  démontré  de  la  manière  suivante. 
Soit  âCQ  {pL  iS^./^'.  /)  la  section  principale  du  cône  oblique,  qui  a  son 
sommet  au  point  C  de  la  surface  de  la  sphère,  et  pour  base  le  petit  cercle  du 
diamètre  AB  ;  le  plan  PQ  perpendiculaire  au  rayon  OC  de  la  surface  de  la  sphère , 
coupe  le  cône  suivant  un  cercle  du  diamètre  RS,  car  les  angles  des  arêtes  AC ,  BG 
avec  le  plan  AB,  sont  évidemment  égaux  aux  angles  de  Ces  mêmes  arêtes  BC,  AG 
avec  le  plan  PQ  ou  RS  (art.  187)  ;  donc  AB  et  RS  sont  les  traces  des  plans  perpen- 
diculaires à  la  section  principale  du  cône,  qui  coupent  ce  cône  suivant  des 
cercles.  C'est  sur  cette  propriété  du  cône  qu*est  fondée  la  construction  des  cartes 
{géographiques,  dites  stéréographiques ^  que  nous  expliquerons  liv.  11,  chap.  m, 
iie  la  Perspective. 


%.    Vf*    DU  CHOIX  DES  PLA.irS   DE   PROJECTIONS;    DISFIirmON  Et   USAGE   DE  DIVERS 

MODES  DE   PKOJECTIOICS.    {PU  %'!). 

\  191.  On  a  déjà  reconnu  l'importance  du  choix  des  plans  de  projections  pour 

la  solution  des  problèmes  relatifs  aux  intersections  de  surfaces  par  des  plans,  ou 
par  d'autres  surfaces.  Des  deux  projections  qui  sont  nécessaires  pour  déterminer 
la  ligne  d'intersection  d'une  surface  par  un  plan ,  l'une  se  réduit  à  une  ligne 
droite,  lorsque  le  plan  de  projections  est  perpendiculaire  au  plan  coupant. 
Dans  le  cas  où  une  surface  de  révolution  est  coupée  par  un  plan  ou  par  une 
autre  surface,  du  choisit  pour  Tun  des  plans  de  projections  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  révolution  ;  alors  tous  les  cercles  de  la  surface  s'y  projettent 
suivant  d'autres  cercles.  Lorsque  les  axes  de  deux  surfaces  de  révolution  se 
rencontrent,  on  prend  le  plan  de  ces  axes  pour  le  plan  vertical  par  exemple,  et 
le  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  pour  plan  horizontal.  Si  Ton  propose  de 
trouver  l'intersection  de  deux  cônes  {pL  10  ),  il  y  a  quelque  avantage  à  mettre  les 
sommets  de  ces  cônes  sur  l'un  des  plans  de  projections.  Lorsque  deux  cylindres 
se  pénètrent,  on  simplifie  les  opérations  qui  donnent  leur  ligne  dlntersection, 
en  rapportant  cette  ligne  à  deux  plans,  le  premier  parallèle  aux  droites  génér 
ratrices  des  cylindres,  et  le  second  perpendiculaire  à  l'une  de  ces  génératrices; 
la  Jig.  I ,  pL  22  offre  un  exemple  de  ce  choix  de  plans  de  projections.  Deux 


\ 


IfO  niùUÈTXin    DESCRIPTITE, 

cylindres  droits  horixontauit  se  coupent  à  angle  droit  ;  leurs  axes  se  rencontrent  « 
et  la  projection  de  leur  ligne  d'intersection  se  compose  de  deux  branches  d^une 
hyperbole. 

Intersection  de  deux  cylindres. 

t 

'  193.  Soient  EGF,  IGK  {J^^iffl^  aa  )  les  axes  horizontaux  de  deux  cyUndm 
droits  qui  se  pénètrent;  le  plan  de  ces  axes  qu'on  prend  pour  plan  horizontal 
de  (>rojections ,  coupe  les  deux  cylindres ,  Tun  suiyant  les  parallèles  AB ,  CD , 
l'autre  suÎTant  les  parallèles  ÂG,  BD,  quiforment  avec  les  premiers  le  parallé^ 
logramme  rectangle  ABCD.  I^e  plan  Tertical  XY  de  projections  est  perpendicu* 
laire  à  la  génératrice  AC  ou  BD  du  petit  cylindre ,  et  coupé  ce  cylindre  suivant 
lé  cercle  e/^^  projection  verticale  de  toutes  les  lignes  de  cette  smàce.  Un  autre 
plan  vertical  BD  coupe  le  grand  cylindre  suivant  un  cèrde  du  rayon  DF^  qu'om 
transporte  sur  le  plan  vertical  XY,  en  décrivant  du  point  H',  avec  le  rayoo 
H/==  DF,  le  cercle ^/%<i.  On  va  voir  le  motif  de  cette  transposition. 

Un  plan  horizontal  quelconque  fini  ciMipe  les  deux  cylindres  suivant  des 
droites  horizontales  qui  se  rencontrent  en  des  points  de  leur  ligne  d'interseo* 
tion.  Les  droites  du  petit  cylindre  se  projetant  sur  le  plan  horizontal  suivant  les 
parallèles  Ç(p\  NN',  les  projections  des  droites  du  grand  cylindre  couperaient 
ces  parallèles  en  quatre  points  M ,  M',  /»',  fi"  de  la  projection  horizontale  de  Fin* 
tersection  des  cylindres.  La  construction  graphique  de  ces  points  s'obtient  plus 
simplement,  et  avec  des  lignes  moins  longues,  en  faisant  usage  du  cercle  trans- 
posé en/km.  Ayant  élevé  la  verticale^,  on  probuge  Thorisontale  /âm  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  la  verticale^'  en  m\  et  avec  le  cercle  du  rayon  11/ en  n.  Là. 
partie  ain  de  i'faonzontatè  se  porte  en  KM,  9^",  N'AT,  ^V  ;  ce  qui  détermine  les 
qmtre  points  M,  M',  fA\  fi".  On  concevra  la  raison  <le  cette  construction,  en 
regardant  h  droite  NM  comme  la  projection  d'un  triangle  mixtiligneégal  k^'n, 
et  comme  là  trace  honaontale  d'un  plan  vertical  qui  coupe  le  petit  (^liiidre  sui«- 
vant  one  droite  égale  en  iongneur  au  coté  m' m  du  triangle,  et  le  grand  cylindre 
suivant  un  arc  égal  à  Y^rc/h^  auire  coté  du  même  triangle. 

194.  On  déterminerxxt  la  tangente  an  point  (M^  m)  de  l'intersectioii  des  deux 
cylindres ,  comme  dans  le  cas  général  (art  1 56);  mais  cette  méthode  des  tangeotes 
est  en  défaut  poor  les  points  A ,  B,  C,  D  de  l'intersection,  puisque  les  plans  tan- 
cens  pour  Vuu  quelconque  de  «es  points ,  C  par  exemple,  sont  verticaux,  et  se 
coupent  suivant  une  verticale;  ce  <pii  réduit  la  tangente  au  point  G  projection 
ile  cette  verticale.  Il  faut  pour  ce  point  avoir  recours  au  plan  des  deux  normales 
(art.  i^S).  Les  normales  en  C  du  peut  et  du  grand  cylindre  coupent  ht  plan  hori- 
xontal .  fune  en  L.  l'autre  en  £:  tirant  la droâte£L  trace  Imiûontale  du  i>lan  des 
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deux  nonnales,  la  perpendiculaire  GP  à  £L  est  la  tangente  au  point  C.  Les 
courbes  GKD9  AlB  sont  les  deux  branches  d'une  hyperbole  (i)  qui  a  pour  axe 
réel  la  droite  IK;  elles  eorrespondent  à  la  courbe  d  entrée  dans  le  grand  cy-* 
lindre,  et  à  la  courbe  de  sortie;  l'intersection  totale  se  projette  sur  le  plan  verti-» 
cal  XT  suitant  le  cercle  ç^. 

Intersection  d^un  cylindre  et  dune  sphère. 

195.  La^.  a,/?/,  aa  représente  l'intersection  d'un  cylindre  et  d'une  sphère. 
Le  plan  horizontal  de  projections  passe  par  le  centre  de  la  sphère  et  par  l'axe 
d*un  c}'lindre  droit  à  base  circulaire;  le  plan  vertical  est  perpendiculaire  à  cet 
axe  :  la  projection  verticale  de  la  courbe  d'intersection  est  un  cercle ,  et  la  pro» 
jection  honzontale  une  parabole. 

Le  plan  horizontal  de  projections  contient  le  centre  0  de  la  sphère,  le  grand 
cercle  de  cette  sphère  du  rayon  OD ,  l'axe  GG'  du  cylindre  et  les  deux  arêtes 
AC,  BD  du  cylindre  droit,  qui  a  pour  base  le  cercle  efg.  Le  plan  vertical  OD 
coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  qu'on  transporte  sur  le  plan  du  petit 
cercle  e^  par  un  motif  semblable  à  celui  qu'on  a  exposé  dans  l'exemple  précé- 
dent. On  porte  le  rayon  OD  de^  en  H*,  et  du  point  H'  comme  centre ,  on  décrit  le 
grand  cercle  de  la  sphère,  transposé  en/^Asur  le  plan  vertical  XY.Un  plan  hori« 
2ontal  quelconque  mii  coupe  le  cylindre  suivant  des  droites  qui  $e  projettent 
sur  le  plan  horizontal  en  NN'  et  ^';  rhorizontale  mju  coupe  la  verticale^'  att 
point  m\  le  ctt<AeJnk  au  point  n.  Portant  la  distance  m'n  de  la  verticale^/T  au 
cerde,/?rA,  de  Den  ^sur  le  rayon  OD,  et  décrivant  du  point  O  comme  centre 
avec  le  rayon  O^  une  circonftrence  qui  coupe  les  droites  KK',  ff'  aux  points 
M,  M*,  jtc",  /if ,  ces  quatre  points  appartiennent  à  la  projection  horizontale  de  la 
courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du  cylindre.  Cette  projection  se  compose 
de  deux  branches  CMD,  ÂlirB,  qui  appartiennent  k  une  parabole  (a)  dont  le 
sommet  ett  en  S,  sur  la  perpendiculaire  06  qu'on  abaisse  du  point  O^  centre 
de  la  sphère,  ^ur  Taxe  GG'  du  cylindre.  * 

■ 

(i)  On  démontre  cette  proposition  par  l'analyse ,  en  prenant  pour  axes  de  coordonnées  leS 
^hrokes  rcctaBfiiilMreft  £F,  IK,  qui  se  coupent  au  poiat  G  origine  des  coordonnées.  L'équation  da 
petit  cylindre  est  4r*  +  «»  =  r»  ;  celle  du  grand  :  j»  +  **  =r  R».  Éliminant  2%  on  a  pour  l'équation 
de  la  projection  sur  le  plan  des  jj*: 

équation  de  l'hyperbole  équilatère. 

(%)  On  démontre  cette  proposition  par  l'analyse ,  en  prenant  le  centre  O  de  la  sphère  pour  l'ori-» 
^■n*  des  coerdoonées,  la  perpendiculaire  OS  an*  TaM  CL  àa  cylindre,  pour  Taxe  des  jt,  et  la  parallèle 
k  cet  axe  pour  Taxe  des^.  L'équation  de  la  sphère  est  :  jr>  +  >-*  +  ^'  =  ^^^  Appdant  a  la  dis- 
tance OO,  réquatioa  du  cylindre  est  (o; — a)*-f-z'=:/^>  R  et  r  sont  les  rayons  4e  la  sphère  et  ^ie 
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1 96.  La  tangente  CP  en  C ,  se  détermine  comme  dans  l'exemple  précédent ,' 
par  la  condition  d^étre  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  OL  du  plan  des 
deux  droites  CL,  CO,  Tune  normale  au  cylindre ,  et  l'autre  normale  à  la  sphère; 
elle  rencontre  la  droite^ OG  au  point  P,  en  sorte  que  la  sous*tangente  est  CP. 
Divisant  CP  en  deux  parties  égales  au  point  S ,  ce  point  est  le  sommet  de  la 
parabole.  (  Voyez  la  note  a ,  art  précédent). 

Des  projections  obliques. 

197.  Un  mode  de  projection,  quel  qu'il  soit,  a  pour  objet  de  déterminer  la 
position  respective  des  points  situés  dana  l'espace.  La  définition  d'un  mode  de 
projection  est  complète ,  lorsqu'on  donne  la  surface  sur  laquelle  on  projette,  et 
la  loi  d'après  laquelle  on  mène  par  chaque  point  de  l'espace ,  la  droite  qui  pro« 
jette  ce  point. 

Le  mode  de  projection  le  plus  simple ,  et  le  seul  dont  nous  ayons  fait  usage 
jusqu'à  présent,se  noxamt projection  orthogonale.  Il  consiste  à  projeter  les  points 
de  l'espace  sur  un  plan ,  par  des  droites  perpendiculaires  à  ce  plan.  Lorsque  les 
lignes  de  projection  sont  constamment  parallèles  à  une  droite  donnée,  et 
obliques  par  rapport  au  plan  de  projections,  ce  mode  de  projection  se  nomme 
projection  oblique.  Yol projection  perspective  désigne  le  mode  pour  lequel  les  lignes 
de  projection  concourent  vers  un  point  fixe  et  déterminé. 

1 98.  Ces  trois  projections ,  ordiogonale ,  oblique ,  perspective ,  se  font  sur  des 
surfaces  planes.  La  proposition  suivante  s'applique  aux  trois  modes  de  projection. 
•  «  Lorsque  deux  droites  se  coupent  dans  l'espace  et  comprennent  entre  elles 
a  un  angle,  le  sommet  de  cet  angle  a  pour  projection  sur  un  plan  le  point  d'in*^ 
«  tersection  des  projections  des  deux  droites  sur  le  même  plan.  ». 

La  proposition  est  vraie  pour  deux  lignes  quelconques,  planes  ou  à  double 
courbure,  qui  se  coupent  ou  se  touchent.  Si  elles  se  touchent,  la  projection 
de  leur  point  de  contact  est  le  point  de  contact  des  lignes  qui  en  sont  les  pro* 
jections. 

la  base  du  cylindre.  Éliminant  i^^  on  a  pour  l'équation  de  la  projecUon  de  Tintersection  da  cylindra 
et  de  la  sphère  snr  le  plan  des  xy  : 

Cette  équation  appartient  à  une  parabole  dont  le  sommet  S  est  à  une  distance  OS  du  centre  Q , 
égale  à 
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Cette  seconde  proposition,  <r  Des  :droiies  paraUeles  ont  pour  projections  de^ 
droites paralCèles  j  »  est  applicable  aux  deux  modes  de  projections  orthogonale  et 
oblique,  pour  lesquels  les  lignes  de  projection  sont  parallèles;  elle  n*a  pas  lieu 
pour  la  projection  perspective. 

On  a  fait  voir  (  art.  7  )  que  dans  la  projection  orthogonale,  les  deux  projec- 
tions d'un  point  sont  placées  sur  une  droite  perpendiculaire  à  Tintersection 
commune  des  deux  plans  de  projections,  en  supposant  que  ces  deux  plans  se 
confondent  en  un  seul ,  après  avoir  tourné  autour  de  la  droite  suivant  laquelle 
ils  se  coupent.  Cette  proposition  n'est  pas  applicable  aux  projections  oblique  et 
perspective.  La  suivante  (art.  ai)  n'est  encore  vraie  que  pour  la  projection  ortho- 
gonale :  oc  Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  P,  la  projection  de 
«c  la  droite  sur  un  plan  quelconque  F,  est  perpendiculaire  à  la  droite  inter- 
a  section  des  deux  plans  P  et  F.  »  Les  deux  modes  de  projection  oblique  et  per- 
spectiue  ont  pour  bases ,  les  deux  propositions  suivantes  : 

L  a  Toutes  les  lignes  tracées  sur  un  cylindre  étant  projetées  sur  un  plan  pu 
m  toute  autre  surface ,  par  des  droites  parallèles  aux  arêtes  du  cylindre ,  la  ligne 
€  d'interseotion  du  cylindre  et  de  la  surface  de  projections,  ainsi  que  toutes  les 
«  lignes  du  cylindre  projetées  sur  cette  surface,  coïncident  en  totalité  ou  en 
f  partie.  9 

IL  <c  Toutes  les  lignes  tracées  sur  un  cône  étant  projetées  sur  un  plan  ou  toute 
«  autre  siuface^  par  des  lignes  concourantes  vers  le  sommet  du  cône,  la  ligne 
«  d'intersection  du  cône  et  de  la  surface  de  projection,  ainsi  que  toutes  les  lignes 
«  du  cône-projetées ,  coïncident  en  totalité  ou  en  partie.  » 

L'emploi  des  projections,  oblique  et  perspective,  conduit  dans  quelques  cas 
particuliers  à  des  solutions  plus  élégantes  que  celles  qu'on  obtiendrait  par  la 
méthode  des  projections  orthogonales  ;  en  voici  quelques  exemples. 

De  r intersection  de  deux  cylindres.  (PL  afi,  fig.  3.) 

199.  Lorsqu'un  cylindre  et  une  autse  sur&ce  quelconque  définie  se  pénètrent, 
on  trouve  leur  ligne  d'intersection  en  coupant  les  deux  sur&ces  par  une  suite  de 
plans  parallèles ,  et  les  points  où  les  sections  contenues  dans  un  mémç  plan  se 
rencontrent ,  appartiennent  à  la  ligne  suivant  laquelle  les  deux  surfaces  se  pé- 
nètrent. En  projetant  les  sections  sur  un  plan  fixe ,  par  des  droîtçs  parallèles  à 
la  génératrice  du  cylindre,  la  projection  de  la  section  du  cylindre  sera  constante; 
celle  de  la  section  de  la  surface  qui  pénètre  le  cylindre,  sera  variable  pour 
chaque  plan  coupant;  mais  les  parallèles  aux  arêtes  du  cylindre,  menées  par  les 
points  où  ces  projections  se  couperont,  contiendront  les  points  de  la  ligne  d'in* 
tersection  des  deux  surfaces  ;  et  comme  ces  points  se  trouveront  aussi  sur  le 
plan  coupant^  ils  seront  déterminés.  Supposons  qu'un  cylindre  dont  la  généra- 
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trice.  est  horizontale,. soil  pénétré  par  un  autre  cylindre  incliné;  nous  allons 
construire  leur  ligne  d'intersection ,  et  la  section  du  second  cylindre  par  un  plan 
perpendiculaire  à  sa  génératrice. 

aoo.  Soit  CD  Taxe  horizontal  d^iin  cylindre  à  base  circulaire;  AB  la  (racé  ho- 
rizontale  d'un  plan  vertical  qui  coupe  ce  cylindre  suivant  un  cerclé  du  rayon  AC 
ou  BC.  Le  cylindre  horizoîital  est  pénétré  par  un  cylindre  oblique  dont  la  base 
circuIairey'g'A'  est  dans  un  plan  verticaiyi^;  le  dîàmètrey 'A'  de  cette  base  est 
distant  du  plan  horizontal  de  projection  dé  la  hauteur  verticale  fjf'  ou  hK.  Les 
projections  horizontales  et  orthogonales  des  arêtes  du  cylindre  oblique,  qui 
passent  par  les  points^ ',  h\  sont  les  droites /P,  AH.  Ces  arêtes  sont  dans  un 
plan  incliné  qui  coupe  le  |>Iaii'  horizontal  de  projections  suivant  la  droite  FH. 
Un  plan  verticaiyTF  tourne  autour'  de^'sa  trace  horizontale  y  F  comme  char- 
nière ,  pour  s'abattre  siii'  le  plan  horizontal';  c'est  à  ce  premier  plan  qu'on  rapporte 
les  points  de  l'espacé  par  âès  lignes  obliques.  On  prend  pour  lignes  de  projec- 
tion des  horizontales  patallèleâ  à  la  génératrice  du  grand  cylindre  horizontal  ; 
toutes  les  lignes  dé  ce  grand  cylindre  se  projettent  siùvant  la  courbe  FLF,  qui 
résulte  de  son  intersection  parle  plan  vertical  de  projections /FF.  La  hàse/''gh' 
de  ce  cylindre  se  projette  sur  le  plan  y^FF,' suivant  la  droite^g'  perpendiculaire 
àyi  ';  en  sorte  que  le  diamètre  horizontal  /%'  a  pour  projection  oblique  le  pointy 
de  la  droite^,  qu'on  détermine  en  faisant^"  =^'' 

L'hypothénuse  Ff"  on  triangle  rectangle  Fj^"  est  la  projection  oblique  du 
parallélogramme,  qui  a  pour  côtés  opposés  les  horizontales  FK, y  A'.  Portant  e'g 
tnf^^y  et  menant  la  parallèle  ^h  à/T,  la  projection  oblique  de  Tintersection 
du  demi-cytin(h*e  khdise/*'gk\  est  la  portion  FA  de  la  courbe  FLF;  cette  inter- 
section a  de  plus  pour  projection  horizontale  orthogonale  ^  la  courbe  FKH  que 
nous  allons  construire.  Les  points  F  et  H  de  cette  courbe  sont  déterminés  sur 
l'horizontale  AA',  par  la  rencontre  de  cette  horizontale  et  des  droitesy*F,  AH. 
Pour  avoir  un  point  intermédiaire  M  sur  la  droite  MN  parallèle  à  F/j  on  consi- 
dère cette  droite  MN  comme  la  trace  horizontale  d'un  plan  vertical ,  qui  coupe 
suivant  Nm  le  plan  du  cercley gh\  Portant  la  verticale  N/w  sur^  de^en  m\  et 
menant  la  parallèle  wW  à  F/*",  qui  rencontre  la  courbe  FA  en  m\  on  abaissera 
de  ce  point  m"  la  verticale  m'^fi,  et  par  le  pomt  /a  dé  la  droite  F/^  on  mènera  la 
jparallèle  /iM  à  FH,  qui  coupera  la  droite  NM  au  point  M.  Un  autre  plan  cou- 
pant MTÏ',  paraUèle  au  plan  vertical  MN,  donnerait  un  autre  point  M'  de  la 
courbe  FMM'H.  ,  .      - 

aoi.  I^  projection  oblique  de  la  section  droite  ou  arc  droit  du  petit  cylindre 
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à  h2Lse/^gh\  est  sur  le  plan- de  projections/FF,  une  courbe  pqr  qu'il  s'agit  de 
construûrei  Le  plan  de  cette  section  droite  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal 
de  projections,  la  droite  PQ  perpendiculsrâe  aux  parallèles^  H&,  At'IT.tJn  pian 
vertical  quelconque  WJf'  coupe  le  cylindre  et  te  plan  de  Tare  droit  suivant  deux 
droites  qui  sont  perpendiculaires  entre  elles  dans  Tespace,  et  dont  les  -projec- 
tioïis  obliques  sur  lé  plan  vertical/T  se  coupent  aussi  à  angle  droit  :  or  la  pro* 
jecûon  oblique  de  la  droite  du  cylindre  sur  le  plan  vertical /*F  est  mW;  celle 
du  point  R  est  R'  ;  donc  si  du  point  R'  on  abaisse  la  peipendiculaire  RV  sur  m'm'\ 
le  pied  /  de  cette  perpendiculaire  appartient  à.  la  projection  oblique  grp  de 
Tare  droit.  r 

La  projection  oblique  du  point  Q  est  Q';  les  projections  obliques  de$  d^ux 
arêtes  du  cylindre  contenues  dans  les  plans  verticaux^F,  AH  se  confondent  en 
une  seule  droitey  "F  ;  d*où  il  suit  que  le$pe^p^dicùlâires  Q'^,  ¥p  abaissées  des 
points  Q'  et  P  sur  Ff%  déterminant  ^les  points  ^^  q  àe  la  courbe  prç. 

C'est  au  moyen  de  Tare  droit,  du  petit  ^cylindre  pblique ,  qu*on  obtiendrait  lé 
développement  de  ce  cylindre^  ft  qu'on  y  |rappprteraj|t  (es  lignes  déteirminées  par 
les  deux  {Mx>jection$,rune  verticale  obj|ique|  et  Vautre  horizontale  orthogonale. 
L'épure  relative  J|  la  voûte  <j|;u'oii  nomme  'décente  biaisa  rachetant  un  betcehu^  et 
que  nous  avon^  ex^pliqu^edaiis  uùti^e^^^rsde,S/éiéotomie  k  l'École  Polytechnique<  - 
se  construit  de  deux,  .m^ni^re^  ;  Tunexi^  la  ^rojectiou^  orthogonale,  et  l'autre 
par  \à  projectiej}  oifigM^;.  Ij'intérieur  dp^ççtte^  formé  de  deux  cylindres 

il  bases  circulaires,  et  on  ti?<^uve^i;<^|es  les^ lignes  nécetssaires  pour  le  tracé  de  la 
voûte ,  par  la  n^élhode  que  nous,  vcjiions  d'exposer. 

-  De  hprq/ectiohperspecHvfyr^Exémp  kypl-  aa*  . 

.    âoa.  Un^cône  et  uhié  '^iMâ^ce  de  révblùiibh  se  pënètrént  ;  on  propose  de  cons- 
truire léiir'R^iiè  'k\Àkiimo\ii  '^^'^^^^-^-^^  ^'^^  'f\' 
.    Les  deux  ixàîïéei  liMii  (ciôùjïêefe^j)^?  li/iif *èhïté  de  plans  perpendiculaires 
à  Taxe  de  révôlûtiôii  ;  on  •  considère  laf  ieiîtioii^^^  faite  par  un  plan  quel- 

conque de  cette  série  comtore  ta  Wâ^e  du  cône  ^  *fet  on  projette  sur  ce  plan  les 
sections  circulaires  de  ta  suif  ace  de  révocation  par  des  Trgnes  concourantes  vers 
le  sommet  du  cône.  Les  projections  Ati  sectioi^  circulaires  sont  évidemment 
d'autres  cercles  parini  lesquels  6^' distingue  ^ceux  qui'  rencontrent  la  base  du 
cône,  par  le  point  où'l|un  dié  ces  éèrttes  bôii^^  base  dû  cône,  on  mène  une  * 
arête  de  cône,  qui  renbonbe  là  section ^cifbùlâîi^  d  là  surface  de  révolution 
dont  ce  cercle  est  la  projectioli  perspective,  et  le  point  (ïe  rencontre  appartient 
à  l'intersection  de  cette  sur&ce  et  du  cône. 
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Explication  de  la  Jig.  4>  pi-  aa. 

fio3.  Le  plan  horizontal  de  projections ,  perpendicakûre  à  Taxe  de  la  sur£u:e  de 
révolution,  coupe  le  cône  suivant  ia  lign^  BCO.  Prenant  la  droite  XY  pour  Tin- 
tersection.  des  deux  pians  de  projections  horizontal  et  vertical,  le  soœinot  du 
cône  est  donné  pour  ses  deux  projections  olrthogonaies  K  et  a.  On  mène  par 
Taxe  de  l'évolution  (F,^)  un  plan  méridien  parallèle  au  plan  vertical  de  pzQ- 
jections  »  dont  la  trace  ^YH  est  parallèle  à  la  droite  XY.  Ce  plan  méridien  coupe 
la  surface  de  révolution  suivant  la  ligue^'^ ,  génératrice  de  la  sur£aicé  ;  cette 
génératrice  est,  par  exemple,  une  ellipse  qui  tourne  autour  de  son  grand  axe^. 
Un  plan  horizontal  quelconque,  dont  la  trace  sur  le  plan  vertical  de  projec- 
tions est  ghy  coupe  L'elUpsoide  de  révolution  suivant  un  cercle  du  diamètre  gh  ^ 
dont  la  projection  hori^oontale  est  un  autre  cercle  ^o'K  du  di£^mètre^/f'=^>i, 
qui  a  pour  centre  le  point  F.  Le  plan  de  \tToytcXigya&  perspective  étant  celui  de  la 
base  BCD  du  cône,  on  projette  le  cercle  {^ghy  ^oh)  par  des  droites  coucou* 
rantes  vers  le  sommet  (A,  a)  du  cône;  la  projection  perspective  de  çè  cercle  est 
un.  autre  cercle  du  diamètre  GH  ==  G'H',  dont  le  centre  K  est  TinterseçtiQ^i  di} 
plan-  horizontal  de  projectioos,  et  de  la  droite  (AFR,  €to!^)  qui  joint  le  sommet 
flu  cône  et  le  centre  du  cercle  à  projeter.  Le  cercle  GHMN  coupe  la.  base  BCD 
du  cône  aux  points  M,  N;  les  droites  menées  de  ces  points  M,  N  au  sommet 
(A,  a)  du  cône,  rencontre  le  cercle  {gohy  ^o'h)  de  la  surface  de  révolution  wx 
deux  points  (M',/n'),  (N',  ri)^  qui  appartiennent  à  la  ligue  d'interseçtÎQn  du 
cône  et  de  l'ellipsoide  de  révolution. 

Considérant  d'autres  plans  parallèles  à  ^A,  et  perpendiculaires  à  Taxe  derévo* 
lution,  on  trouverait  tant  d^autres  points  qu'on  voudrait  de  Tintersection  des 
deux  surfaces  données. 

S'il  s'agissait  de  trouver  Tintersection  d'un  cylindre  et  d'une  surface  de  révo- 
lution, on  substituerait  à  la  projection  perspective  la  projection  oblique,  en 
prenant  pour  lignes  de  projections  des  droites  parallèles  aux  arêtes  du  cylindre. 
On  trouverait  par  les  mêmes  considérations,  l'intersection  d'un  cône  ou  d'un 
cylindre  par  une  sur&ce  qui  aurait  pour  génératrice  une  courbe  plane  de 
forme  constante  ou  variable,  dont  le  plan  se  mouverait  parallèlement  à  lui- 
méhie.On  prendrait  pour  base  du  cône ,  la  section  de  ce  cône  par  un  plan  parai- 
rallèle  à  celui  de  la  couii>e  mobile.  Dans  le  cas  le  plus  général,  où  la  surface 
serait  engendrée  par  une  ligne  quelconque  variable  de  forme  et  de. position,  on 
couperait  cette  surface  et  le  cône  par  une  suite  de  plans  parallèles  à  un  plan 
fixe  pris  arbitrairement ,  et laprojeetion  perspective  de  chaque  couple  de  sec- 
tions déterminerait  des  pçints  de  la  ligne  d'intersection  du  cône  et  de  la  surface. 

rm   DtJ  PBEMKEU   irVBC. 
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LIVRE  IL 


APPLICATIONS   DE   LA   0:éOMI^TRIE   J^ESGRIPTIYK. 


Ce  livre  comprend  trois  Chapitres  dans  lesquels  on  expose,  lo  l'usage  des  ]ieux 
géométriques ,  pour  résoudre  diverses  questions  relatives  aux  propriétés  de  retendue;' 
a^  la  théorie  des  ombres  ;  3^  la  perspective  linéaire  :  il  est  terminé  par  un  Appendice 
sur  un  art  qu  on  nomme  Steréotomiey  et  qui  a  pour  objet  de  transformer  un  solide  donné, 
en  un  autre  solide  terminé  par  des  surfiices  plan<s.ou  courbes ,  dont  on  connaît  la  généra- 
tion et  les  positions  respectives. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Des  lieux  géométriques  et  de  leur  usage  vour  résoudre  diverses  questions. 

1.  La  Gëemétrie  élémentaire  offre  plusieurs  exemples  de  lieux  géométriques. 
Lorsqu'on  demande  un  point  situé  à  des  distances  connues  de  deux  droites, 
données  sur  un  plan,  on  trouve  ce  point  par  l'intersection  de  deux  droites, 
dont  chacune  est  un  lieu  géométrique  du  point  demandé.  La  parallèlp  à  une: 
droite  donnée,  menée  à  la  distance  connue  de  cette  droite  à  un  point  inconnu, 
contient  évidemment  ce  points  et  par  cette  raison  en  est  le  lieu;  une  autre 
parallèle  à  la  seconde  droite  dojmée,  est  encore  le  lieu  déterminé  du  |>oint  de- 
mandé ;  d'où  il  suit  que  ce  point  est  à  l'intersection  des  deux  parallèles.  Connais- 
sant les  distances  d'un  point  à  deux  points  fixes  et  donnés,  ce  point  a  pour  Ueux 
géométriques  deux  circonférences^  décrites  de» points  fixe&  comme  centres,  avec 
des  rayons  égdux  aux  distances  données.  Ces  cir^cmférenjces  se  coupent  en  deux 
points,  dont  chacun  satisfait  à  la  condition  d'être  aux  distances  connues  des 
points  donnés.  Dans  un  triangle  dont  les  côtés  et  Fangle  opposé  à  ce  coté  sont 
constans ,  le  sommet  de  cet  angle  peut  prendre  diverses  positions ,  et  le  lieu 
géométrique  de  ce  sommet  est  un  arc  de  cercle,  qu!on  nomme  \arc  capable  de 
Fangle  opposé  au  côté  donné  du  triang}e^ 
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Enfin  la  solution  de  cette  question  si  intéressante  pour  les  commençans  ^ 
faire  passer  un  cetxle  par  trois  points  y  est  fondée  sur  cette  considération,  que 
le  centre  du  cercle  demandé  est  l'intersection  de  trois  perpendiculaires,  éle- 
vées sur  les  milieux  des  trois  droites  qui  joi^ent  deux  à  deux  les  trois  points 
donnés.  Chacune  de  ces  perpendiculaires  est  un  lieu  géoméirique  du  centre. 

En  général ,  on  appelle  lieux  géométriques  d*un  point,  les  lignes  ou  les  surCsices 
qui  contiennent  ce  point ,  et  lieux  géométriques' ^unt  ligne,  les  surfaces  assujet- 
ties à  la  condition  de  passer  par  cette  ligne.  Lorsque  les  lieux  géométriques  d'un 
point  sont  des  lignes,  deux  de  ces  lignes  déterminent  le  point  ;  lorsque  le 
point  a  pour  lieux  géométriques  des  sur&ces ,  trois  de  ces  surfaces  sont  néces- 
saires pour  le  déterminer.  Les  exemples  suiyans  feront  voir  de  quelle  manière 
on  doit  procéder  pour  résoudre  les  problèmes  de  géométrie  à  trois  dimensions, 
par  la  considération  des  lieux  géométriques. 

PROBLiMB   I*'.  {PL  a3.) 

Construire  le  point  dont  on  cormaît  les  distances  2i  trois  points  donnés  ?  (  PL  nS ,  fig.  i«) 

a.  Solution.  Tous  les  points  également  distans  d'un  point  donné,  appartiennent 
à  la  surface  d'une  sphère  qui  a  ce  point  pour  centre.  Considérant  les  trois  points 
donnés  comme  les  centres  de  trois  sphères  qui  ont  pour  rayons  les  distances 
connues  de  ces  trois  points  au  point  inconnu ,  chaque  sphère  sera  le  lieu  ^géo- 
métrique de  ce  dernier  point.  Deux  sphères  se  coupent  suivant  un  cercle  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  les.  deux  centnes;  d'où  il  suit  que 
les  trois  sphères  se  couperont  deux  à  deux,  suivant  trois  cercles.  LestjJa^S. de  ces 
trois  cercles  passant  par  une  dioite  perpendiculaire  }auplan;des  centres  des  trois 
sphères,  cette  droite  coupe  obaotm  des  4l:aisi cercles  aus  deuK  mêmes  points, 
qui  satisfont  l'un  et  Vautrera  kcaiidj^ndrétreà'desdislanoMisQonues  des  len^ 
points  donnés.  .'i.,.        ;•>•.  -,?  w:n  y .    t'^-o-.  •     •'  -^*\\t  "  ■ 

Explication é^xio^^lk/ ï{^ pùriÂ^é   /.:.^.A>n ' 

3.  Soient  A,  B ,  C  les  trois  points  akAmés;  D^  Bf^  Hf'  ies/distâneesioonnoes  d'un 
quatrième- point  aux  trois  premiers;  on  prend  pour  plan  horizontal  de  projec- 
tions le  plan  des  trois  points  donnéà^  .et  ponwplaii^yettical  un  plan  XY  perpen- 
diculaire à  la  droite  BC ,  qui  joint  deux  des  points  donnés  B  et  C.  Des  points  À^  B,  C 

comme  oenTres,  avec  dés.  rayo«»3<éga<ixlatiE'^^lwtanoeSrCOunqes  D,  DVD^^  on 
décrit  trois  cercles  qui  se'  coupeut .  deu^  >ti  iteitft^sruivaqt  les  trois  cordes 
£F,  GH ,  IK,  lesquelles  se  coupent  au>méiiieiprâit.M.  Ges/ÇODâesisoirt  aussi  les 
traces  horizontales  des  plans  verticaux  qui  .^xmttetuient  les*  oerclès  d'iatenec* 
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tian  <]ied  spbères;  dV>à  il  :&uit  qae  ces  plans  se  coupent  suivant  la  droite  verti- 
cale (M,  mm')  ;  ot  cette  droite  coupe  en  deux  points  le  cercle  du  diamètre  IK, 
intersection  des  sphères  qui  ont  pour  centres  les  points  B  et  C;  donc  les  points 
(M,  /7i),  (M,  77/)  seront  aux  distiatfices  données  des  trois  points  A,  B,  C. 

Pour  constrùil^  les  projections  «verticales  7»,  wl^  des  deux  points  qui  satisfont 
aux  conditions  du  .problèr»'e:,  pu  décrit  du  point  c  de  la  droite  XY,  qui  est  sur 
le  prolongement  dèJa  dmite  BC,  la  circonférence  du  diamètre  A  =  IK;  cette 
circonférence  est  rencontpée  par  la  perpendiculaire  lAm  à  XY,  aux  points  m  et  ni. 

...  ..     :      .  t       • 

PROBLiME    a. 

Déterminer  le  centre  et  te  rayori^d^un*-  spHere  qui  passe  par  quatre  points  donnés? 

(PI:  a3,  fig.  a.) 

4«  SobiUon.  On  joint  les  quatre  poihts  donnés  deux  à  deux  par  six  droites,  et 
on  conçoit  six  plans  perpendiculaires  à  ces  droites,  élevés  par  leurs  milieux. 
Chacun  de  cets  plans  aûra^ous  ses  points  à  égale  distance  des  deux  points  de  la 
•droite  à  laquelle  il  est  perpendiculaire;  il  sera  donc  un  lieu  géométrique  du 
centre  de  la  sphère  demandée ,  puisque  ce  centre  doit  être  à  égale  distance  des 
quatK  points  donnés.  Trois  des  six  plans  qui  déterminent  par  leurs  intersec- 
tions le  centre  de  la  sphère ,  sont  perpendiculaires  à  trois  des  six  droites  qui 
joignent  les  quatre  points  donnés  ;  mais  il  faut  remarquer  que  ces  trois  droites 
ne  peuvent  pas  être  prises  arbitrairement.  Lorsqu'elles  sont  dans  le  même  plan, 
ou,  autrement,  lorsqu'elles  comprennent  une  face  de  la  pyramide  triangulaire 
formée  par  les  six  droites,  les  trois  plans  perpendiculaires  aux  trois  cotés  d'une 
iace  passent  par  la  même  droite  ;  cette  droite  contient  le  point,  mais  sa  position 
sur  cette  droite  reste  indéterminée.  EUe  sera  au  contraire  déterminée ,  si  les  trois 
droites  appartiennent  à  deux  ou  trois  faces  de  la  pyramide  ;  alors  le  plan  per- 
pendiculaire à  l'une  des  droites ,  coupera  nécessairement  la  ligne  d'intersection 
^es  plans  perpendiculaires  aux  deux  autres  droites,  et  le  point  d'intersection  sera 
-le  centre  de  la  sphère  demandée.  La  droite  qui  joint  ce  centre  et  un  quelconque 
des  quatre  points  donnés ,  est  évidemment  le  rayon  de  la  sphère^^ 

Explication  de  lajig.  !à,/>/.  23. 

5.  On  prend  pour  plan  horizontal  de  projections  trois  des  quatre  points 
<kmnés^  et,  pour  plan  vertical  de  projections,  un  plan  parallèle  à  l'une  des 
droites  menées  du  quatrième  point  donné  aux  trois  autres.  Soient  A,  B,  C  tpois 
points  donnés  sur  le  plan  horizoutaUie  quatl*ième  poiiat  (D,  d)  est  projeté  en^ 


sur  un  plan  vertical  XYc. parallèle  à  la  dnnte  BD.  En  joignant  les  trois  pofU|s 
A,  B,  C  par  trois  droite»,  et  prenant  leurs  mibeux  £,  F,  G,  les  trois  plans  per- 
pendiculatres  à  ces  droites  menés  par  les  points  £,  F,  G ,  se  coupent  suivant  une 
verticale  M,  qui  est  un  lieu  géométrique  du  centre  de  la  sphère  demandée. 

Le  plan  mené  parle  milieu  (K  j  k)  de  la  droite  (BD,  èd)^  perpendiculairement 
à  cette  droite,  étant  perpendiculaire  au  plan  vertics^l  de  projections,  la  trace 
verticale  k/i  du  premier  plan  sur  le  second,  est  perpendiculaire  à  la. droite  bd. 
De  plus ,  cette  trace  passe  par  le  milieu  ^^  de  .la  droite  àd;  sa  position  est  donc 
déterminée.  La  projection  verticale  du  centre  de  la  sphère  se  trouve  sur  la 
droite  hh',  puisque  ce  centre  est  dans  un  pljui  perpendiculaire  au  plan  vertical , 
qui  a  pour  trace  cette  droite  hh';  mais  le  centre  de  la  sphère  est  aussi  sur  la 
verticale  M,  dont  la  projection  verticale  est. mm';  donc  le  point -^  intersection 
des  deux,  droites  kh' ,  mm'  est  la  projection  verticale  du  centre  de  la  sphère.  Le 
rayon  de  cette  sphère  sera  égal  à  la  droite  (MBymb)  qui  joint  le  centre  (M,  m) 
et  un  point  (B ,  6)  donné.  Portant  MB  en  m'6'  sur  !2(.Y,  l'hypothénuse  mb'  du 
triangle  rectangle  mm'b'  sera  la  longueur  dti  rayon  de  la  sphère.  Des  points  M 
et  m  comme  centres,  avec  le  rayon  MB  :==:mb\  pp  d^qril  deux,  cycles,  qui  sont 
les  projections  des  deux  gnuni^s  cer^l^çs  de  Jbi^  sphè^^^  l!iw,  horiwntal  et  Tautre 
vertical ,  et  sont  aussi  les  limites  des  pro))M:^qi^s.  de  cetf^  sphère. 


*M     '    .    f. 


PROBLÈME  .3*t  •  i       r< 

i*  *.        «1         1,»..* 


Trouer  k  centre  et  le  rayon  d une.  ififùay^in^çr^  A^^/SP^WI^  tnangulmte 


6.  Solution.  La  sphère  inscrite  à  une  pyramide  triangulaire  est  tangente  aui: 
quatre  plans  qui  comprennent  cette  pyramide  :  or  le  centre  d'une  sphère  tai^ 
gente  à  deux  plans ,  a  pour  lieu  géométrique  un.  troisième  plan  qui  cbidse.  en  deux 
parties  égales  Tangle  formé  par  les  deux  premiers  ;  car  ce  troisième  plan  contient 
tous  les  points  à  égales  distances  de»  deux  autres;  donc  si  Ton  divise  en  deux 
parties  égales  chacun  des  six  angles  dièdres  intérieurs  de  la  pyramide. triangui- 
laire,  ou  aur%.six  plans  dont  trcns  détermineront  le  centre  de  la  sphère,  pourvu 
que  ces  trois  plans  ne  passent  pas  par  Tun  des  quatre  sommets  de  la  pyramide 
triangulaire  donnée.     , 

Considérant  une  face  quelconque  de  la  pyramide,  et  les  trois  angles  dièdres 
adjacens  au  plan  de  cette  &çe,  les  trois  plans  qui  divisent  ces  angles  en  deux 
parties  égales  forment  une  secpnde  pyramide  dont  le  sommet  €»t  le  centre  de  la 
sphère  insci*ite  à  la  première  pyramide^  Si  les  trois  angles  dièdres  divisés  eh 
parties  égales  avaient  un  sommet  commun,  dans  ce  cas  les  plans  de  division 


liiasseraienfc  par 'une  même  droite^.ae  formeraient  pas  une  nouvelle  pyramide, 
et  la  po«iltQn  du  ceiilane  dié  la  sphère  aur  la  droite  interoecttoQ  des  trois  plans , 
TCiteiait  iad^eribinée* 

•  7.  On  prétid  pour  pîan  horizontal  de  projections  celui  du  triangle  ABC,  base 
de  la  pyramide  donnée,  et  pour  Tintersection  des  deux  plans  de  projections^ 
une  droite  quelconque  XY.  Soit  (D  ,^  le  sommet  de  la  pyramide;  les  trois  faces 
adjacentes  à  la  base  ABC ,  font  avec  le  plan  de  cette  base  des  angles  qui  se  me<- 
surent  danâ  lés  plans  verticaux  DE,'DF,  DG  respectivement  perpendiculaires 
aux  côtés  AB,  BC,  AC  du  triangle  ABC.  Portant  ces  droites  DE,  DF,  DG  en 
Vfe\  Vlf*^  IXg',  et  menant  les  droites  de\  df,  d^^  les  trois  angles  dièdres  adja- 
cens  à  la  base  ABC,  seront  égaux  aux  angles  dé  t)',  djTO^  dg'Vl\  divisant  chacun  de 
ceux*ci  en  parties  égales  par  les  dtoites  éé*,  /y%  ^g'*\  on  aura  les  trois  angles 
dièdTes'd'ûne  nouvelle  pyranlide  qui  a  même  base  ABC  que  là  pyramide  donnée, 
et  dont  le  sommet  (^9  â»')  est  le  centre  de  la  sphère  demandée.  Pour  construire 
ce  sommet;  on  coupe  les  trois  plans  qui  comprennent  la  seconde  pyramide  par 
iinpian  horizontal  quelconque^  dont  la  trace  sur  le  plan  vertical  de  projections 
est  la  droite  ^r^.Cette  droite  coupe  les  lignes  e'é'j/'f^  ^^  en  trois  points  ^',/^'g^i 
dont  les  distances  à  la  droite  lYâf  sont  connues.  Portant  ces  distances  ^d^J^'d^^d 
sur  les  droites  DE,  DF,,  DG  de  D  en  f ,.  ^9  7,  et  menant  par  ces  derniers  points 
des  droites  fB'9  ^C,  7 A'  respectivement  parallèles  aux  côtés  AB,  BC,  CA,  du 
triangle  base  des  deux  pyramides,  ces  droites  se  couperont  en  trois  points 
A^  Ht  C,  qui  déterminent  le  triangle  A'BC,  projection  horizontale  d'une  section 
horizontale. d^.  la  seconde  pyramide.  Joignant  les  sommets  des  angles  égaux  des 
deux  triangles  semblables  ABC ,  A'B'C  par  les  droites  A  A',  BB',  CC',  ces  droites 
seront  les  projections  horizontales  des  trois  arêtes  de  la  seconde  pyramide ,  qui 
se  coupent  au  point  tè  projection  horizontale  du  centre  de  la  sphère  inscrite  à 
la  première  pyramide.  L'une  des  trois  arêtes  de  la  seconde  étant  projetée  sur  le 
phm  vertical ,  en  cd  par  exemple,  IHntersection  de  cette  droite  td  et  de  la  per- 
pendiculaire mul  à  XY,  détermine  là  projection  verticale  a'  du  centre  de  la 
sphère.  Quant  au  point  c',  on  l'obtient  en  menant  la  perpendiculaire  CV  à  X  Y, 
qui  coupe  l'horizontale  ^^  en  c .  ». 

Connaissant  le  centre  (û>9  »')  de  la  sphère,  le  rayon  de  cette  sphère  sera  égale 
à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre,  sur  Tune  des  quatre  faces  de  la  pyramide 
donnée,  par  exemple,  sur. la  base  horizontale  ABC.  Cette  perpendiculaire  est 
une  verticale  égale  à  »>  rayon  de  la  sphère.  Les  cercles  décrits  des  points  û>,  » 
comme  centres  avec  ce  rayon  tsio^  sont  les  limites  des  projection?  horizontale  et  - 
▼erti^t^  de  la  sphère  inscrite  à  la  pyramide  donnée.  Des  quatre  points  de 
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coDtict  de  la  spbcM  et  dei frcw de  la  pyramide,  on  coniiAit  celui  (ml)  qm  est 
^ur  le  plan  horiziKitad  de profecàona;  pour  obtenir  les  IMÎS  aittres,  on  Mtfiar* 
quera  qu'ils  sont  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  do  centré  (a»,  s^) 
sur  les  trois  latces  de  la. pyramide  dont  les  plans  ont  pour  traces  borisontales 
les  droites  ÂB,  BC,  CD.  Abaissant, du  point  mies  perjpendiculaires  s»H,  «I,  «J  sur 
les  c6tés  AB9  BC,  CA,  ces  droites  contiendront  les  projections  horizontales  K ,  M,  N 
des  trois  points  de  contact*  Pour  construire  les  projections  verticales  A,  m^  n^ 
h  par  exejnple,  on  conçoit  le  plan  vertical  â»H  ramené  en  i»lS  parallèle  à  la 
trace  XY  des  deux  plans  de  projections*  Ce  plan  vertical  coupe  la  face  de  la 
pyramide  adjacente  au  côté  AC  de  la  ba^e,  suivant  une  droite  Kk.  parallèle  kgd^ 
Abaissant  du  point  V  la  perpendiculaire  juIU  sur  dh!%  et  portant  la  distance  kl 
du  point  kk  la  verticale  oA^'^de a»  en  &,  le  point  K  projection  horizontale  de 
Tun  des  points  de  contact  sera  déterminé.  La  perpendiculaire  Kâ  à  XY  et 
l'horizontale  kl  se  coupent  au  point  k  pojection  verticale  du  même  point 
de  contact.  On  construira  de  la  même  manière  les  deux  autres  points  de  eon* 
tact  (M,  ot),  (N,  »). 

Les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  de  la  sphère  sur  les  faces  de  la  pyra^. 
mide  donnée,  sont  égales  comme  rayons  de  la  même  sphère;  ainsi  la  droite 
m'k  =^mo,  et  la  droite^'^  qu'on  a  menée  parallèlen^ent  k.^d  est  tangent^ 
au  cercle  décrit  da point  cà'  comme  centre,  avec  le  rayon  ùê'o. 

PROBLÈME   4- ^£   l'A   PYRAMIDE   TRI AKCtTt AIRE.   (PL  ^4.) 

Enneœnsidérantdcms  une  pyramide  triangulaire  que  six  angîesy  sawir^les  caigïeà 
des  trois  arêtes  qui  ont  pour  sommet  commun  le  sommet  de  la  pyramide  ^  et  les  tmgïes^ 
dâdres formés  par  lès  trois  plans  des  arêtes^  on  propose^  troisdessix  angles  etani 
donnés  y  de  trouver  les  ifois  autres  ? 

8.  Solution.  On  distingue  les  angles  formés  par  les  arêtes ,  des  angles  dièdres, 
en  nommant  les  pvemiersjjaces  de  la  pyramide,  et  les  seconds  angles  de  la  pyra* 
mide.  Les  combinaisons  trois  à  trois  des  six  angles  d^une  pyramide ,  abstractiooi 
£iite  de  labase,  sont  au  nombre  de  six,  savoir  : 

1^  Trois  faces; 

^^  Deux  (aces  et  un  angle  compris  entre  cea  deux  faœsf 

3^  Deux  Ëices  et. un  angle  opposé  à  Fune  de  ces  &ces; 

4^  Une  face  et  deux  angles  adjacens  à  cette  face; 

5^  Une  face  et  deux  angles ,  dont  un^seulement  est  adjacent  à  la  face; 

6^  TrcMS  angles^ 

En  supposani;  qu'on  ait  donné  les  trois  angles  désignés  dans  Tune  quelconque 
des, six  combinaisons  précédentes  ^  il  s'agit  de  trouver  les  trois  autres  «nglea 


jaécesss^i^  po«ir  compléter  la  p^nmidej  «e  ijui  piésti^be  six  qvMliDM  qe'oii  peut 
réâoudK  dûeune  9épacém&eA^  mais  <{«fc'oii>  peut  iiéditire  à  faraîft  par  U  coûstdé- 
ration  <le  la  pyramide  rapplémenlaire*  JSmm  aUawi  d'abord  expliquer  comment 
4m  fotme  ^tte  pyramide;  eosmCe  nousf  dbnnepoBS  pour  chaque  question  une 
;iolutioti  ^directe  et  indépead^ate  de  la  pjriiamide  suppiémetitaîre.  .w     *  > 

9^/GQQSÎdérant  dans,  une  {pyramide  lès  tapais,  arétea  qui  se  réotitssent  à  soh 
tommet,  on  forme  une  seconde  pyramide,  eu  menaat  trob  pians  respective* 
mept'peiqpeiidifiulaires  aux  th>is  wétes  de  la  première.  Les  angles  et  les  &ces 
de  cette  nouvelle  pyramide  ont  pour  supplémens  les  feces  et  les  angles  de  la 
pyramide  doot  elle  ^t  dérivée»  et  par  cette  raison,  on  la  nomme  supplément 
tcUre.  Les  plans  des  faces  de  la  seconde  pyramide  étant  perpendiculaires  auK 
arêtes  de  la  première,  les  plans  des  faces  de  la  première  sont  nécessairement  per- 
pendiculaires aux  arêtes  de  la  seconde;  d'où  il  suit  que  les  deux  pyramides :sont 
réciproquement  supplémentaires  Tune  de  Tautre.  Avant  de  démontrer  qu'un 
angle  ou  une  fiice  de  chacune  d'elles ,  a  pour  supplément  une  face  ou  un  angle 
<le  l'autre,  nous  ferons  remarquer  qu'en  faisant  varier  les  points  de  l'espace  par 
lesquels  on  mène,  les  plans  qui  comprennent  la  pyramide  supplémentaire ,  on 
lait  varier  la  position  du  sommet  de  cette  pyramide^  mais  que  les  valeurs  de 
ses  angles  ne  changent  pas^ 

10.  Soient  {pL  a4,  ^*  i)  SA,  SB  deux  des  trois  arêtes  d'une  pyramide,  A 
et  B  deux  points  pris  i  volonté,  l'un  sur  l'arête  SA,  et  l'autre  sur  Taréte  SB.  Les 
pians  menés  par  les  points  A  et  B  perpendiculairement  aux  arêtes  SA,  SB,  ont 
évidemment  pour  traces  sur  le  plan  des  deux  aréte^  SA ,  SB ,  les  deux  droites  AX, 
BX.  perpendiculaires  Tûne  à' ta  droite  SA,  et  l'autre  à  la  droite  SB;  or  dans  le 
quadrilatère  ASBX,  les  angles  A  et  B  sont  droits,  donc  l'angle  X  est  supplé- 
ment de  l'angle  S;  mais  l'angle  S  est  une  face  de  la  première  pyramide;  l'angle  X 
est  un  angle  dé  la  pyramide  supplémentaire;  donc  ces  deux  angles  S  et  X  sont 
supplémens  l'un  de  l'autre.  Par  la  même  raison,  le  plan  d'une  face  quelconque 
de  la  pyramide  supplémentaire  est  perpendiculaire  aux  plans  de  deux  faces  de 
la  pyramide  primitive,  et  l'angle  de  ces  deux  |)lans  est  supplément  de  ia  face  de 
la  pyramide  supplémentaire*      )     •      •     • 

11.  En  admettant  que  tle  deux  pyramides,. 4oiit  la  :premîèM  est  formée  par 
des  plans  p^endiculaires  aux  arêtes  de  la  seconde^  l'une  quelconque  soit 
supplémentaire  de  l'autre ,  il  est  iacile  de  voir  que  les  six  questions  (art.  8)  se 
réduisent  à  trois.  En  effet,  lorsqu'on  donne  les  trois  angles  A,  B,  C  d'une 
pyramide,  les  supplémens  de  ces  angles  sont  les  trois  Êices  de  la  pyramide 
supplémentaire;  or,  comuisasMît  les  jtrôis  Êices,  on  pousra,  en  supposaiit  la 
pr^^  .des  «ix  questions  (art  8)  résolue^  déterminer  les  trois  angtes  dièdres^, 


opposés  aux  &MS  coimUes;  mpisxM  angles  dièdres  sont  l«s  siipptémeiis  des 
Ùces  de  là  pyramide' dont  on  a  donné  les  angles  A,  B^  C  ;  donc  les  six  angles  de 
cette  dernière  pyramide  seront  déterminés^  Ainsi  l'on  voit  que  la  première  et  la 
sixième  question  se  réduisent  à  une  seule;  on  démontrera  de  la  même  manière 
que  la  deuxième  et  la  qttatriènie,  la  troisième*  €t  la  cinquième,  se  réduisent 
à  deux  autres  questions  ^  donc  la  solution  complète  de  la  pyramide  triangulaire 
ne  comprend  que  les  trois  problèmes  suivans  : 

i^  Étant  données  les  trois  faces  d'une  pyramideiriangulaire,  détermineriez 
trois  angles;  v 

a^  Etant  données  deux  fiices  et  un  angle  £cirmé  pM^es  plans  de  ces  faces, 
déterminer  les  deux  autres  angles  ; 

•     3^  Étant  données  deux  faces  et  un  angle  opposé  à  Tune  die^ces  faces ,  déter- 
miner les  deux  autres  angles. 

Question  I'^  —  Étant  données  les  trois  Jaces  (Tune  pj/r^mide,  détennùier.les   . 

trois  angles, 

•  •  * 

12.  Solution.  Les  trois  faces  données  étant  développées  sur  un  même  planv 
soient  (/?/.  !i4>  jftg-  2.)  SA  ou  SF,  SB,  SE  les  arêtes  d'une  pyramide  dont  il  faut 
déterminer  les  angles.  Ou  suppose  les  deux  arêtes  SB,  SE  fixes  dans  te  plan  dé 
la  face  BSE,  et  on  fait  tournei:  les  droites  SA  et  SF^  Tune  autour  de  la  dieoite  SB, 
et  Tautre  autour  de  la  droite  SE;  par  ce  mouvement  01^  engendre  deuxsur&ces 
coniques  droites  qui  ont  même  sommet  ;  la  droite  intersection  de  ces  deux  cônes 
est  la  troisième  arête  de  la  pyramide*  Pour  déterminer  cette  droite,  on  imagine 
une  sphère  d'un  rayon  quelconque  SA  ou  SF ,  dont  le  centre  est  au  poiot  S, 
sommet  commun  des  deux  cônes  droits;  cette  sphère  coupe  le  premier  cône 
suivant  un  cercle  du  rayon  AB,  dont  le  centre  est  en*  B  9  et  le  second  cône  suU 
vaut  un  cercle  du  rayon  EF  dont  le  centre  est  en  E.  Les  plans  de  ces  cercles 
étant  perpendiculaires ,  Vun  àla<lroiteSB,  etl'autreà  la  droite  SE,  ils  se  coupent 
suivant  une  droite  perpei^idiculaire  au  plan  de  la  fjEice  BSE;  or  cette  droite  .con- 
tient les  points  d'intersection  des  deux  cercles;  donc  si  d^ point B comme. cçntre, 
avec  le  rayon  AB,  oh  décrit  le  cercle  AC  qui  coupe  la  droite  CD  perpendicu«- 
laire  à  ABD  au  point  C,  ce  point  appartient  à  la  troisième  arête;  d'où  il  suit  que 
dans  le  triangle  CBD rectangle  en  D,  râhgle.CBDest  é^l  à i'àïig[Ie cotnpriseritre 
les  faces  BSE  et  BSA.  Décrivant  dû*  p'ôiVit  E  comme  centre  avec  le  rayon  EF,*  lé 
cercle  FC,  et  élevant  la  perpendiculaire  DC'  à*  ÉD,  l'angle  XsEÙ  est  égal  à  l'angle 
des  faces  BSE  et  ESF. 

]^3.  Att  lieu^de  développer  la  pyramide  'SUr  ie  plan  de  la  fistcè  BSE,  on  aurait 
pu  prendre  pour  plan  de  développem^iit  celui  de  la  fiice  Al^B ,  où  "eelui  de  la 


fi^ce  £SF  ;  el  on  aurait  construit  par  la  méthode  exposée  dans  l'article  précédent, 
Fangle  des  deux  faces  ASB  et  FSE;  mais  il  sera  plus  simple  de  concevoir  un 
plan  perpendiculaire  à  Faréte  SA  ou  SF  (/%..a),  eu  un  point  A  ou  F.  Ce  plan 
coupera  les  faces  ASB  et  £SF,  l'une  suivant  AG,  perpendiculaire  à  SA,  et  l'autre 
suivant  FH  perpendiculaire  à  SF.  Le  plan  mftnépar  Us  deux  droites  AG,FH  coupe 
la  pyramide  suivant  le  triangle.GHK>  dans  lequel  les  dotés  GR,  HK  sont  égaux  aux 
droites  GA^  HF,  et  dont  l'angle  R  opposé  au  coté  GH  est  égal  à  l'angle  formé 
par  les  deux  faces  ASS^  ESF..  .,  . .  »  .i  - , 

Les  droites  AB,  BI,  IF  sont  les  trois  côtés  d'un  autre  triangle  CBI,  dans 
lecjudl  Tangle  B  opposé  au  co|é:€r,.est  égal  à  l'aogle  déjà  trouvé  (art.  ia)des 
deux' faces  ASB,  BSE.  -     :  , 

Les  Êtces  données  de  ta  pyjpaniide ,  au  lieu  d'être  des  angles  aigus,  pourraient 
être  des  angles  obtus;  alors  lay^.  a  deviendrait  la^^.  a  {bis)  dans  laquelle  les 
mêmes  points  sont  marqués  des  mêmes  lettres.  ^     ' .       ' 

14.  Si  d'un  point  de  l'espace  on  dirige  deux  rayons  visuels  vers  deux  objets 
ckHerminés,  ces  deux  rayons  et  la  verticale  passant  par  le  même  points  forment 
une  pyramide  triangulaire  ;  l'angle  compris  entre  les  deux  faces  dont  les  plans 
se  coupent  suivant  la  verticaleV  est  ce  qu'on  niïnme  l'angle  réduii  à  rhorizon. 
Connaissant  les  angles  de  la  verticale  avec  les  rayons  visuels,  et  l'angle  des  deux 
rayons  visuels  entre  eux;  il  est  évidetat  que  la  recherche  de  l'angle  réduit  à  l'ho- 
rizon, dépend  Je  la  solution  d'une  pyramide  triangulaire  dont  on  connaît  les 
trois  faces.  '  .  ' 

i5.  On  trouve  encore  ï angle  rçdidta  Vhorizon  de  la  manière  suivante  {Jig»a\ 
pi  a/i.)         ^  ^  ,.  •  ; 

Soit  ASB  l'angle  de  la  verticale  SA  et  d'un  rayon  visuel  SB,  AB  l'intersection 
du  plan  de  cet  angle  et  d'un  plan  horizontal;  on  trace  sur  ce  plan  les  deux  autres 
angles  connus,  savoir  i®  Ta^gle  ASC  de  la  verticale  SA  et  du  second  rayôii 
visuel  SC;  a**  l'angle  BS<r  des.d^ux  rayons  visuels.  JLe  plan  de  ces  deux  rayons 
coupe  le  plan  horizontal  suivant  une  droite,  dont  la  partie  comprise  entre  les 
deux  rayons  visuels ,  est  le  côté  Bc  du  triangle  BSc,  dans  lequel  on  a  Sc=SC. 

Considérant  le  rayon  visuel  SB*  comme  fixe,  on  fait  mouvoir  le  rayon  SC  au- 
tour de  la  verticale  SA,  jusqu'à  ce  que  les  deux  rayons  fassent  entre  eux  l'angle 
donné  BSc.  Le  point  C,  dans  ce  mouvement,  décrit  la  circonférence  CCc 
dont  le  centre  est  en  A,  et  qui  a  pour  rayon  la  droite  AC  ;  il  doit  s'anêter 
lorsque  sa  distance  C'B  au  point  B  est  égale  à  Br;  donc  si  l'on  décrit  du  point  B 
comme  centre,  avec  Bc  pour  rayon,  un  cercle  qui  coupe  la  circonférence  CC'è 
au  point  C,  l'angle  CAC  sera  la  projection  horizontale  de  l'angle  observé  BSc , 
et  par  conséquent  cet  angle  réduit  a  Vhorizon.  - 


1^6  fiiOUÉTAIE     DBSCIIIPTI^E* 

Que^iwi  %^.  -^  Comaissant  dans  une  pyramide  iriangukUre  deux  faces  et  Pangle 
Jomté  par  les  plans  de  cesfaces^  deternùner  les  deux  ajutres  aitgks  etlatroùieme 
J^ice  de  la  pyramide. 

r6.  Solution.  \a  questâon  jMroposée  se  réduit  à  trouver  la  troisième  £aice  de  la 
pyramide;  car.akMrson  connaîtra  les  trois  Êices  de  cette  pyramide,  et  par  la  solur 
tioQ  du  problème  précédent,  on  construira  les  deux  angles  inconnus.  Pour 
déterminer  la  £aice  inconnue,  soient  {pi.  ^k\fis-  3)  ASB,  BSE  les  deux  faces 
données,  développées  sur  le  plan  de  la  seconde  BSE.  Soit  CDD  l'angle  de  ces 
deux  faces ,  donné  dans  un  plan  ABCD  perpendiculaire  à  la  droite  SB  ;  le  ptaa 
SBC  contenant  la  £ace  donnée  ASB,  le  point  A  de  l'arête  SA  est  élevé  au-dessus 
du  plan  horizontal  d'une  hauteur  égale  à  la  droite  CD  perpendiculaire  à  la 
droite  ABD  ;  donc  si  par  la  droite  CD  on  mène  un  plan  CD£  perpendiculaire  à 
Taréte  SEI ,  ce  plan  contiendra  le  triangle  CED,  dans  lequel  l'angle  £  opposé  au 
côté  CD  =  CD,  sera  Fangle  du  plan  de  la  troisième  £sice  cherchée  et  du  plan 
de  la  face  BSI  ;  prolongeant  la  droite  DE  d'une  quantité  EF=  ÉC,  et  menant  la 
droite  SF,  l'angle  ESF  sera  évidemment  la  troisième  face  cherchée. 

Construisant  la  pyramide  avec  les  trois  Êices  ASB,  BSE  et  ESF,  les  points 
A ,  C ,  F  se  réuniront  en  un  seul  ;  d^où  il  suit  que  les  droites  SA  et  SF  sont  les 
rayons  d'un  même  cercle  décrit  du  point  S  comme  centre. 

Le  plan  ABCD  coupe  la  pyramide  suivant  un  triangle  CBI,  dans  lequel  le  côté 
GB  =  AB,  et  le  côté  CI  =IF;  donc  les  deux  droites  IF,  EF  et  les  deux  arcs  de 
cercle  AF,  CT,  décrits  des  points  S  et  E  comme  centres ,  concourent  au  même 
point  F  de  l'arête  SF;  d'où  il  suit  que  deux  quelconques  de  ces  lignes  déter- 
minent par  leur  intersection  le  côté  SF  de  la  face  cherchée  ISF. 

Si  au  lieu  de  l'angle  CBD  compris  entre  les  deux  faces  ASB,  BSE,  on  eût  pris 
le  supplément  ABC ,  on  aurait  trouvé  par  la  même  construction  la  troisième 
face  ISF  de  la  pyramide. 

Question  3^.  —  Connaissant  dans  une  pyramide  deux  faces  et  un  angle  oppose  a 

l'une  de  ces  faces  ^  déterminer  la  troisièmeface  ? 

17.  Solution.  Soient  (pL  ^k^fis-  4)  BSE  et  ESF  les  deux&ces  données,  déve- 
lof^es  sur  le  plan  de  la  première  BSE;  soit  E^H'  l'angle  formé  par  le  plan  qui 
contient  la  £ice  B^  et  par  le  plan  de  la  face  qu'il  s'agit  de  trouver;  les  drcntes 
SAB  et  ^H'  détâ:tninent  la  position  du  plan  qui  contient  la  face  cherchée. 
Jj'aréte  SF,  en  tournant  autour  de  l'arête  SE  comme  charnière,  engendré  un 
cône  droit  dont  la  base  circulsùre^  est  dans  un  plan  FEDG  perpendiculaire  à 


CiOXiTRIB     BSSCRIPTIVE^  ^aj 

la  charnière  SE  :  or  ce  plan  coupe  le  plan  SàBW  de  la  face  cherchée,  suivant  Isc 
droite  6H;  ikmc  lorsque  Tarête  SP  est  dans  le  plan  de  la  (ace  cherchée  ^  le  ])oint  P 
de  cette  arête  est  .enyooy*,  intersection  de  la  circonférence;^  et  de  k  droite 
GH.  Supposons-le  eny*:  en  faisant  tourner  le  plan  S^BH'  sur  SB6  comme  char-^ 
lùère  j  pour  Fabattre  sur  le  plan  de  la  face  connue  B^ ,  les  distances  du  poînty* 
ânx  points  G  et  S  de  la  charnière  né  varient  pas  ;  donc  le  point  A  intersection  des^ 
Àrcs'dé  cercle^A ,  Fa  A  décrits  des  points  G  et  S  comme  centres  avec  des  rayon» 
égaux  à  Gfet  SF,  est  de  que  devient  le  pointyÇ  lorsqu'il  est  abattu  sm*  te  pla» 
de  1%  face  BSE;.donc  ASB  e^t  la  trcHsième  face  de  la  pyramide,  civrespondAnI 
au  point  yr  On  trouverait  de  la  même  manière  Tangle  A'SB  pour  la  troisîènié 
face  de  la  pyramide ,  qui  correspond  au  point  /\  Connaissant  les  trois  faces  de 
la  pyramide,  les  trois  angles  seront  déterminés  (art  ra). 

iB.  On  a  déjà  démontré  (art.  1 1)  que  les  trois  dernières  questions  (art.  8)  sur 
les  angles  de  la  pyramide  triangulaire,  se  ramenaient  aux  trois  premières;  ce 
qu'on  peut  encore  faire  voir  avec  plus  de  développement,  de  la  manière  sui- 
vante. Désignons  par  A,  B,  C  les  angles  dièdres  de  la  pyramide,  et  par  a,  6,  c  les 
Ëices  opposées  à  ces  angles.  On  vient  de  résoudre  les  trois  questions  suivantes  : 
i^  Connaissant  les  faces  a,  by  c,  trouver  les  trois  angles  A,  B,  C? 
a^  Connaissant  deux  faices  a^  h  et  Tangle  compris  C ,  trouver  ]es  trois  angles 
^,A,B? 

3^  Connaissant  deux  faces  iar,  by  Tangle  non  compris  A  ou  B,  trouver  les  trois 
•^^lesr,  C,BouA. 

^ià.  -pposons  maintenant  qu*on  donne  les  trois  angles  A,  B,  C  d'une  pyramide t 
'il  faille  trouver  les  trois  faces  a,  by  Cy  on  connaîtra  dans  la  pyramide  sup- 
ntaire  les  trois  faces  a\  b\  d  respectivement  égales  à  : 

aoo«'*^"  —  A ,  aoo«  —  B ,  aoo«  —  C. 

On     ^^:am  déduit  trois  angles  A',  B',  C,  respectivement  opposés  aux  trois  faces 
d',  S^:^      d;  mais  on  a  par  la  propriété  de  la  pyramide  supplémentaire  : 

A'  =  aoo»  —  flî ;  B'  =  aoo»  —  b;  G  =  aoo«  — •  c; 

^ou      ^^2  suit  que  les  faces  cherchées  ay  by  c  sont  les  supptémens  des  angles 

^t)r^^«jâ.s  A,  F,.  C  ;  ce  qui  donne  la  solution  de  la  sixième  question  (art.  8.) 

\^*   -KHassons  à  la  cinquième  question.  On  donne  deux  angles  A ,  B  et  une  face  c 

^îjj^o^^îte  à  ces  angles;  il  s'agit  de  trouver  l'angle  inconnu  C  et  les  deux  faces 

l^cX  €M     :  la  pyramide  supplémentaire  sera  f<MTOée  de  deux  faces  (aoo«— -A), 

\^^ B),  et  d'un  angle  (.aoo«  —  c)  compris  entre  les  plans  de  ces  deux  feces* 

^o^ks  venons  de  désigner  (art.  i8)  ces  trois  angles  connus,  respectivement 


par  les  teUretf  d^  lfi<ï.  OdhtetraîsaBt  U  pyràtm(k}Sil)ipléi»9iiUiire,  opauia  la 
lace  d  et  les  deteanglte  BV  Al  Mafc  é:'i=»^oa*-t-:Gî  V^  tt*o«-^*,  A'i=:  aoo»— €z; 
d*où  il  suit  que  les  aDgfosncàtftfciiéalii^  ^et^a^^sofils  les.  suppMmens  d'aogles 
■connus  c,B',  A'-"  ^    :i.  .  ^  •  '  >i  Jt*  USUI  .hjc- M    i^r--    .■'••'^'  •    *    • 

La  dernière  questtoncocisiste  fr'trèli^iQr  deuxéioes  a\  h^t  l'acif^  kiCfn  éompris  A, 
en  connaissantia  faice^c,  étles  dettï  angles  C,  BuiLâ  pyramide  supplémentaire 
aura  pour  faces*  c',  b\  les  ;deuxi  sopffUmens  (àoé»^»— G)^  (toa« — B),  et  pour 
:^gle  C  opposé  à  la  première 'd&cepfdeiix&oes^  (ttoo^^<^c).  Construisant  cette 
pyramide,  on  connaittà  la'tflice'ai)»<et:.ifs  deu» angles  AVB',  qui  auront  pour, 
valeurs  •  •»     .    .    .     ,  i  ô  •  o  -  l>Vi(l  '%t'^   sv  .^  i'    S  ■       • 

.  .  (i»qqÎTtA)4c{W9P.-7l«)»^aaft*  — *)f  . 

c'est-à-dire  les  siipplémens  des  trois  angles  demandés  k^a^h. 

]!7oUs  allons  maintenant  donner  une 'solution  des  trois  clernières  questions, 
qui  sera  indépendante  de  là!  considération  de  la  pyramide  sùpplémentaure. 

,  ao.  Solution.  ^Soienf;  A,  ,Ç.„C  ^  tjrçi^  ^glf 4  4^2^^^^  ayant  mené  de.ux  plans 
ijpclinés  l'un  par  rappprt  ^  f'^utrç  ,aj(^ijj;i,^çg^ç,^|;»l  ^.IV^  des  ;ipgles,donnés, 
à  A  par  exemple^  la  quest^Of^.qqpa^e!^  <)j^^n9inw W9<P^n,qui  passepar  un 
point  quelconque  .pris  d^u^s  Tesp^pf;^  ctr^ul  â|s^  %yep  les  dçux  premiers  des 
angles  égaux  à  B  et^,^;  (^Q  jÇj^ofpièjpfi ,pl^^^i  f «uipçjra I^.  drpftç^.iotçrsection  dics 
deux  premiers  plaps,en,jifn  pft^qf^^p^#^|psowW?î^ 
Ips  troiç  plans.    -,   ,^,  ^  ^^j^  im  u^  ol  hm;  *  .  <:î  'Jm  »v  .^i  ;:;  ^it^-o  .  i  »  ui, 

La  condition  de  mei^  MP^fi4?ft/Ç«tf^?^  ^n  angle 

déterminé,  équivaut  à  la  condition  de  mener  un  plan  tangep^t;  àxun  cône  droit, 

même 
ide 

cherchée,  doit  feii^^ayec^^^^u^^B^^^^^q^^p^^^  cpnnus; 

donc  il  doit  toucher  deux  cônes  dtroits  qui  ont  même  sommet  Poiu*  construire 
le  plan  qui  toucbe  pes^^6ux.cpA^s,,(ppi^9^fg)f-l^ i^  çt  Ç')),^ ^n^n'employant  que 
la  ligne  droite  et  le  cercle,  on  observera  a^f  n^,  pUn.JU^uchis  ei|  même  temps 
toutes  les  sphères  inf»cr^tè9  ajifc  pônet^.ef  J[)'^  et  tous  les  cônes  circonscrits  aux 
•sphères  prises  deuxAde\ix ,  ^ônt Tune^^^t  ipsctite  au  cône  Cejirautf&au  cône  C: 

ft  ' 

ai.  Soient  {pL  a4  ?,/%•  "S'Y  ÂjB,' C  les  trois  angles  donnés,  et  cbE  (fig.  5),  un 

^ngle  égala  Tun  desahgle^  aohnéà ,  à  A  par  exemple.  ATajp;t.mé|;ié  par  un  point  p 

pris  à  volonté  dans  lé  ^lan  dfè  Fangle  cbE ,  deux'^&>ii:es  DE  ,'d/ perpendiculaires , 

l'une  à  ^E  et  l'âmtre  à  bcj,  on  regardé  ces  droites  comme  les  axes  de  deux  cônes 


droits,  doBt  tes  dtoés  D(ï,  Bc  ^nt  a¥64î  les  plans  ^Ë6.i$C^&  de  kovs  bases  cir- 
^nilaîres,  des  ai»^te-f>6£»  Dclf  fnà  égal  j(  B  et  Tauta^e^al^à  G,  et  il  s'agit'  dfe 
»ener  par  le  point  .I>  on  plan,  qui  couche  à  la  fois  ms  deux  cènes. 
-  Soit  B  le  point  de  rencontre  de  l'axe  MSH  et  de  la  droite  GH  perpendiculaire 
à  DG;  une  sphéie  dont  le  centre  est  tm  H,  et  quf  a?  pour  rayon  GH;  est  ins- 
crite au  premier  cône ,  et  le  touche  suivant  le  cercle  du  rayon  EG;  une  seconde 
spfaèrc  d'un  rayon  CM  égal  à  iselui  de  ta  première  spkcore ,  est  inscrite  au  sebond 
Jiîbne^  et  le -touche  suivant  le  cerde  du  ragron  CL»  Podr  construire  le  centre  M 
de  la  seccmde  sphère^  otvélève  uàa  perpendiseuLaire  DK*:=  HG  au  côté  De  du 
second  cône;  la  parallèle  KC  à  l'axe  DL/de  ce  cèm,  coupe  le  côté  De  au  pailltG^ 
et  la  droite  CM  égale^et  parallèle  à  DK,  dëtèrmiile  là  posSdjîoD  du  centre  M.  Ayaiit 
mené  la  droite  CE  paral|^e  k  ct^et  ^.perpendtcùlaire  à  BE,  on  peut,  prendre  k 
droite  BS  pour  l'intersection  des  deux  p^ns'qui  font  entre  eux  Tangle  donné  A  i 
et  considérer  cette  droite  comme  um  arête,  de  la  pyramide  cherchée. 

Les  deux  sphères  de  rayons  égaux  y  dont  l'une  est  inscrite  au  premier  cône 
et  l'autre  <au  second  eôiie^  Mut  touchées- par ^tiatl  cylindre. droit  dont  l'axe  est 
paraHèle  à  la  droite  ${M ,  sijiivatf t  |des  ^^aànfds' cenelès  de  ces  sphères,  dont  les 
plans  HO ,  MP  sont  perpendiculaires  à  la  droite  HM ,  qui  joint  les  centres  H  et  M 
des  sphères";  donc  Wpïah  tab'^efit  À  ce ^c^ Ktidiie  mené  par  le  point  D*touchera> 
les  deux  cônes,  et  Fa^étë  de'oontà'ét'shftlâiqfUi^  tàde  passera  par  le  point  d'in«> 
terse<î6on  du  cercle  base  de  ce  cdhis,*et.diir  cerclé  commun  au  cylindre  et  À  la 
sphère  qui  est  inscrite  à- ce  inétAe' Ichnëi  Mais  té' plM' de.  ce  dernier  cercle  coupé 
fe  plan  de  la  basé  du  côhé  suîfvsÉnt  la  droite  (^perpendiculaire  à, EOG;  donc  le 
plan  tangent  atnî  deu^  cônes  ^oUcfhe  le*  premier  suivant  une  arété  qui  passé 
par  le  point  F;  donc  la  tangente  FS  au  cercle  décrit  du  point  E  comme  centre 
avec  lerayoh  E6,  forme  aVeb la  droite  !BS,  un  angle  B^,  qui  est  une  face  de  la: 
pyramide  cherchée.  < 

.  Ayant  décrit  du  poitît  B  comme  centre  kvec  un  rayon  BL»  Tare  LL',  et  du 
point.  U  comme  centre,  il  Vecnn  rayon  lLàC'=^  IX^  le  carcle  C'A,  la  tangente  SA  à" 
ce  dernier  cercle  et  la  droite  SB ,  comprennent  entre  elles  la  face  ASB  de  la  py-« 
ramide  cherchée. 

Connaissant  deux  faces  ASV,  BSF  et  l'angle  des' plans  de  ces  faces ,  Itf  trôi-^ 
sième  &ce  sera  déterminée  (art.  ii6^).   >  - 

Si  par  le  point  O  on  mène  la  drbife  OP  parallèle  à  HM,  qui  coupe  la  droite 
BC  au  point  P,  ce  point  sera  la  projection  dti  point  de  contact  A,  sur  le  plan  G'BE 
perpendiculaire  à  l'arête  SB.  Donc  après  avoir  décrit  du  point  B  comme 
centre,  avec  un  rayon  BP,  Tare  Vp  qui  coupe  la  droite  BC  au  point/;,  la  per- 
pendiculaire/^A  à  BC  contient  encore  le  point  A  de  l'arete  SA^  tangente  an 
cercle  <7A.  .  •  -  .     .  .   .  > 

'7 
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da.  La  drotle  OF  coupe  le  ceiicie  décrit  du  point  E  counae  cenliire  ayea  im 
rayon  égal  à  £G,  eH  deux  points  F  et  F.  La  tangonte  àce  cercle  menée  pat  le 
point  F  transporterait  le  somiBiet  !S'.  de  k  pyniinîde  en  un  point  S'  de  la  droite 
SBSff  tel  que rB$  ==:;BSt;  la  p^traonide  qui  aurait  pour  arête  cette  drokeFS'»  serait 
âymétnque  par  rapport  à  la  pyramide  qui  a  pour  arête  la  droîie  £& 

•  2à3.  Les  qf^llères  inscrites  aux  deuxioônes  ne  sont  pas  seulement  touchées  par 
un  cylindre  dont  l'axe  «st  parallèle  à  la  droite  qui  joint  leurs  ceÉtrea;  on  conçoit 
encore  le  cane  qui  a  soit  sommet  au  milieu  ^^  de  cette  droite,  et  qœ  eat  circona* 
prit  aux  deux  spbèreb  ;  les  deux  plans  tangens  à  ce  cÔne  menés  par  le  point  D, 
forment  arec  le»  deux  jptans  inclinés  Tun  par  rapport  àTiaïutre  d'un  angle  GBE^ 
deux  pyramides  qui  sont  symétriques;  chacu&ede  ces  pyramides  ne  diffère  de 
celle  qu'on  a  déterminée  en  disant  usage  du  cylindre  circonscrit,  que  par  un 
seul  angle.  Le  plan  tangent  au  cylindre  donne  une  pyramide  dont  les  angles  A, 
B,  G  sont  aigus;  le  plan  tangent  au  cène  dont  le  sommet  est  en  d^  détermine 
une  pyramide  dans  laquelle  deux  de  oes  angles  sont  égaux  aux  angles  A  et  B  et 
le  troisième  angle  est  supplément  de  l'angle  C.  La./%;  5  (àis)  est  relative  à  cette 
dernière  pyramide;  l'explication  de  la^/%^.  5  s'y  applique,  parce  que  les  points 
analogues  y  sont  marqués  des  méines  lettres.  Ces  deux  figures  ne  diâerent  qne 
par  les  droites  perpendiculaires  à  la  ligne  des  Centres  M  et  H,  sur  lesquelles  se 
trouvent  les  points  P  et  O.  Dans  la^.  5^  ces  droites  sont  MP,  HQ,  et  dans  la 
/Sg.  5(Ai>)R'P'FetROT. 

Les  trois  plans  qui  forment  la  pyramide  dont  les  angles  sont  A,  B^  C ,  divisent 
l'espace  en  huit  pyramides,  dont  quatre  symétriques  deux  à  deux,  sont  déter- 
minées par  les  constructions  précédentes*  Deux  des  quatre  autres,  symétriques 
l'une  par  rapport  à  l'autre,  ont  pour  angles  A,  C.  et  le  supplément  de  B;enfia 
les  deux  dernières  ont  pour  angles  B,  C  et  lé  supplément  de  A. 

£û excluant  lès  sujptplémens  des  angles  donnés  À,  B,  C,  les  deux  pyramides 
symétriques  construites  (art.,  a  let  oa),  sont)  les  seules,  dont  Les-laces  couqurennent. 
entre  elles  ks  angles  donnés.  ... 

Question  5^--^  Ékml  donnés  (buis  une  pyramidi^  deo»  angles  etkkjkc^à  laqudle 
ces  -angles  sont  adjatens ,  construiff  les  deux  an^s Jases  ? 

a4*  Solution.  Soient  (j)L  ^^:,fig.  6)  BSE  la  face  donnée,  CM  et  Cdd*  les  deux 

angjLes  connus,  adjacens  l'un  à  l'arête  SB  et  l'autre  à  L'arête  SE;  il  s'agit  de  déjter- 

Qiiner  les  deux  autres  faces. 

.  Ayant  mené  la.  parallèle  quelconque  CD  à  SB ,  et  la  parallèle  C  ûT'  à  SE ,  ces 

deux  droites,  projections  de  deux  autres  droites  qu'on  suppose  dans  un  plan 


.|>ardlèle  au  plan  de  la  &cé  BSE,  à  la  distance-Gflf  tmCif  de  Ce  plan,  se 

coupent  en  un  point  D ,  qui  est  la  projection  d'ua  point  de  la  troisième  aréle  de 

la  pyramide  sur  le  plan  de  la  faceBSE.  Faisant  mouvoir  les  deux  plan4  SB^  et. 

S3ÙC9  TuD  autour  de  SB,  Fautre  autour  de  SE,  le  point  de  Taréte*  doàtD^sCla 

projection,  viendra  se  pladerdatis-le  plan  de  la  &ce  BSE  ditt^  les  droites  DBA  et 

I£F,  perpendiculaires,  la  première  à  SB  et  la  seccMide  k  SE;  de  plus  ce  point 

est  à  une  distance  du  «otamet  S  de  là  pyramide,  égale  à  rhypothéiiuse  du 

triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  adjaeens  à  Tangle  droite  DS  et  dC  ou  dCi 

donc  dans  le  développement,  ce  point  est  sut  ie  cercle  décrit  du  point  S  comme 

centre,  avec  cette  liypothénuse  pour  rayon,  et  par  conséquent  il  est  à -la  ren- 

contre  de  ce  cercle  et  des  droites  DA  et  DF;  donc  les  angles  fiSF  et  à$i  sont  les 

deux  faces  eherchées. 

'  On  aurait  encore  pu  coustraire  les  poiatt' A  et  F,  en  observatit  que  BA  ta^bCf 
et  que  )EF—dC\ 

QtêesiioM  6^  7—  Jêiont  donnés  deux  angles  et  la  face  cfsptmieà  l*un  dèces  angles^ 

•    on  defhaatk  les  deux  euarss  ^ces? 

:  oSL  Scùuion.  Soient  (pi.  ^i^^Jig*  7)>.BSD  la  fàoé  doirmée»  CBD  T^ngle  du  plan 

4e  celte  £u3e  atvec  le  plan  SBC  c^  cootieut  la  seconde  bx^%  iSCJ>'  Taugle  de  ce 

dernier  phn  avec  cdui  qui  contient  la  troî$ièmé  face;  lit  quep^a  consiste  à 

mener  par  la  droite  SD  un  plan  qui  fasse  avec  le  plan  CBS  uu  ajigle  égal  k  BCD'« 

Ayant  pris  le  point  D  pour  le  sommet  d'un  cône  droit,  dont  DL  perpendiculaire 

à  BG'  est  Taxe,  et  dont  le  côté  DC  Êdt  avec  BC  un  angle  BCD  égal  à  BCD ,  on  abat 

le  plan.  SBC'  sur  le  plan  de  la  face  BSD ,  et  la  base  du  cône  du  rayon  LC,  contenue 

dans  ce  plan ,  vient  se  placer  suivant  le  cercle  CAA",  qui  a  pour  rayon  la  droite 

CX'  =±=  CL,  et  dont  le  centre  est  uxn  point  \1  d^  la  droite  BD, tel  que  BU.==BL* 

Si  du  point  S ,  on  mk\^  à  ce  qercle  la  tangente  ^  ou  SAV  l>ngle  ASB  ou  A'SB  ;ser% 

4a  face  adjacente  à  BSD;  car  |p  plan.q^i  passe  par  SD  et  sX  ou  par  SD  et  SA', est 

évidemment  tangent  au  côpe  (k)at  JUD  est  Taxe;  donc  il  fait  avec  le  plan  CBSua 

laigle  ég?a  à  l'angle  dponéflÇ'Pfv     .     ; 

Ayanjt  dfux  f^ces  BSD.et  4Sp.ou  A'SB,|çl;i!angIe  ÇBD compris  ex^fxft  el|e^  on 
achèvera  la.so))Uiûp  cçimmeâl  ^étÇr^t  (ar^  16.) . 

'  .  :  •  »      •     ,  •        ■       I 

!i6.  Les  six  questions  relatives  à  la  pyramide  triangulaire,  que  nous  venons  de 
ré9ôitc|ie» .  Ç0m|ireof3^|a|;  toi^ti^  la  tr^qocon^liTie  sp(i^nqaeu  Le  centrç  de  la  spbère 
Sttflr  Jaiqiii^Ue  on  a  tracé  un  triangle  isphériq<;vc  >  peut  être  cowid^é  comme  lesom^ 
met  d'une"  pyramide  triangulaire,  qui  a  pour  «retes  le$  trois  rayons  de  la  sphère 
menés  par  les  sommets  du  triangle  ^phéri^ojs.  LesangL^  qui;  cçs  rayons,  font 


y 


a 

eptre  tiux»  et  qui  ont  pour  mMwes  lies  côt^ç.dtt  ^^apgtef.spntl^&faces  <{e  fa 
pyrafxiide.  Ce  qiiVm  nomme  Xangjés^  du  triangle,  eat  uq  angle  dièdre  de  U 

pyramide.  ., ':...»;:  .-i  ;•  -  . 

'  Soit  O  (/%.  ^,  j»£  34);le  «moltre  ^^«isp|ièv«i  \e^^\^\^  ^yons^OAnOB,  OC 
déterminent  le  triangle  spi^iqae  ^Gfi,  .^i^tpo|i«ii0(p<éa  \fA  ar€8  de  grands: 
oercles  AB,  ÂG,  CB,  Coq^porU  eQ|re)e3.raypifk9»..:^n»|x^flil^tf^  0  de  W 

aphère  trois  aigres  t^^9(^  Ç^^OB',  ÇC»  ^it^sf^ct^t^^pt^i  perfiendiculaires:  aux 
plans  des  côtés  CB,  AÇ >  A3  4i»  p^im^p ftifm^ft^  W  forp^  un  aeçon4 

triangle  A'B'Ç'  supplém€^.t^)m4u.|>c*^^DQ|^  fffotn^^^gppns  i^omme  préoé-i 
demment  par  A,  B,  C,4«sMigîf^%4i«4Ma  4iA  Vf^vg^  4pbé|^au€;«>mesurés  d^p^ 
des  pjans  perpendiculaires  aux  rayons  OA,  OB,  (XI,  et  par  a^  by  c  les  CQté& 
CB,  AC,  AB,  respectivement  oppcis^  9<^x  j^iiigles  A^  B^  C;  les  angles  dièdres^ 
J^y  B'^C  du  triangle  A-B'C  sont  les  supf^émens  des  cotés  a^  b,  c  du  triangle  ABC^ 
et  en  nommant  a\  ^,  c  Us  côté^!4^xtV^PgIff»4'B'C!»><^po^^9  au^^glf  s  A'jXy  Ç\ 
ces  côtés  sont  respectivemeyàt  les^i^u|>pl^in/E;ns  ff^^qi^l^^^JS,  CU Ainsi  le  côté  a' 
qppojBé  à  Taqgle  A'  étant  c^mpf^p^/^î^  Içs  4(;V3c»i>ayoi^.OB'^CK!I'lperpendiculaîreB 
aux  plans  des  côtés.^,  c  du  triangle  primitif  ABC,  |e  pl^  de  ce  çpté.a'  est  per- 
pendiculaire au  rayon  OAinter^Ptip^..4fi9-Pl4M1^^es^CQ(és.^  ^\  di  on  a  donc 
dans  ce  pian,  comme '^ai^  ç^i^^  4t  i^Jv  l'fifW^  .^Ufdntajtère-vA^QK  à  deux 
angles  droits  A  et  B^et  ^dw»  wïg^^,Ç|,.J^,^)!^ft,éff^)LaUiCn(^é/r'  dutri^wgle  sphéif 
rique  A'KC,  et  rautreégâ*,à^>çgle|<H^d^e|A  du^n^i^iW^  8p^\^q^e  ABC^d'ou 
il  suit  que  les  angles  a'  et  A  scfnt  suppl^menf  riin;de  Tautrê.  >     ' 

i  ■  •     t .   .  •      ■        '  .       ■    •         •     T       •  *• 

Mener  par  une  dràtièdoH)t(k\mptâri^Ntngmià'W  d^ne  sphère"?  (VV^^.J 

*  I  ■  . 

27.  Solution.  Le  planitdngon^^i  b3i:^^&cê^f|^ne]SpI|èfi),>mené^        tiroiter  r 
donnée,  est  aussi  tang^nA «à| toytjes^  {cji»; 0ur&^  Iq^rs^^ommet»  ^ 

sur  là  dt^oîte,  et  sont  circonipitfSiàila  spbcve;  m  \»k)i^^4^  tentuel  deêkiKiue 
surËice*con1qae  et  de  lii,spl^ène^'  eftt  tm  pletît.percfo  d^ettosjpfevèrevqut  est  un 
lieu  géométrique  du  point  de  eontMt<le>)a*  splpière  €!tfd«f  yfrfàn  tanga:itrdâmandé)  - 
donc  ce  point  sera  détenniné^  f)^^{th^|Qi^sè^3|iiQ^^  4fi.ifsi^Tc\m^  de^eebtaet  de  J»  . 
sphère  et  de  deux  surf^es  conîqn0S'quelc6pqiies9iqui  tuî^sonticirobnsefVles)  ce 
point  et  la  droite  donnéeifixent  la,poi$itîoni4u)ptont;«ngent  &  U  sptiere,  mené*  > 
par  cette  droite.  .,  •  ..:     .*.;,;  -îjtKîS  r  "-r  •  :;  L.  ir  î  :v    n  •  -   *•     ^'   ♦'-' 

Le  point  de  contact  étant,  llniersciction  de  dMik  petifb  cercles  de  la  sphàre; 
il  suitqne  par  une  droite  idk>nnée^  od  petit  InuènerdecÉx  ]^aii»*  tongensiÂ  iKe   • 
spbère,  puisque  les  deul  cercleslieux  gébthétiri^pzeédes deux  points  de^ contact^ 
se  coupent  nécessairement  en  deux  points^^       *  r.  .  '  ; .  )    .    n 
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)  >^P&tir*^nè la  solution  g^pa^biqne  soit  la  phi»  sfinj^le  possible,  il  faudrait  prendre 
pou^  i'uti^dès  plans  dé  pi^djection ,  pour  ritoriïontal  par  exemple,  cdui  qu'on 
meoerait  par  lé  centré  de  la  sphère  et  par  la  droite  donnée;  l'autre  plan  de  pro- 
jectiori  passerait  anSâA  ^kt  le  cent^e^dé  là  sphèj^e,  mais  siérait  perpendiculaire  à 
la  droite  donnée/ ÎLeê^Senjc^ûgatei^(pL  à5)que noistsàlidnié expliquer,  ne  sont 
pas  coiiâtrmteà  sur' dés  plans  dè^rojeotions  aiilst  détermitiés;  Ôna  euprincipa* 
lémebt  pour^dbjelid'ejiercer  aux  consfrutkions  de  )a  géométrie  descriptive,  et  dé 
présenter  un  ^stètiie  d'opéraf  i<ms  grapMqoeS  qui  se  Vérifient  râiitùellemén t.  Les 
deuxplan^de  prejectwns  deia  figures  (pi.  i&)p«ssent  p»  lé  centre  de  la^ sphère; 
mais  la  droite^  «donnée  est  silUé^  d'iMe'fldafiière^aelcétiqife  par  rapport  à  ces  ' 


*.  I  • 
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28/5dit  XY(/%.  i)  riàtérsectiôndes  deux  plans  de  proj  qui  passent 

par  le  neutre  O  d^  là^splièrê  dont  le^rayèn  ett?  OO'.  La  droite  par  laquelle  il  s'a- 
^t  de^nener  un  jJlail^tatt^éht  à'&^pHèf^j  éàtdofttléê'pai^ëes  deux  projections 
horiiontaleet verticale, 'ABl rffe.   '''  ''*'î  ^i-'     ^ 

On  prend  pour  sommets  des  deux  stirfaces  codiques  circonscrites  à  la  sphère , 
les  pdints^4'ét^;\yii!i  là'droîte^donnée  tôupé  les  {Hkns  de'  jirûjections  ;  le  cône  dii 
sominet  A  «diMUë  la  spkêté^siuvlififtdnf  etît  ce#è1e  €u  dlatilèfre  CD,  situé  dans 
u«t>lan  vèi^ical  qtA'a'p<>ut^'trâbë4iu^^  le  cône  du 

sommet  b  touche  la  siAèrè^fenlVîJril/ttll'péia-éefcnë*rfh^^^  ef,  qui  est  situé 

dans  un  plan  perpendiculaire  au  pl^  vertical,  et  a  pour  trace  sur  le  plan  verti- 
cal, la  droite  ef.  Ces  delix  petits  cercles  des  dianiètres  CD,  efsont  les  lieux  géo- 
n^élriques  de^^oin^  4ç  çpnt9Çts]ie(Js(.spIijèi;evi^;flu  p)^,c^  et  par  coiv 

séqnentles  droites  CD ,  ^sontles  projections  horizontale  et  verticale  de  la  droite 
qui  joîitt  IeB<pt>î«ti  dé^oûtadt;'^ilkjti«  ûâfle'c&^cÂtë'éSt  ddns^  lels  plans  des  cercles 
qirisepr<^ettentVfti<i  sirt-^éîpèiâ  hi^l'ikbtitârrbii  CD,  Taùtré  sur  le  plan  vertical 
•en  ç^'AIais  la'  droii»  des  p^'kkter  de  comitaty  dont  la  position  est  déterminée  par  ' 
se» denx  projeetkAqs^  CD,  ç^  cobpe  la  s{>hfèt^  eta  deux  pointa  ;  donc,  si  Ton  cons-  ' 
truit  ces  ÂeuxpQiuDsy  )è  {M^bbtèmé  proposé  sera  riamené  à  c^iti-ci  :  «  Trousser  les  - 
éraceséPïmplmiqtUpaisêpcu^tinpoifketpelrt^ 

Sur  CD  eonmiè^Ââtiifètl^,  on  décrit  un  dercler^ton  construit  sur  le  plan  à^ 
ce  cerdé,  la^  drôîftë  Atn  p^inls^de  contact  ;'eette  droite  pcFce  le  plan  horizontal 
au  point  K  y  et  le  plan  vertical  au  point  /  situé  au-dessous  de  la  trace  XY;  donc    ' 
si  l'on  |>orte  la  distance  S/  en  LPl'  sub  tmé  )pérpiendi6«ilaire  LA  à  CD,  la  droite 
menée  par  les  {)0ints  IL  etjAiseraila  dfoite  des  p0int8r4e  contact,  construite  sur  ' 
le  plan  dapttit  cercle  du^âiflibètce^CD.  En  »ipposbn€  que  ce  plan  ait  tourné  au-    * 
tour  de  sa  trace  horizontale  CD,  pour  venir ^s'jappliquerfstiï)  le  plan  horizontal ,    ' 
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le  point  /  où  la  droite  des  points  de  contact  perce  le  plan  vertical ,  a  pris  la 
position  A ,  qui  détermine  la  droite  KA. 

Cette  droite  KA  coupe  le  cercle  du  diamètre  CD  en  deux  points  9,  4>  ^'^^^ 
en  dessous  et  l'autre  au-dessusde  l'horizontal  CD;  ces  deux  points  sont  ceux  où 
les  plans  tangens  à  la  sphère,  menés  par  la  droite  donnée  (AB ,  o^),  touchent  la 
sphère.  Us  ont  pour  projections  horizontales  les  points  H,  H'  intersections  de 
la  droite  CD  et  des  perpendiculaires  f  H ,  4^'  abaissées  des  points  p ,  4  ^^^^  cette 
droite.  Mais  les  projections  verticales  des  points  de  contact  sont  sur  la  droite 
ef;  elles  ne  trouvent  aussi  sur  les  perpendiculaires  H'A',  HA  à  XY  ;  donc  les  points 
de  contact  sont  déterminés  de  position  par  rapport  aux  plans  de  projections* 
Celui  qui  est  au-dessus  du  plan  horizontal  a  pour  projections  les  points  H",  k\ 
et  celui  qui  est  au-dessous  a  pour  projections  les  points  H,  h.  Les  rayons  de  la 
sphère  menés  par  les  points  de  contact,  ont  pour  projections  l'un  (OH,  oh), 
l'autre  (OH',  oh*)  :  or  les  plans  tangens  à  la  sphère  sont  perpendiculaires  aux 
rayons  menés  par  les  points  de  contact;  donc  (art.  ai,  liv«  i^**)  les  droites  AR,  bs^ 
respectivement  perpendiculaires  aux  projections  (OH^  oh) ,  sont  les  traces  du 
plan  qui  est  tangent  à  la  sphère  au  point  (H ,  A) ,  et  qui  passe  par  la  droite 
xionnée  {ABjob).  Ces  deux  traces  doivent  se  couper  en  un  point  T  de  la 
droite  XY.  De  même  les  deux  traces  ART,  à//  respectivement  perpendiculaires 
aux  projections  OH',  ohl  du  rayon  mené  par  le  second  point  de  contact  (If,  A^), 
concourent  vers  un  point  de  la  droite  XY  :  ie  problème  proposé  est  coompléte- 
ment  résolu. 

• 

ag.  Pour  trouver  Vintersection  de  la  sphère  et  de  la  droite  des  peints  de 
contact,  on  pourrait  mener  par  cette  droite  et  par  le  centre  de  la  sphère  nn 
plan  ;  ce  plan  aui*ait  pour  trace  horizontale  la  droite  OK ,  et  ferait  avec  le  plan 
horizontal  l'angle  LMK,  opposé  au  coté  LN  =  L/  du  triangle  rectangle  LMlff. 
Le  point  (I^,  /)  de  la  droite  des  points  de  contact,  tournant  autour  41e  ia  trace 
OK  comme  charnière,  s'appliquerait  sur  le  plan  horizontal  en  X',  sur  la  perpern 
diculaire  h^  à  OK.  Le  point  R  de  la  droite  des  points  de  contact  est  sur  la  char* 
qièreOK,  par  conséquent  la  droite  A'K  joint  les  deux  points  de  contact  Cette 
droite  coupe  le  grand  cercle  de  la  sphère  décrit  du  point  O  comme  centre,  avec 
£Ky  pour  rayon,  aux  points  P  et  Q,  qui  sont  les  points  de  contact  de  la  sphère 
et  du  plan  tangent  mené  par  la  droite  donnée.  Les  projections  horizontales  H  •  HT 
de  ces  points  P  et  Q,  sont  sur  les  perpendiculaires  PH,  -QH'  à  la  charnière  OK. , 
et  sur  la  droite  KL ,  qui  coupe  ces  perpendiculaires  aux  pcnnts  H ,  H',  déjà  trouvés 
par  la  première  construction.  Les  perpendiculaires  HA,  H'A'  i  XY,  ont  ren- 
contré la  droite  efsnix  points  h,  h'  projections  verticales  des  points  de  contact  ; 
on  trou«rerait  directement  ces  points  h,  h\  en  remarquant  que  les  points  de 
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contact  sont  sur  le  petit  cercle  du  diamètre  ef,  dont  le  plan  est  perpendiculairû 
au  plaù  vertical  de  projections,  La  droite  donnée.  (AB,  ai>)  coupe  le  plan  de  ce 
petit  cercle  au  point  («,  a"  j,  et  faisant  tourner  ce  plan  autour  de  sa  trace  verti«* 
cale  efy  le  point  (a^  à")  appliqué  sur  le  plan  vertical  de  projections,  prend  la; 
position  j9.  Menant  les  tangentes  /3^',  j34'  au  cercle  du  diamètre  ç/Ç  les  points  der 
contact  f'y  4  ^^^  ^  cercle  seront  aussi  les  points  de  contact  de  la  sphère  et  du 
plan  mené  par  la  droite  donnée*  Les  perpendiculaires  ç'A',  4^  ^  ^^  droite  ef^ 
déterminent  les  points  hy  h.  - 

On  peut  aussi  remarquer  que  la  tangente  Qy.  au  grand  cercle  du  rayon  00' 
et  la  droite  OK  prolongées,  concourent  vers  le  point  y  de  la  trace  AR'  ;  la  tan- 
gente <pu  au  petit  cercle  du  diamètre  CD  et  ce  diamètre,  concourent  vers. le 
point  u  de  la  trace  AR.  La  position  de  ces  points  f^  et  v  sert  de  vérification  aux 
opérations  qui  ont  déterminé  les  traces  AR ,  AR'  des  plans  tangens  à  là  sphère. 

Zo.  Deuxième  solution.  (^Fig.  OL^pL  25.)  I^  droite  par  laquelle  il  faut  mener 
un  plan  tangent  à  la  sphère  étant  donnée ,  on  conçoit  un  cylindre  cirjconscrit.  à 
la  sphère ,  dont  la  droite  génératrice  est  parallèle  à  la  droite  donnée.  Ce  cylindre 
touche  la  sphère  suivant  un  grand  cercle ,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la 
dioite  donnée ,  et  coupe  cette  droite  en  un  point  Menant  par  ce  point  deui; 
tangentes  au  grand  cercle ,  les  plans  menés  par  ces  tangentes  et  par  la  droite 
donnée ,  sont  tangens  à  la  sphère. 

Bans  la  sohition  précédente ,  on  aurait  pu  ne  considérer  qu'une  seule  surface 
conique  circonscrite  à  là  sphère ,  dont  le  sommet  serait  un  point  quelconque  de 
la  droite  donnée.  Le  cône  circonscrit  toucherait  la  sphère  snirant  un  petit 
cercle,  dont  le  plan  couperait  la  droite  donnée  en  im  point»  Les  tangentes  ati 
petit  cercle  menées  par  tt  point  et  la  droite  donnée ,  détermineraient  les  deux 
plans  tangens  à  la  sphère.  C'est  d'après  cette  considération  qu'on  a  mené 
\Jîg.  lypl.  a5)  les  tangentes  j3(p',  ^4  ^^^  P^^^^  cercle  de  la  sphère  du  diamètre  efy 
pour  trouver  les  points  de  contact  ^\  4'  ^^^  plans  tangens  à  la  sphère,  menés  par 
la  droite  donnée.  Lorsque  le  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  est  à  l'in- 
fini sur  la  droite  donnée ,  ce  cône  devient  un  cylindre  dont  la  génératrice  est 
parallèle  à  la  droite  donnée  ;  ainsi  la  seconde  solution  à  laquelle  se  rapporte  la 
^.  %  que  nous  allons  expliquer^  est  un  cas  particulier  de  celle  qui  a  été  coils* 
truite^. I  (art.  ag.) 

Explication  de  lajtg.  ù,  ,  pi.  aS. 

3i.  On  mène  par  le  centre  0  de  la  sphère,  un  plan  (L0M)  perpendiculaire 
à  la  droite  donnée  (AB,  a*),  dont  les  traces  OL,  OM,  sont  respectivement  per- 
pendiculaires aux  projections  AB ,  o^  de  cette  droite.  Ce  plan  rencontre  la  droite 
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donnée  au  point  (N ,  /i),  et  coupe  la  sphère  suivant  le  grand  cercle  du  rayon  OOf. 
Les  tangentes  au  grand  cercle,  menées  par  le  point  (N,  n) ,  touchent  la  sphère  au 
point  de  contact  de  cette  sphère  et  du  plan  cherché.  Le  plan  (LX>M)  ayant  tourné 
sur  sa  trace  horizontaleOLcommè  charnière,  le  point  (N,  n)  de  ce  plan  s'applique 
sur  le  plan  horizontal  en  N',  par  lequel  on  mène  les  tangentes  ITP,  N'Q  au  grand 
cercle  CXPQ.  La  tangente  N'Q  qui  coupe  le  plan  horizontal  au  point  I  de  là 
droite  OL,  a  pour  projection  horizontale  Wllf  ;  d'ailleurs  le  point  Q  se  projette 
sur  le  plan  horizontal  en  un  point  de  la  droite  QIT,  perpendiculaire  à  OL  ;  donc 
le  point  de  contact  Q  se  projette  sur  le  plan  horizontal  en  IT.  Mais  la  droite  PQ 
coupe  le  plan  horizontal  au  point  K  de  la  trace  OL  ;  donc  cette  droite  se  projette 
sur  le  plan  horizontal  en  H'KH.  Abaissant  du  point  P  la  perpendiculaire  PH 
sur  OL,  le  point  H  intersection  de  cette  perpendiculaire  et  de  la  droite  ITEJf, 
est  la  projection  horizontale  du  second  point  de  contact  P. 

Pour  construire  les  projections  verticales  des  points  de  contact  P  et  Q,  on 
remarque  que  la  tangente  N'Q  a  pour  projection  verticale  la  droite  niK.  L'inter- 
section de  cette  droite  et  de  la  perpendiculaire  Wh'  k  la  commune  intersection 
XY  des  plans  de  projections,  détermine  le  point  U  projection  verticale  du 
point  Q  ;  d'ailleurs  le  point  K  de  la  droite  PQ  se  projette  verticalement  en  K'; 
donc  cette  droite  PQ  se  projette  sur  le  plan  vertical  en  h'K'k.  Le  point  A,  inter* 
section  de  cette  projection  et  de  la  perpendiculaire  HA  à  la  commune  intersec- 
tion XY,  est  la  projection  verticale  du  point  de  contact  P. 

On  peut  encore  remarquer  que  la  droite  PQ  étant  perpendiculaire  au  plan 
mené  par  le  centre  O  de  la  sphère  et  par  la  droite  donnée  (AB ,  alf) ,  les  projec- 
tions HIT,  hh'  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  la  sphère  et  da 
plan ,  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  traces  OA ,  Ob  du  plan  mené  par 
le  centre  de  la  sphère,  et  par  la  droite  donnée. 

Les  pomts  de  contact  (H,  A),  (H',  A'),  et  la  droite  donnée  (AB,  a3),  déter- 
minent les  traces  horizontales.  ART,  A'R'T  et  les  traces  verticales  dTs,  bst  des 
deux  plans  tangens  à  la  sphère ,  menés  par  les  droites  données.  Ces  traces 
sont,  comme  pour  la  première  solution ,  perpendiculaires  aux  projections  des 
rayons  de  la  sphère  menés  par  les  points  de  contact,  et  se  croisent  comme  stir 
là^.  I  en  deux  points  (T  et....  )  de  la  commune  intersection  XY  des  plans  de 
projection. 

3a.  Les  deux  solutions  du  problème.  Mener  un  plan  tangent  à  une  sphère  par 
une  droite  donnée ^  sont  fondées  sur  cette  considération,  que  le  plan  tangent  à  la 
sphère  est  aussi  tangent  à  toutes  les  surfaces  coniques  circonscrites  à  la  sphère, 
dont  les  sommets  sont  situés  sur  la  droite  donnée.  Ija  même  considération  donne 
la  solution  du  problème  plus  général  ;  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  queU 


définie,  pWHf^df^i^  donnée  hors  là  surface,  Deifx  doues  circonscrits  à 
ù  surface  piropobéei^  <{ui^to|i^leua^dmmets  sur  la  droite  donnée,  touchent  cha** 
ciiu  la  surfacf  :$»mnt  une  ligne  ^  Q^  les  points  d'intersection  des  deux  lignes 
die  oqntact ,  déjterpttiii|enl^fc^$<piaiis,t?rtihgeHfr  à  la  surface  qu'on  peut  mener  par  la 
droite  4oBnfAe/l4a  coqs^cûmI  gé^aiéèvique  dfes  ligtie»  de  contact  appartiént^a 
U  théorie  4f)Soa)b4M^idij9il^per9{lef»tive,^que  nous  exposerons  dans  le  second 
cbapitre  deSïappl^àliQiWf'CteiOta^W  contiendra  la  solution  du  problème  ^éné- 
r^l  qui  adiisiale'à'ittefiepp»r:i|m  dw  plan  tangent  à  une  surface 

qoielcoi^uiei  .défipi%|  (m2(mt«fi^ttt(«¥KÎ9(  ne  traiterons  cette  question  que  dan^ 
Thypot^èse  oàiiawîr&ee<prp|^é6cQ9t  d^^ 

\  ;  jNous  aUdne)faîrq  Q(}n«attw  f  QUr  oe^oas*  p^tidriier  une  solution  fort  élégante, 
quimmfaelai  ^ups|ÎAS^d^f gféoil^tfî^  à  tfois  dimensions  à  ce  problème  dé  géo- 
ïâétrie  plane  :  «  Men^uf^{^ife^q¥i[soU  h  la /où  tangente  à  unf  hyperbole 'eï  à 
Mme  çovfrhe^  <fiii^'d^rm\4^kf^  deceite  hyperbole.  » 

4f^^r  p^  ffne  drff(te^nflép^^^  à^u^  ffi^ffce  de  réyobuion?  (  PL  a6.} 

>  33^.  ^lufiiçf^^éf^  ;Mf{nge^J^  4r€Âte4wi3i^  ep^iournwt  autour  de  Taxe  de  révo- 
kition  de  la  surface  pro{)qs49,/çugç9^(}ce  ,^qi)byp/erjl>9lQide  4^  révolution  (art.  1 1  o , 
Uv.  i*^"^)»  et  le  p)9A  taa§^«^^.4  l|i>4ur^çf})Pfpp^^e9,meaéi,p^^  droite  donnée, 
est  aussi  tangent ;àiCethyperbot9Âd^»|>Hi£^)i»'^^^  (artiag,  liv.  i^)  par  une 

diroite  decettesqrface^MVOPvyn^Vl^ff  l3iîgejt,à»wpQ.fi!Urfece  de  révolution  estper- 
pendicubireaù.p^  1|léT^^e^.<}{^i.p^  poin,tde  contact;  donc  le  plan 

tangent  à  deux  surfaces  de  révolution  qui  w^t^èto^  a^oe,  est  perpendiculaire  au 
plaûrméf^^^eir  qi^i^fisf^e^pa]?  liiH  ou  l'autre  po^nt;  de  R^ntact;  d'où  il  suit  que  les* 
deuf  ji.oint^de  icontact  sont  d^ns  le  mén^niéiridien^  etcpie  la  droite  qui  les  unit 
résulte  de  riutersection  de  ce  méridien  et  du  plan^t^ngeni:  Mais  cette  droite  est 
4ussi  la  tangente  commune  des  deu^  sections  méridiennes  de  la  surface,  dont 
Tune  est  une  hyperbole,  et  l'autre  la  courbe  génératrice  de  la  surface;  donc  en 
coupant  l^s  deuic  siufaces  de  révolution  pa'  un  plan^  i|)éridien  quelconque,  et 
menant  la  tangente  commune  aux  deux  sections,  le  point  de  contact  sur  l'hy« 
perbole  déterminera  le  cercle  de  cet  hyperboloide ,  qui  est  le  lieu  géométrique 
du  .point  de  contact  du  même  hyperboloide  et  4ti  plaii  tangent  demandé  :  la 
droite  donnée  est  aussi  le  lieu  géométrique  de  ce  point  de  contact;  donc  la  posi- 
tion de  ce  point  sera  connue;  conduisant  par  ce  pditit  et  par  l'axe  de  révolution 
op  plan  méridien ,  le  plan  tangent  déhiandé  sera  déterminé  par  la  condition 
d!éf;re  perpendiculaire  à  ce  plan  méridien  et  de  passer  par  la  droite  donnée. 

i8 


t$9  friqMETAIE   DEfCRIPTlVEr 

Explication  des  figures^  pL  a6« 

34-  On  prend  pour  plan  horizontal  de  projections,  un  plan  perpendiculaire  à 
Vaxe  de  révolution  (A,  oa')  de  la  surface  proposée;  le  plan  vertical  de  projec- 
tions a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  »  une  droite  quelconque  XY.La  courbe 
génératrice  de. la  surface  de  révolution  est  une  ^XWipst.  aodd^  dont  le  grand  axe 
ad^esX.  la  projection  verticale  de  Taxe  de  révolution;  cette  courbe  a  pour 
projection  horizontale,  la  droite  OÂO'  parallèle  à  XY. 

La  droite  donnée  (BC,  bc\  en  tournant  autour  de  Taxe  {k^ad)y  engendre  un 
hyperboloide  de  révolution ,  dont  le  cercle  de  gorge  a  pour  rayon  la  perpendi-* 
culaire  AD,  abaissée  du  point  A  sur  la  projection  horizontale  BC  de  la  droite 
donnée.  Ce  cercle,  dont  le  plan  coupe  la  droite  donnée  au  point  (D,  d),  a  pour 
projection  verticale,  Thorizontale  xjr  menée  par  le  point  J,  et  pour  projection 
horizontale,  le  cercle  DDT;  le  plan  méridien  OAO'  parallèle  au  plan  vertical  de 
projections ,  coupe  la  droite  donnée  au  point  (£,  e),  le  cercle  de  gorge  aux  points 
(D',</),(F,y);  les  deux  points e,^ appartiennent  à  la  branche  d'hyberbole,crf'g^, 
section  de  Thyperboloide  de  révolution  par  le  plan  méridien  OAO'.  Un  point 
quelconque  (G,  g")  de  la  droite  donnée  ^  décrit  en  tournant  autour  de  Taxe  (A,aà') 
un  cercle  du  rayon  AG,  dont  la  projection  verticale  est^^;  mais  ce  cercle  a  pour 
projection  horizontale  un  cercle  GG'  du  même  rayon  AG,  qui  est  qoupé  par  le 
plan  méridien  OAO'  au  point  G'.  Élevant  la  perpendiculaire  G'^' à  XY,  qui  coupe 
Fhorizontale  gg'  au  point  g',  ce  point ^  appartient  à  l'hyperbole  edgf.On  trouve- 
rait de  la  même  manière  d'autres  points  de  la  section  méridienne  de  Thyber- 
boloide. 

Supposons  maintenant  qu'on  ail  mené  les  droites  ih,  Ifc  tangentes  à  la  fois  aux 
sections  méridiennes  des  deux  surfaces  de  révolution,  et  qu'on  ait  déterminé 
les  points  de  contact  i,  /  sur  la  première  section,  fi^  sur  la  seconde;  les  plans 
horizontaux  hm,  kn  coupent  la  droite  donnée  aux  points  (M,  m),  (N,  //),  qui 
sont  les  points  de  contact  de  Thyperboloide  de  révolution  et  des  plans  demandés  s 
or  les  plans  méridiens  qui  passent  par  ces  points,  ont  pour  traces  horizontales 
les  droites  AM,  AN;  d'ailleurs  ils  sont  verticaux;  donc  les  plans  demandés  qui 
leur  sont  perpendiculaires,  et  passent  par  la  droite  donnée  (BC,  Ac),  ont  pour 
traces  horizontales  les  droites  BP,  BQ,  qu'on  mène  par  le  point  B  où  cette 
droite  donnée  perce  le  plan  horizontal,  perpendiculairement  aux  droites  AM  AN, 
traces  des  plans  méridiens. 

I^es  points  de  contact  dé  la  surface  de  révolution  proposée  et  des  plans  tan- 
gens  demandés,  sont  situés  dans  les  plans  méridiens  AM,  AN  des  points 
de  contact  sur  l'hyperboloide  ;  ils  sont  aussi  sur  les  cercles  des  diamètres  lï',  //' 
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q^i  cmt  pour  projections  horizontales  des  cercles  de  même  diamètre^  décrits  du 
point  Â  comme  centre;  donc  ces  derniers  cercles  sont  coupés  par  les  droites 
AM»  AN  aux  points  I,  L  projections  horizontales  des  points  de  contact  de  la 
surface  de  révolution  proposée  et  des  plans  demandés.  Ces  points  ont  évidem** 
inent  pour  projections  verticales  les  points  ^u,  \  des  h(mzontales  u\  W.     . 


35.  Addition  a  la  solution  précédente.  Nous  avons  supposé  que  chacune  des 
tangentes  ihy  kl  était  déterminée  par  leurs  points  de  contact  sur  les  sections  méri- 
diennes de  la  sur&ce  proposée  et  de  Thypêrboloide  de  révolution.  Dans  k  pra* 
tique  du  dessin,  on  mènerait  les  tangentes  en  appliquant  une  règle  tangentielle^ 
ment  aux  deux  courbes  données.  La  première  tangente  ih  ainsi  tracée  y  rencontré 
Taxe  de  révolution  des  deux  surfaces  au  point  r;  regardant  ce  point  comme  le 
sommet  d'un  cône  droit  engendré  par  la  droite  ih  qui  tourne  autour  de  l'axé 
(A  y  aa')^  le  plan  tangent  à  ce  cône  mené  par  la  droite  donnée,  est  le  plan  demandé  : 
or  ce  cône  a  pour  base  sur  le  plan  horizontal  le  cercle  PP',  décrit  du  point  A. 
comme  centre,  avec  un  rayon  AF  égal  à  la  distance  du  centre  A  au  point  F,  dans 
lequel  la  tangente  (rihp\  AF)  coupe  le  plan  horizontal  ;  donc  le  plan  tangent 
demandé  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal,  la  droite  BP  tangente  à  la  cir- 
conférence VP  (i).  Le  second  plan  tangent  demandé,  a  pour  trace  horizontale 
la  droite  BQ  tangente  à  la  circonférence  QQ',  décrite  du  point  A  comme  centre , 
avec  le  rayon  AQ'  égal  à.  la  distance  du  centre  A  au  point  Q",  dans  lequel  la 
tangente  (klq^,  AQ')  coupe  le  plan  horizontal.  Les  deux  plans  menés  par  la  droite 
donnée,  tangentiellement  aux  deux  cônes  droits,  les  touchent  suivant  des 
droites  qui  ont  pour  projections  horizontales  AP  et  AQ.  Ces  droites  AP,  AQ 
5ont  aussi  les  traces  des  plans  méridiens  verticaux,  qui  contienhent  les  points 
de  contact  de  la  surface  donnée  et.des  plans  demandés.  Connaissant  ces  plans 
méridiens,  on  construit  les  points  (M,  m),  (N,  /z),  où  ils  coupent  la  droite 
donnée  (BC,  bc).  Menant  les  horizontales  mk,  nA,  elles  rencontrent  les  tan^- 
gentes  ip\  kq'  aux  points  A  et  ^  de  la  branche  d'hyperbole  l^d'g^. 

Les  plans  tangens  à  la  surface  proposée ,  dont  on  connaît  les  traces  hori- 
zontales BP,  BQ,  touchent  cette  surface  en  deux  points  (I,ac),(L,A),  qu'on 
déterminerait  en  menant  par  les  points  P  et Q,  des  tangentes  aux  courbes  méri- 
diennes contenues  dans  les  plans  verticaux  AP,  AQ. 

On  remarquera  qu'ayant  projeté  les  points  P  et  Q  en  />  et  j^  sur  la  droite  XY, 


*  (i)  Par  le  point  B  où  la  droUe  donnée  coupe  le  pbn  horiiontal,  on  peut  mener  deux  tangentef 
AU  cercle  PF;  mais  la  seconde  tangente  serait  la  trace  d'an  plan  tangent  à  la  surface  proposée, 
qui  passerait  par  la  génératrice  de  l'hyperbolpide,  dont  la  projection  borizontale  serait  la  tanr* 
ge»te  Bjy  i  la  circonférence  DD^D"* 
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les  quatre  points/',  m^  fjt.^  r  sont  sur  la  même  ligne  droite.  Il  en  est  de  méni^ 
des  quatre  points  n,  r^h^q^  qui  sont  aussi  sur  la  même  droite  qru 

Cette  solution ,  quoique  moins  rigoureuse  ique  la  précédente ,  est  néanmoins 
très^admissible  dans  la  pratique  du  dessin  graphique. 

On  a  trouvé ,  poiur  les  traces  horizontales  des  plans  tangens  à  Tellipsoide  aus: 
points  (I ,  ju) ,  (L ,  A) ,  les  droites  BP,  BQ  ;  leurs  traces  sur  le  méridien  vertical  AE , 
parallèle  .au  plan  vertical  de  projections ,  passeront  par  des  points  déjà  cons- 
truits. En  effet ,  ce  plan  méridien  coupe  la  droite  donnée  au  point  (£,  e)  ;  là 
tangente  à  la  section  méridienne  qui  passe  par  le  point  de  contact  (I,  iu),  coupe 
Taxe  de  révolution  au  point  (A ,  r)  qui  est  dans  le  plan  méridien  AE  ;  donc  fa 
droite  er  est  sur  ce  plan,  la  trace  du  plan  tangent  au  point  (I,  (i)  de  l'ellipsoide. 
Cette  droite  er  prolongée,  passe  par  le  point  s  projection  verticale  du  point  S, 
où  le  plan  méridien  AE  coupe  la  trace  horizontale  BP  du  plan  tangent.  De  ces  trois 
points  r,  e^  s,  deux  suffisent  pour  déterminer  la  trace  du  premier  plan  tangent 
sur  le  plan  vertical  AE  parallèle  au  plan  vertical  de  projections  XY.  Quant  à  la 
trace  er'l du  second  plan  tangent  au  point  (L,  A)  de  l'ellipsoide,  elle  est  aussi 
déterminée  par  les  projections  e,  r,  t  de  trois  points,  dont  le  premier  est 
sur  la  droite  donnée,  le  second  à  l'intersection  de  Taxe  de  révolution  et  de  la 
tangente  à  la  section  méridienne  au  point  de  contact  (L,  A),  et  le  troisième  à 
rinter&ection  des  traces  horizontales  BT  et  AT  du  plan  tangent  et  du  plan  méri- 
dien AE. 

PROBLÈME    7. LIEUX   GÉOMÉTRIQUES.    (Pi.  ^7.) 

*  V 

Mener  une  tangente  à  une  fiélice ,  \°  par  un  point  donné  sur  l'hélice;  ^^  paraltèlement 

a  un  plan  donné. 

36.  Solution,  Parmi  les  courbes  tracées  sur  un  cylindre,  celk  qui  jouit  de 
cette  propriété,  que  ses  tangentes  fassent  avec  les  droites  du  cylindre  des  angles 
égaux,  se  nomme  hélice.  Il  suit  de  cette  définition  que  l'hélice  se  transforme  sur 
le  développement  du  cylindre  en  une.  ligne  droite;  et  si  Fon  considère  une 
partie  quelconque  de  cette  droite  comme  Thypothénuse  d'un  triangle  rectangle 
qui  a  pour  côté  une  droite  du  cylindre,  l'autre  côté  sera  la  transformée  d^une 
portion  de  la  section  droite  du  cylindre.  Le  rapport  de  ces  deux  côtés  est  cons** 
tant;  la  valeur  de  ce  rapport  détermine  Tangle  que  la  tangente  à  Thélice  fait 
avec  la  droite  du  cylindre  qui  passe  par  le  point  de  contact.  Un  fil  plié  libre- 
ment sur  un  cylindre,  forme  une  hélice.  I^orsque  le  cylindre  a  pour  base  une 
bourbe  fermée,  l'hélice  coupe  une  droite  quelconque  de  ce  cylindre  en  une 
suite  de  points  équidistans;  la  distance  de  deux  points  consécutifs,  se  nomme 
pas  de  rhélice  ;  la  portion  d'hélice  comprise  entre  ces  deux  points ,  forme  un 


GiOMlh'RIE     DESCRII^TITIE.  l4l 

t6ur  entier  ;  elle  se  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  aux  droites  du  cylindre, 
suivant  la  base  ou  la  section  droite  du  cylindre.  Le  développement  de  cette 
base  et  le  pas  de  Thélice  sont  dans  un  rapport  constant.  Le  même  rapport 
subsiste  entre  les  fractions  semblables  du  contour  de  la  base  et  de  la  hauteur 
du  pas.  Cette  propriété  donne  la  construction  suivante  de  l'hélice  sur  un 
cylindre  droit  à  base  circulaire. 

Construction  de  Fhélice?  (Pi.  27,  fig.  i.) 

37.  Soit  oia3 8 la o  la  circonférence,  base  du  cylindre  droit;  on  la 

divise  en  arcs  égaux,  à  partir  du  point  o,  origine  de  Thélice.  Le  pas  de  l'hélice 
étant  donné,  on  le  partage  dans  le  même  nombre  de  parties  égales,  et  on 
porte  ces  parties  sur  les  droites  du  cylindre,  qui  passent  par  les  points  de  divi- 
sion 1,2,3,  etc.  de  la  circonférence;  savoir,  une  partie  sur  la  droite  du  point  r, 
deux  parties  sur  la  droite  du  point  *x ,  et  ainsi  de  suite.  L'hélice  passe  par  les 
extrémités  de  ces  droites,  et  a  son  origine  au  point  0* 

Pour  construire  la  projection  de  l'hélice  sur  un  plan  vertical  XY  parallèle  au 
rayon  0<?,  on  y  projette  les  droites  verticales  du  cylindre,  et  les  distances  des 
extrémités  a,  3,  c,  rf,  etc.  de  ces  projections  à  la  droite  XY,  sont  respective- 
ment égales  aux  droites  du  cylindre,  comprises  entré  sa  base  et  l'hélice.  Si  l'on 
a  divisé  la  circonférence  de  la  base  en  seize  parties  égales,  la  perpendicu- 
laire 44'^  à  la  droite  XY,  coupe  cette  droite  au  point  4',  et  prenant  [\d  égal  au 
quart  du  pas  de  l'hélice ,  le  point  d  appartient  à  la  projection  verticale  du  point 
de  Vhélice,  dont  la  projection  horizontale  est  le  point  4«  Menons  d'abord  la 
tangente  à  l'hélice  par  ce  point;  cette  tangente  est  sur  le  plan  tangent  au 
cylindre,  qui  passe  parle  même  point,  et  dont  la  trace  sur  le  plan  horizontal  eàt 
la  droite  4L.  Cette  droite  parallèle  à  XY  est  évidemment  la  projection  horizon- 
tale de  la  tangente.  Développant  le  cylindre  sur  le  plan  tangent  vertical  4L,  le 
quart  de  circonférence  01234  deviendra  sur  le  développement  la  droite  4L,  et 
on  aura  sur  le  plan  de  développement  un  triangle  rectangle  /û?4'>  dont  le  côté 
4V=i4L,  et  l'hypothénuse  dl  sera  la  projection  verticale  de  la  tangente  à  l'hélice 
au  point  (4,  d.)  Cette  tangente  fait  àveq.  la  droite  du  cylindre,  qui  passe  par  le 
pomt  de  contact  (4,  d)^  un  angle  constant  ld[i\  elle  coupe  le  plan  horizontal 
au  point  L,  dont  la  projection  verticale  est  le  point  /  de  la  droite  XY. 

On  aura  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  Thélice ,  autre  que  celui  (4  >  «Q , 
pour  lequel  cette  tangente  est  parallèle' au  plan  vertical  de  projections,  en 
menant  par  le  point  donné  de  l'hélice ,  et  dans  le  plan  tangent  au  cylindre. 
qui  passe  par  ce  point ,  une  droite  faisant  avec  l'arête  du  cylindre  un  angle 
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égal  à  Tangle  connu  ldl(.  DVprès  la  définition  de  l'hélice ,  cet  angle  est  constant 
pour  tous  les  points  de  la  courbe. 

Seconde  partie  de  la  solution.  —  Mener  une  tangente  a  V hélice  paraUkle  a  un 

plan  donné  (i)?  {V\.  l 'j .)  > 

38.  Les  tangentes  à  Thélice  font  avec  les  arêtes  du  cylindre  un  angle  constant; 
d'où  il  suit  qu'elles  sont  parallèles  aux  arêtes  "d'un  cône  droit,  qui  aurait  pour 
axe  une  parallèle  aux  arêtes  du  cylindre.  Ce  cône  étant  construit ,  il  n'y  a 
aucune  tangente  à  l'hélice  qui  n'ait  sa  parallèle  sur  la  surface  du-cône.  Mais  un 
plan  mené  par  le  sommet  de  ce  cône  parallèlement  au  plan  donné  »  coupe  en 
général  le  cône  suivant  deux  droites ,  et  les  tangentes  à^ces  droites  sont  évidem- 
ment parallèles  au  plan  donné;  ainsi  la  question  proposée  est  ramenée  à  celle-ci  : , 
Mener  une  tangente  à  une  hélice  parallèle  a  une  droite  dont  on  a  déterminé  la. 
position  ?  Cette  droite  étant  projetée  sur  le  plan  horizontal  de  la  section  droite , 
du  cylindre,  la  tangente  à  cette  section  parallèle  à  la  projection  de  la  droite  », 
est  la  projection  horizontale  de  la  tangente  à  l'hélice  demandée.  De  cette  pro- 
jection,  on  déduit  facilement  le  point  de  contact  et  la  projection  verticale  de  la 

tangente. 

Suite  de  C explication  de  lajîg.  ijpL  a 7. 

39.  Soit  (O,  d(f)  l'aie  du  cylindre  sur  lequel  l'hélice  est  tracée;  on  prend  sur 
cet  axe,  un  point  (0,ûf)  pour  sommet  du  cône  droit  qui  a  pour  côté,  la  droite  dl 
faisant  avec  ^4'  l'angle  Id^  égal  à  celui  que  la  tangente  à  l'hélice  fait  avec  l'arête 
du  cylindre.  La  base  du  cône  droit  est  le  cercle  décrit  du  point  O  comme  centre, 
avec  OP  =  4'^  pour  rayon*  Le  plan  mené  par  le  sommet  (O,  d)  de  ce  c5ne, 
parallèlement  «au  plan  donné,  le  coupera  suivant  deux  droites;  et  si  l'on  sup- 
pose le  plan  donné  par  ses  deux  traces  ZZ',  Z[z,  dont  l'une  ZZ'  est  perpendicu- 
laire à  XY,  le  plan  parallèle  (TRSrf)  coupera  le  cône  suivant  deux  arêtes  qui  se 
projettent  sur  le  plan  horizontal  en  OR  et  OT,  rayons  du  cercle  décrit  du  point  O 
comme  centre.  Les  extrémités  R,  T  de  ces  rayons  sont  déterminées  par  Tinter- 
section  de  la  droite  ST,  perpendiculaire  à  XY,  et  ducercle  décrit  du  point  O  comme 
centre,  avec  OP  =  lîl  pour  rayon.  Les  tangentes  QQ',  W  à  la  section  droite  du 
cylindre ,  respectivement  parallèles  aux  droites  OT,  OR,  sont  les  projections  hori- 
zontales des  tangentes  à  l'hélice  parallèles  au  plan  donné,  et  on  a  les  points  Y,  Q 
pour  les  projections  horizontales  des  points  de  contact 


(i)  J*al  résolu  cette  question,  pour  expliquer  1«  mouvement  de  Teau  daps  la  vis  d'Archimède. 
(Voyez  le  Traité  des  Machines,  a*  édition,  1813,  page  140.) 


■ 

I 
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Les  perpendiculaire»  Vt;,  Qq  à  XY  déterminent  les  projections  verticales  c^,  q 
de  ces  points.  Les  parallèles  i^^ ,  ^4  ^  ^^  ^^^^  verticale  Zz  du  plan  donné ,  sont 
les  projections  verticales  des  tangentes  à  rhélice  aux  points  (V,  ^j,  (Q,  g.) 

Les  droites  Yi^,  Qq  prolongées ,  couperaient  la  projection  verticale  de  l'hélice 
en  une  suite  de  points  équidislans  tels  que  v\  ^y  pour  lesquels  les  tangentes 
^^y  ^4'  ^  ^^^^  projection  verticale  seraient  parallèles  à  la  trace  Hz  du  plan 
donné  (ZTIz^ 

Si  Ton  proposait  de  mener  une  tangente  à  la  projection  verticale  abcd.....  de 
rhélice,  qui  fut  parallèle  à  une  droite  donnée,  on  .résoudrait  ce  problème  de  la 
même  manière  que  le  précédent ,  en  regardant  Ja  droite  donnée  comme  la  trace 
d'un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projections. 

PROBLEME   8. LIEUX   CtouiTElQUES. 

-  Mener  un  plan  tangenê  à  une  êpicjrclozde  sphérique, ,  par  un  point  donné  sur  cette 

courbe?  (PL  ay.) 

40.  Définition  de  Vèpicycloide.  De  deux  cônes  droits  qui  se  touchent  et  qui  ont 
même  sommet,  Tun  étant  fixe  et  l'autre  mobile,  un  point  quelconque  du  cercle 
base  du  cône  mobile,  décrit  une  épicjcloidesphérique. 

m 

4 1 .  Solution  du  problème.  Pendant  que  le  cône  mobile  roule  sur  le  cône  fixe , 
la  distance  du  point  générateur  de  Tépicycloide  au  sommet  commun  des  deux 
cônes,  ne  varie  pas;  d'où  il  suit  que  Tépicycloide  appartient  à  une  sphère  qui 
a  pour  rayon  cette  distance,  et  pour  centre,  le  sommet  eommun  des  deux  cônes. 
Cette  sphère  coupe  le  cône  fixe  et  le  cône  mobile  suivant  deux  cercles,  dont  les 
plans  font  entre  eux  un  angle  égal  à  celui  qui  est  compris  entre  les  axes  de  ces 
cônes. Le  cercle  base  àa  cônemobile  touche  dans  toutes  ses  positions  le  cercle  base 
du  cône  fixe,  et  pour  chaque  position  du  premier  cercle,  un  point  de  ce  cercle  ap- 
partient à  l'épicycloide.  I^  droite  menée  de  ce  point  de  l'épicycloide  au  point  de 
contact  du  cercle  fixe  et  du  cercle  mobile  varie  de  grandeur;  elle  est  d'abord 
uulle;  elle  croît  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  égale  au  diamètre  du  cercle  mobile;  en- 
suite elle  décroît  et  redevient  nulle;  elle  est  à  très-peu  près  constante ,  pendant 
que  le  point  générateur  passe  d'une  position  à  une  autre  qui  en  est  infîniméni 
voisine;  dans  le  même  temps,  le  point  de  contact  du  cercle  fixe  et  du  cercle 
mobile^  ne  change  pas  sensiblement;  ce  point  peut  donc  être  considéré  comme 
le  centre  d'une  splière  sur  laquell^e  se  trouve  l'élément  de  courbe  démt  par  le 
point  générateur  de  l'épicycloide.  Il  suit  de  là  que  ce  point,  dans  un  instant  queU 
conque  de  son  mouvement,  décrit  un  élément  de  courbe  qui  est.à  la  fois  sur 


deux  sphères ,  Fune  qai/a  pour. rayon  la  distance  caastaafté'de  Ce  point  au  sdm 
met  commun  des  denx  côi^s ,  l'autre  qui  a  pour  rayon  tar  distance  .y àriable  de 
point. à  celui  où  le  cercle  mobile . touche-  le  cck*cle  fixé;  or  un  élément  de 
courbe  ne  peut  être  à  ila  fois  sur  deux. sphères,  quHl  né  soit  sui^  rintersecdon 
de  deux  plans  qui  touchent  ces  sphères;  dont  tPka^tauigdnteen  un  point  quel- 
conque d'une  épicycloide.  sphérique ,  est  une  droite,  intersection,  de  deux  plans 
qui  touchent  deux  sphères  dont  les  centres  et  les  rayons  sont  dbnnés;  a^  Cette 
tangente  est  perpendiculaire  au  plan  mené  par  le  point  de  répicycloidé  et  par 
les  centres  des  deux  sphères.    .        i    . .  * 

Explication  de  kt^figure  ^^^pL  a^.  —  Desaiplion  de  Uèpù^/xÀoide  sphénqiie. 

> 

4a*  L'axe  du  cône  fixe  étant  supposé  vertical ,  soit  décrit  sur  le  plan  horizon- 
tal le  cercle  ABCD  [pL  '^')tjig*  a)  du  cône  fixe,  qui  est  constamment  touché  par 
le.  cercle  du  cône  mobile ,  sur  lequel  se  trouve  le  point  générateur  de  répycl- 
cioide. 

Soit  AB  un  arc  quelconque  du  cercle  ABCD  compris  entre  Forigine  A  de  l'épi- 
eyclôide  et  le  point  de  contact  de  ce  cerclé  ABCD  et  du  cercle  mobile  dans  une 
{iosition  quelconque.  Lé  plan  vertical  AB£'  contient  i^  les  axes  &  ^  ss'  des  deux 
cônes;  a® l'arête  jB,  suivait  jlaquelle  cesçdeqx  cônes  se  touchent;  3^ l'angle  E'B^ 
que  font  entre  eux  le^  pbin  horizpnt^l  4u  ce^rcle  fixe  et  le  plaui  incliné  (^BN/2)  du 
fijernier  cercle  ;  4**  le  diamètre  Bc  cïu  <jercl^  mobile.  En  supposant  que  le  plan  de 
ce  cercle  mobile  tourne. f^utoijir.dç  sa^tr^ce  horizontale  B/i  comme  charnière, 
pour  s'appliquer  sur  le  pl^p^u /cercle  fixe,  APÇI)^  et  que  l'arc  ^f  du  cercle  mo- 
bile soit  de  même  longueur  que  l'arc  .AB  d,U  cercje  fiiie,  le  pointy^^sera  la  posi- 
tion du  point  générateur  de  l'épicycloide  qui  correspond  au  point  de  contact 
B,  par  lequel  passe  l'àrét&déeçntactvrB'ée^  deux  cônes.  La^  projection  horizonr 
taie  F  du  pointy  '  est  sur  la  droite  f'Y  perpendiculaire  A  la  droite  B/z.  Ayant 
menéy^F  perpendiculaire  au'diaiâëtr^  BEVTâi^  d^  cètcle  décrit  du  point  B 
comitie  centre  avec  un  rayon  'é^al  à  BP,  ctoupe  laflrcjîtfe  Be'au  point/,  projec- 
tion du  pointy^  sur  le  plan  vertical  sSBejrj  La  perperididulairey^F'  abaissée  du 
pointysur  le  diamètre  BEV  coupe  la  dik^ite/^F  au  point  F,  projection  horizon* 
taie  du  pointy^  de  l'épicycloide.  Quant  à  ht  hauteur  de  ce  point/'  au-dessus  du 
plan  horizontal,  elle  est  évidemment' égale  ày^. 

.4)*  Supposons  maintenaht  que  lé  point  de  contact  dà  cercle  fixe  et  du  cercle 
mobile,  au  lieu  d'être  enB,  soit  en  R;  on  pourrait  i**  mener  le  plan  vertical  SK, 
qui  contiendrait  les  axes  des  deux  cônes;  a®  l'abattre  sur  le-plan  horizontal ,  et 
Couver  un  point  G  de  la  projection  horizontale  de  l'épicycloide,  coA^me^D  ^ 
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trouvé  le  point  F;  mais  il  n'est  pas  nécesaftire  d'employer  un  second  plan  ver- 
tical SK;  le  premier  SBes  suffît.  En  effet,  soit  B/'g'  un  arodu*  cercle  mobile 
d'une  longueur  égale  k  celle  de  l'arc  ABK  ;  on  pourrait  tracer  le  cercle  du  dia- 
inètre  Kl  =  Be,  et  opérer  sur  ce  ârcië,  cootime  sur  celui  du  diamètre.  B£'^  qui 
touche  le  cercle  fixe  au  point  B.  Regardant  ce  point  B  conkme  le  point  de'  iooa* 
tact  K.,  la  projection  horizontale  du  poônt  g^  serait  en  G',  sur  la  droite  gfG  per- 
pendiculaire à  la  tangente  hn  des  deux  cercles  fixe  et  mobile.  Menant  les  droites 
SG'y  BG',  on  formera  le  triangle  SBG\  qui  étant  transporté  en  SKG,  déterminé 
le  point  G  qui  est  la  projection  horizontale  du  point  g'  du  cercle  mobile ,  lorsque 
ce  cercle  touche  le  cercle  fixe  au  point  K.  En  supposant  que  le  point  de  con- 
tact de  ces  deux  cercles  soit  en  G ,  extrémité  d'un  arc  ABC  du  cercle  fixe,  égal  en 
longueur  à  la  demi-circonférence  du  cercle  mobile ,  le  point  générateur  de  l'é* 
picycloide  à  pour  projection  horizontale  un  point  E  du  rayon  SC,  tel  que  .CE 
est  égal  à  la  projection  horizontale  Bi  du  diamètre  Be  du  cercle  mobile. 

44*  L'arc  ACD  du  cercle  fixe  étant  égal  en  longueur  à  la  circonférence  entière 
du  cercle  mobile,  le  point  D  appartient  à  Tépicycloide  sphérique,  et  peut  être  cou* 
sidéré  comme  l'origine  d*une  autre  branche  de  répicycloide ,  égale  à  la  première, 
et  quiaurait pour  projection  horizontale  une  courbe  qui  ne  différerait  pas  de  AED. 

«  • 

45.  Il  suit  de  cette  construction,  i®  que  l'épicycloide  sphérique  est  composée 
d^une  infinité  de  branches  égales,  qui  se  projettent  sur  le  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  du. cône  fixe,  suivant  des  courbes  égales;  a®  que  ces  branches  ont  sur  la 
base  circulaire  de  ce  cône,  des  points  de  rebroussement;  3®  que  l'arc  de  cette 
base.,  compris  entre  deux  points  consécutifs  de  rebroussement,  est  égal  en  lon- 
gueur à  la  circonférence  dû  cercle  mobile. 

Construction  de  la  tangente  a  répioycloidê  sphérique. 

'   '  '  ■       . 

46w  Première  solution.  Le  point  de  l'épicycloide  sphérique  pour  lequel  on 

^demande  la  tangente,  est  en'j/[.sur  le^rcle  mobile  du  diamètre  B£';  il  a  pour 
]MrojeiCtion.hDrizoDtale  le  point  F,  etipour  projeqtipn  sur  le  plan  vertical  SBE',  le 
point/CLa  tangente  demandée. est  (art.  4i)  perpendiculaire  au  plan  des  droites 
.menées  du  point  (F,/}  aux  censés  ^  et  B  des  deux  sphères  dont  chacune  con- 
tient l'élément  d'épicydoide  ;  or  la  première  droi^  (SF,  sf)  rencontre  le  plan  ho- 
rizontal au  point  Y;  la  seconde  droite  passe, par  le  point  B;  donc  les  plans  des 
deux  droites  (ST,  jyf),  (BF,  Bf)  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  la  droite  BV, 
et  sur  ie  plan  verticad^  la  droite  ^B;  donc  la  tangente  demandée  a  pour  projec* 
tions  horizontajie  et  verticale  les  droitesy^T,;/?  respectivement  perpendiculaires 
aux  traces  BY,  jB?  et  elle  rencontre  le  plan  horizontal  au  point  (T,  /.) 
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47.  Deuxême  soùdêhn.  Soit  encofe/^  le  point  donné  sur  Tépicycloide ,  dooi 
U  protection  borizontaie  ^t  F*  La  tangente  «n.ce  point  (art.  4i)  est  la  droili^ 
intenection  de  deux  plans  tangens^  1  un  k  la  spluère  qui  à  son  centre  au  sommet 
(S^  j)  An  cône  mobile  et  du  cône  fiice,  Faistre  à  la  sphère  qui  a  pour  rayon  la 
<iroite//B,  et  dont  ie  centre  eat  le  point  de  contact  B  du  cercle  fixe  et  du  cercle 
moitié  sur  lequel  se  troure  le  pointy*'  de  Tépicydoide.  Le  rayon  de  la  première 
sphère ,  mené  par  le  pointy ,  ayant  pour  projection  horizontale  la  droite  SF  ^ 
la  trace  du  plaii  qui  tonehe  cette  sphère  au  point/^  est  perpendiculaire  à  cette 
droit»  SF  ;  de  plus  ce  plan  passe  par  la  tangente /7  du  cercle  ^^E\  or  cette 
langente  coupe  le  plan  horizontal  au  point  /  de  la  tangente  hln  du  cercle  fixe; 
donc  le  plan  tangent  à  la  première  sphère,  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  la 
droite  bn  perpendiculaire  k  ^F. 

IjC  plan  tangent  à  la  seconde  ^hère  au  point/*'  passe  par  la  droite/"  N  tan<- 
gente  au^and  cercle  de  cette  sphère,  décrit  du  point  B  comme  centre  avec  un 
rayon  égal  à  Jî/^;  or  cette  tangente  coupe  le  plan  horizontal  au  point  N  de  la 
droite B//2,  qui  touche  le  cercle  fixe  au  point  B;  donc  si  de  ce  point  N  on  abaisse 
une  perpendic^ilaire  N/?  sur  la  projection  horizontale  BF  du  rayon  ^,  cette 
perpendiculaire  sera  la  trace  horizontale, du  plan  tangent  à  la  seconde  sphèreï 
elle  coupe  la  trace  Im  du  plan  tangent  à  la  première  sphère  en  un  point  T  de  là 
tangente  à  Fépicycloide,  Donc  la  droite  menée  par  les  points  T  et  F,  touche  la 
projection  horizontale  de  l'épicycloide  au  point  F'. 

48.  Le  plan  tangent  à  la  seconde  sphère  au  point/',  étant  perpendkidaîre  au 
rayon  B/',  et  au  plan  du  cercle  mobile  J^/^'g^E',  il  passe  parla  droite  ^r menée  per- 
pendiculairement au  plan  Be  du  cercle  mobile/ par  le  point  F  de  ce  cercle.  Or 
cette  droite  ^r coupe  le  plan  horizontal  au  point/?  ;  donc  la  droite  ISp  est  la  trace 
du  plan  tangent  à  la  seconde  sphère,  et  doit  être  pa*pendiciilaire  à  la  projection 
horizontale  BF  du  rayon  qui  passe  par  le  point  de  contact  F.  Le  plan  tangent  en 

/'  à  la  sphère  du  rayon  Ç^' perpendicolaire  au  plan  du  cercle  mobile,  coupe  ce 
second  plan  suivant  la  droite/'E",  qui  passe  par  1  extrémités'  du  diamètre  ^BE-; 
d'où  il  suit  que  cette  droite  est  la  projection  de  la  tangente  à  Tépicycloide  me- 
née par  le  point/*  sur  le  plan  du  cercle  mobile. 

Le  plan  tangent  à  la  sphère  du  rayon  B/"  au  point/'  du  cercle  mobile  1|/'G', 
est  aussi  tangent  au  cône  qui  a  pour  base  Tépicycloiée  spbénque,  et  pour  som- 
met le  point  r  de  la  droite  &r,  où  cdte  droite  est  rencontrée  par  la  perpendicu- 
laire per  à  l'extrémité  du  diamètre  Be;  ce  qui  est  évident,  puisqu'il  passe  par 
une  tangente  à  la  ligne  qui  sert  de  base  au  cône.  Mais  il  est  important  et  re- 
marquer que  pour  une  position  quelconque  K-ly  du  cercle  mobile,  on  a  sur 
ce  cercle  un  point  ^  de  l'épicycloide  sph^que,  tel  que  le  (4an  conduit  par  la 


ijlroîte  yl  ^  iperpendiculaîreident  k  la  droite  yK^  qui  -jointe  pomt  y  de  l'épicy-* 
-^ioide  el  le  poiat  de  cootact  K  des  cerctea  fiiâo  et  moiatlepesl  tamgcnt  uù  cônA 
qui  a  pour  sommet  le  point  r,  et  pour  base  répicyclptde  sphërique.  £n  effets 
l'angle  K>I  étant  droit  9.1e  côlé  >I  de  cet  angte  passe  Décessairevent  par  lepoînt  1 1 
extrémité  du  diamètre  Kl  du  eercle  ntobile  ;  le  plan  7I  perpemiiciilaire  .k  la 
droite  Ky  située  dans  le  plan  du  cerele  mobiie^  et  par  wnséqi,ieût  perpendica- 
laîreà  ce  plau^  passe  par  la  droite  qu'on  mènerait  par  le  point  I  perpendiculai*» 
rement  au  plan  du  cercle  mobile  i  or  cette  dernière  droite  coupe  Taxe  &  au 
point  r,  puisque  Qe  point  r  est  le  sommet  du'  ccae .  droit  engendré  par  la 
droite  er,  qui  tourne  autour  de  la  di»iteS^r;  doqc  le  plan  7I)  passant  par  le 
point  y  de  répicycloide  «sphérique,  ainsi  que  le  plan/^'Ë'  passant  par  le  point/*' 
de  cette  courbe,  est  tangent  au  côi;ie  qui  a  son  softimet  au  point  r,  et  dont  la 
base  est  Tépicycloide  sphérique. 

49.  Conclusion.  Quelle  que  soit  la  position  du  cercle  inobile,  on  doit  distin- 
giier  sur  ce  cercle  trois  points  :  1**  le  point  générateur  de  Tépicycloide;  a**  le 
point  de  contact  du  cercle  fixe  et  du  cercle  mobile;  3*  l'extrémité  du  diamètre 
qui  passe  pa^  ce  point  de  contact.  Ayant  élevé  par  ce  deinier  point  une  per- 
pendicniaire  au  plan  du  cercle  ii^Qbile,  cette  perpendiculaire  coupe  Taxe  du 
ù6ne  fixe  en  un  quatrième  point,  qui  est  invariable  comme  rinclinaison  du  plan 
du  cercle  mobile ,  par  rapport  au  plan  du  cercle  fixe  ;  le  plan  mené  par  cette 
perpendiculaire  et  par  le  point  générateur  de  répicjcloide  sphérique^  est  tangent  an 
cône  qui  a  pour  sommet  le  quatrième  points  et  pour  base  Vépicytloide  sphérique. 

PROBLÈME  9. 

Connaissant  les  distances  dun  point  a  trois  droites^  construire  ce  point? 

{VI  (A.)  in-folio.) 

5o.  Solution  par  ^intersection  de  trois  cjrUndres.  Nommotis  A ,  B ,  C  les  trois 
droites  données;  a^  b^  c  les  dist^ces  connues  du  point  cherché  à  ces  droites  ; 
tous  Les  pointa  qpi  sont  à  la  distance  a  d'une  droite  donnée  A^  appartiennent 
à  un  cylindre  droit  dont  Taxe  est  la  droite  donnée,  et  qui  a  pour  base  un  cefcle 
du  rayon  a;  la'  surface  de  ce  cylindre  est  donc  un  Heu  géométrique  du  point 
demandé.  Par  la. même  raison,  les  deux  cylindres  droits  qui  ont  pour  axes  les 
droites  B  et  C,  et  pour  bases  de^  cercles  dont  les  rayons  sont  respectivement 
égaux  aux  distances  connues  b  et  c,.con,tîennent  le  point  demandé;  donc  ce 
point  est  déterminé  par  TintersectiQu  de  trois  cylin()res  .droits  dont  on  connaît 
les  axes  et  les  rayons.  Les  trois  cylir^dres  sç  coupent  deux  à  ^eux ,  suivant  trois 
courbes  ,à  double  doublure  ;  les  points  communs  à  ces  trois  courbes  satisfont 
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aux  trois  condidons  (Tétre  aux  distances  connues  a^A^cde  trois  droites  donnée» 
A,  B,  G.  On  démontre  par  l'analyse  que  le  nombre  de  ces  points,  toujours  pair, 
est  au  plus  huit,  et  au  moins  deux.. 

Les  données  du  problème  sont  i^  les  projections  bocizontales  et  yerticales 
des  trois  droites  données  ;  a^  les  trois  distances  du  point  demandé  aux  droites 
données.  Ces  données  déterminent  les  axes  et  les  t*ayons  des  cylindres  droits , 
lieux  géométriques  du  point  cherché.  Pour  trouver  les  lignes  d'intersection  de 
ces  cylindres  considérés  deux  à  deux ^ par  la  méthode  exposée  (art.  i55, li^\  i*^*"), 
oh  cherche  d'abord  leurs  traces  sur  le  plan  horizontal  ;  ces  traces  sont  cks  ellipses 
(A),  (B),  (C),  (pi.  A) ,  dont  les  demi-petits  axes  sont  respectivement  égaux  aux 
distances  a^  b^  c  du  point  cbeirché  aux  trois  droites  données;  on  construit  les^ 
grands  axes  des  ellipses  de  la  maiïrèpe  suivante.  * 

Explication  de  la  pL  (A.)  .  . 

5 1 .  Soient  (A)  A',  (B)  B'^^  (Ç)  C  ^es  projections  horizontales  des^  droites  données  ^ 
et  (A),  (B),  (C)  les  poitits  où  elles  coupent  le  plan  horizontal;  ces  droites  font 
avec  leurs  projections  horizontales  les  àneles  A  (A)  A',  B  (B)  B',  C  (C)  C.  Élevant 
par  les  points  (A),  (B),  (C)  des  perpendiculaires  aux  droites  (A)  A,  (B)B,  (C)C, 
et  portant  sur  ces  perpendicylaîres  des^lônguéîirs  (A)  à,  (B)è,  (C)  c,  respective-^ 
ment  égales  aux  distance^  d<}nnées  a,  ^,  c/on  mente  par  leurs  extrémités  a,b,c 
des  droites  aa,  b^j,cy  respectivement  parallèles  aux  droites  (A)  A^  (B)B,  (C)C. 
Ces  parallèles  coupent  le  plan  horizontal  aux  points  a,  /?,  7,  qui  déterminent^ 
les  demi-grands  axes  (A) a,  (B)/3,  (C)^  des  èlÛpses  aa a",  jS/B'^",  y)^V>  ^aces 
des  trois  cylindres  sur  le  plan  horizontal. 

Désignant  par  les  lettres  A ,  |) ,  C  les  trois  cylindres  qui  ont  respectivement 
pour  bases  les  ellipses  «aV,  jÔj3'/3'^,  yyV^  ^^  trouve  r  ' 

i^  Que  les  cylindres  A  et  B  se  coupent  suivant  une  ligne  à  deux  branches  ^  ' 
qui  a  pour  projections  horizontales  les  courbes  iB:2E43i,  56iy78D5;  les  pro- 
jections verticales  de  ces  deux  branches  sont  marquées  d<es  mêmes  lettres  et 
chiffres» 

a^  Les  cylindres  A  et  C  se  coupent  aussi  suivant  une  Figne  à  deux  branches, 
dont  les  projections  marquées  des  mêmes  lettres  ou  chiffres  ^  sont  1 2G65G', 
3478FF. 

3^  Lies  cylindres  B  et  C  se  pénètrent  suivant  une  courbe  à  une  seule 
branche,  marquée  sur  l'un  et  l'autre  plan  de  projections  par  les  lettres  et  chiffres 
iaK4H3To78iH'5Si.  On  remarquera  qu'il  y  a  deux  points  doubles  sur  la  pro- 
jection verticale ,  et  un  seul  sur  la  projection  horizontale. 

Les  trois  courbes  ont  huit  points  communs ,  dont  les  projections  sont  mar- 
quées SUT  les  deux  plans  de  projections  des  chiffres  1,  a,  3,  4 9  5, 6, 7, '8.  Chacun  * 
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de  ces  pointe satisfiiit  à  la  condition  d'être  aux  distances  coriniiesdes trois  droites 
données.  »        >  ^    *  »     -; 

On  a  choisi  les  données  du  problème,  de<  manière  que  le  nombre  de  solu*. 
fions  fut  le  plus  grand  possible;'en  disant  vstriôrles  données^  ce  nombre  pourrait 
se  réduire  à  6,  4  ou  2.    <  .        > 

Eâuplication  de  lapLu^. 

•  ... 

5a.  On  simplifierait  la  s<rfulion  précédente  par  le  choix  des  plans  de  projec- 
tions. Supposons  en  effet  le  plan  horizontal  perpendiculaire  à  l'une  des  droites^ 
données;  le  premier  cylindre  (A)  y  sera  projeté  suivant  le  cercle  de  sa  base;  soit 
A  {j^.  I,  pL  a8)  le  centre  de  ce  cercle  du  rayon  donné  AB  (Jig.  d)\  les,  deux 
autres  cylindres  B  et  C  ont  respectivement  pour  rayons  les  drqites  données^ 
AC,  ADC/%.a). 

La  projection  hori2ontale  de  Faxe  du  cylindre  B  étant  BB'  (Jig.  i  ) ,  le  plan  vertical: 
de  projections  {^.  a) ,  dont  la  trace  horizontale  XY  est  parallèle  à  BB',  sera  pa- 
rallèle aux  axes  des  deux  c}  lindres  A  et  B.  Soient  GC\  cd  les  projections  (Jig.  i  et  ik) 
de  l'axe  du  troisième  cylindre  ;  des  deux  projections  des  axes  des  cylindres  B  et  C 
sur  les  plans  (/%^.  i  et  2),  on  déduira  les  projections  a!^\  7"  7  (Jîg.  3)  de  ces  mêmes 
axes  sur  un  plan  vertical  X'Y'  (/%.  3)  parallèle  à  Taxe  (CC,  ce)  du  cylindre  C. 
Supposons  ce  cylindre  coupé  par  un  plan  (EFG) ,  dont  les  traces  £F,  FG  {Jîg.  i  et  3) 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  CC,  Y'yi"  projections  de  son 
axe.  La  section  sera  un  cercle  du  rayon  donné  AD  (Jig.  a).  Faisant  tourner  ce 
plan  autour  de  ^a  trace  horizontale  EF ,  et  le  couchant  sur  le  plan  horizontal  ^ 
le  centre  du  cercle  (d,  /)  (jlg.  i  et  3)  s'applique  sur  le  plan  horizontal  en  D  (^.  4).^ 
Ayant  décrit  de  ce  point  D  comme  centre,  un  cercle  du  rayon  DO  ou  DP  ==  AD 
(jSg.  a)y  les.  tangentes  ON,  PQ  à  ce  cercle,  parallèles  à  CC,  sontleslimites.de  la 
projection  horizontale  du  eylindre  C.  Lesiimites  de  la  projection  verticale  i^fig.  a) 
du  même  cylindre  sont  les  droites  ui^^  i^V',.  parallèles  kcc\  Le  cyKndre  B  a  pour 
limites  de  sa  projection  verticale  (j%  2)  lés  droites  A  "A"',  II"  parallèles  à  la  droite 
blf  et  distantes  de  cette  droite  de  la  quantité  bk  ou  bl\  égale  à  AC  {fig.  a).  Les 
limites  de  la  projection  horizontale  du 'même  cylindre  sont  les  parallèles  HH', 
II'  (Jig.  i),  à  la  droite  BB',  distantes  de  cette  droite  de  la  quantité  BH  ou  BI  égale 
an  rayon  AC  {Jîg.  a).  Le  cylindre  A  a  pour  limites  de  sa  projection  verticale  les 
verticale  /d ,  /8'  qui  sont  parallèles  à  la  droite  aa'  {Jig.  a),  et  se  projettent  sur  le 
plan  horizontal  {^fig*  1)  aux  points  T  et  T'. 

Ayant  rapporté  les  trois  cylindres  A ,  B,  C  aux  quatre  plans./%,  i,  a,  3,  4^  on 
projette  la  courbe  d'intersection  des  cylindres  A  et  B  sur  le  plan  incliné  (  fi^.  4) 
de  la  base  du  cylindre  C;  et  pour  obtenir  la  projection  de  cette  couii>e  à  double* 
courbure,  il  est  nécessaire  de  projeter  une  section  circulaire  du  cylindre  B,  sur 
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le  plan  vertical  X'Y'  (/^.  3).  On  prend  pour  cette  «action  le  cerde  du  rayon  Kt 
{fis-  2),  qui  se  projette  sur  le  plan  horizontal  {fig.  i)  suivant  Tellipse  KLIH ,  et 
sur  le  plan  vertical  (Jîg>  3)  suivant  Fellipse  kUhj  dont  l'un  des  axai  principaux 
est  dirigé  suivant  la  droite  x'^\  projection  de  Taxe  du  çjrlindre  B. 

Une  autre  opération  préliminaire  qui  n'est  pas  moins  nécesaaitet  consiste  à 
projeter  ce  même  axe  du  cylindre  B  sur  le  plan  incliné  de  la  figure  4  -  on  prend 
sur  cet  axe  deux  points  (B,  j3"),  (N,  w'  )  (/%•.  i  et  3),  et  de  chacun  de  ces  points  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  plan  (EFG.)  Lés  pieds *de  ces  perpendiculaires 
/S"',  ri'  {Jig.  3),  ramenés  {fig.  4)  en  m  et  n  sur  les  parall^es  B/i»,  N/i  (/%;  i)  à  la 
droite  CC,  déterminent  la  projection  mn  de  Taxe  du  cylindre  B  sur  le  plan  de  la 
fig.  4-  Cela  posé ,  on  coupe  les  deux  cylindres  (A)  et  (B)  plu*  une  suite  de  plans  ver^ 
ticaux  parallèles  à  leurs  axes  ou  à  la  droite  Bff  {^fig.  1  ) ,  et  on  projette  les  droites 
contenues  dans  ces  plans  sur  le  plan  de  la^^.  4;  leurs  projections  se  coupent  eii 
des  points,  et  le  lien  de  ces  poihts  forme  {fig.  4)1^  coiirbe-  i^S,...  8,  qui  coupe  I« 
cercle  du  diamètre  ODP  en  huit  points ,  projections  des  huit  points  communs  aul 
trois  cylindres ,  sur  le  plan  (  fig.  4)  de  la  base  du  cylindre  (C).  Les  prcjections  des 
droites  du  cylindre  Asttf^c^  plan»  sont  perpendiculaires  à  la  droite  £F|  et  Içs 
projections  des  droites  du  cylindre  B  sont  parallèles  à  la  droite  mn\  ainsi  la  pro* 
jection  ia..«.««.».  8  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  Cylindres  A^  B  sur  le  plan 
incliné  {fig.  4)  se  construira  ^  la  même  méthode  qu'on  a  suivie  (art.  1 55,  liv«  i  ^^^ 
pour  trouver  la  projection  de  cette  coniiie  sur  im  plan  horizontal  ou  vertical. 

Les  projections  horizontales  des  pointa  communs  aux  trois  cylindres,  siont 
nécessairement  sur  le  cercle  du  diamètre  TAT,  {fig.  i  )  base  du  cylindre  A»  et  sqr 

des  pe]:f>endiculaires  abaissées  des  points  i,  a,  3, 8  {fig.  4»)  sur  la  droite  £F^ 

lesquelles  coupent  le  cercle  TAT  en  huit  points,  marqués  également  des 

chiffres  1 ,  2 , 8.  Les  huit  points  de  l'espace  déterminés  par  leurs  pn>jections 

{fig^^  I  et  4)9  satisfont  aux  conditions  du  problème,  d'être  à  des  distances 
données  de  trois  droites  dont  la  position  est  aussi  donnée;  et  si  Ton  demande 
les  projections  de  ces  points  sur  l'un  des  plans  verticaux  {fig.  2  et  3) ,  on  fera  ppur 
chacun  les  opérations  que  nous  allons  indiquer  pour  le  point  (4 ,  4)9  {fië^^  ^^  40 

On  portera  4^  {fig*  4) 9  distance  du  point  4  ^  la  trace  horizontale  £F  du 
plan  (EFG),  sur  FG  {fig.  3)  de  F  en  4. I^ parallèle  4'4''  à  /8"i8'  et  la  perpendicu- 
laire 44'4''  à  X'Y  {fig.  3)  se  coupent  au  point  4"  {fig.  3) ,  distant  de  l'horizon- 
tale XT'-  de  la  hauteur  verticale  ^l\.  Portant  cette  hauteur  sur  la  perpendicu*- 
laire  444"  à  XY  {fig.  a),  de  4,en  4",  les  points  4'"  et  4'  sont  {fig.  a  et  3)  les 
projections  verticales  du  point  (4,  4)>  {fiS*  <  et  40 

Les  arêtes  des  trois  cylindres  qui  se  rencontrent  au  point  (4'»  4% •/%"•  <et  %) ,  ont 
pour  projections  verticales  (J^.  a)  les  droites  Ik"\^  ^"r^  H'*it  respectivement 
parallèles  aux  projections  vtfticales  ady  bb\  ce  des  axes  des  trois  cylindres.  La 
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parallèle  ^'"r  à  àb'  coupe  le  cercle  du  diamètre  ktnu  point  s,  qui  se  projette 
sur  Iç  plan  vertical  (y^.  a  )  en  r,  et  sur  le  plan  horizontal  (Jlg.  i)  en  S  ;  la  dis- 
tance SR  de  ce  pmnt  S  à  la  droite  BF,  est  égaie  à  l'ordonnée  rs  du  cercle. 

53.  Dans  la  première  solution  du  problème  pax*  Tintersection  de  trois  cylin- 
dres, on  a  construit  les  projectiox^s  de  deux  courbes  à  double  courbure;  la  solu- 
tion que  nous  venons  d^exposer  est  pi^3  simple,  puisque  la  projection  d'une 
seule  de  ces  coturbes^  et  un  cercle  d'un  rayon  donné,  déterminent  les  points 
communs  aux  trois  cylindres. 

Ayant  trouvé  l'intersection  des  deux  cylindres  Â  et  B ,  et  l'ayant  projetée  sur 
le  plan  (Jig.  4)  perpeniliculaire  à  l'axe  du  troisième  cylindre,  on  peut  disposer 
de  la  grondeur  du  rayon  de  ce  dernier  cylindre  et  de  la  position  de  son  centre', 
pour  obtenir  le  plus  grand  nombre  de  points  communs  aux  trois  surfaces  cylin- 
driques. Ces  trois  surfaces  étant  «de  révolution,  on  pourrait  encore  trouver  les 
poiodts  qui  leur  sont  communs ,  en  cherchant  les  points  de  renccmtre  de  l'un  des 
cylindres  et  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  autres  (art.  i84^  liv-  i^O*  ^oui^ 
appliquerons  cette  méthode  à  la  solution  des  detix  problèmes  suivans« 

PROBLEME  JO.  (PL  ag.  ) 

On  donne  sur  une  carie  tcpogrc^Juqm  trois  points  d^ua  terreau  Un  observateur  sç 
transporte  sucœsswement  à  ces  trois  points^  muni  d^unJU  à  phnib  et  d'un  instru^ 
menttelqu'un  graphomè»^^  propre  à  meswerles  angks.  Il  mesure  les  angles  que 
les  verticales  menées  par  les  trois  points  font  an^ec  les  rayons  visuels  dirigé^ 
de  chaam  de  ces  points  vers  un  quatrième;  ces  {mgles  étant  connus^  on  propose 
dercfportér  le  quatrième  point  sur  la  cane,  etde  tromper  %^  coXJt  y  c'est'hrdire  sa 
hauteur  au-dessus  du  pka%  horizontul  auquel  on  rapporte  tous  les  points  4^ 
terrain? 

54.  Solution  par  Viniersection  de  trois  cônes  droits*  Désignons  par  les  lettres 
jà,  A.',  A"  les  trois  points  connus  sur  le  terrain  et  sur  la  carte;  Y,  Y'^  Y' les  trois 
verticales  passant  par  ces  points.  Nommons  a  y  a\  a"  les  angles ,  1^  de  la  ver- 
ticale Y  et  du  rayon  visuel  dirigé  vers  A;  a^  de  la  verticale  Y'  et  du  rayon  visuel 
dirigé  vers  A';  3^  de  la  verticale  Y"  et  du  rayon  visuel  dirigé  versA".  Mainte- 
nant, si  l'on  considère  le  cône  droit  dont  le  sommet  est  au  point  donné  A ,  qui 
a  pour  axe  la  verticale  Y^  et  dont  le  coté  fait  avec  l'axe  l'angle  a,  tous  les  points 
de  la  surÊtce  de  ce  cône  satisfont  à  cette  condition,  que  le  rayon  visuel  dirigé 
de  l'un  qudconque  de  ces  points  vers  le  point  A ,  fasse  avec  la  verticale  Y 
l'angle  donné  a;  d'rà  il  suit  que  cette  surface  copique  est  un  lieu  géométrique 
dn  point  demandé.  On  démontre  de  la  même  manière  que  ce  point  a  pour  lieux 


i;éométriques  deux  autres  cônes  droits,  qui  ont  poiir  axes  les  verticales  menées 
par  les  points  B  et  C ,  pour  sommets  ces  points ,  et  dont  les  côtés  font  respecti- 
vement avec  les  axes  les  angles  donnés  b  etc.  Le  point  demandé  est  donc  Tta- 
tersection  de  trois  cônes  droits ,  dont  les  axes  sont  verticaux ,  qui  ont  pour 
sommets  trois  points  donnés ,  et  dont  les  côtés  font  avec  les  axes  des  angles  connus. 
Considérant  ces  cônes  deux  à  deux,  et  les  coupant  par  un  système  de  plans 
horizontaux  qui  donnent  pour  sections  de  l'un  et  Tautre  cône ,  des  cercles,  on 
trouvera  par  cette  méthode  ou  par  celle  qui  a  été  exposée  (art.  i6a  ,  liv.  i®''), 
la  courbe  d*intersection  des  deux  cônes ,  tant  en  projection  horizontale  qu'en 
projection  verticale.  Les  points  communs  aux  trois  courbes  qui  résultent  de  la 
pénétration  des  trois  cônes ,  satisfont  aux  conditions  du  problème. 

Explicaiion  de  la  figure  pL  ag. 

55.  On  prend  pour  plan  horizontal  de  projections,  le  plan  de  la  carte  topogra- 
phique, et  pour  plan  vertical,  un  plan  parallèle  à  la  droite  qui  joint  deux  des 
trois  points  donnés.  Soient  A,  B,  C  les  projections  horizontales  de  trois  points 
connus  sur  le  terrain;  les  cotes  de  ces  points,  ou  leurs  distances  au  plan  hori- 
zontal étant  données,  leurs  projections  sur  le  plan  vertical  XY  seront  aussi 
données.  Soient  a^b^c  ces  projections;  les  cotes  des  points  donnés  sont,  diaprés 
l'échelle  de  la  carte,  égales  aux  longueurs  des  verticales  Moy  B'^,  Ce    . 

Un  observateur  placé  au  point  (A,  a)  dirige  un  rayon  visuel  vers  le  point 
donné  sur  le  terrain,  point  qu'il  s'agit  de  rapporter  sur  la  carie,  et  il  mesure 
l'angle  a  {fig*  2),  que  la  verticale  dû  point  (A,  a)  fait  avec  le  rayon  visuel.  Deux 
autres  observations  semblables  donnent  les  angles  è,  c  {fig.  a),  que  les  verti- 
cales des  points  (B,  b) ,  (C,  c)  font  respectivement  avec  les  rayons  visuels  dirigés 
vers  le  point  du  terrain  dont  on  demande  la  position  sur  la  cartel- Ces  trois 
observations  déterminent  les  trois  surfaces  coniques  droites,  qui  sont  les  lieux 
géométriques  du  point  cherché.  Ces  cônes  n'ont  point  d'arêtes  parallèles  ;  d'où  il 
suit  Tart.  167,  liv.  i*')  que  leurs  lignes  d'intersections  sont  des  courbes  ferméeé: 
^ees  lignes  se  rencontrent  en  des  points  qui  satisfont  aux  conditions  du  problème. 

On  construit  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  coniques  qui  ont  pour 
sommets  les  points  (A,  «) ,  (B,  ^),  en  les  coupant  ou  par  un  système  de  plans 
qui  passent  par  la  droite  (AB ,  ab)  qui  joint  les  deux  sommets,  ou  par  des  plans 
horizontaux  qui  rencontrent  les  deux  surfaces  suivant  des  cercles.  Cette  ligne 
d'intersection  se  compose  de  deux  branches  dont  les  projections  sont  DEFG 
et  LMNO  sur  le  plan  horizontal,  et  de/g,  Imno  sur  le  plan  vertical.  La  droite  AB 
divise  en  deux  parties  égales  les  courbes  fermées  DEFG ,  LMNO  ;  chacune  de 
ces  courbes  correspond  sur  le  plan  verticïil  à  une  autre  courbe  defg  ou  Imnoj 


G^ÔIiniTniX    BBSGIItP.TIV'E.  i53 

^i  n'est  pks^èertiwhée,  et  dont  un  fioint  quelconque/  tel  que  «,  est  la  projec* 
tion  verticale  dè^deux  points  *de;  là  ligne  d'ititet^ction  des  deux  cônes,  qui  se 
projettent  sur  le  plan  horizontal  en  N  et  N'. 

56.  Secondé  soliuioiu  (^Héme plancka^k^)  Des  trois  surfaces  coniques  qui  se 
pénètrent  y  la  ti^isième  qui  a  pour  sommet  le  point  donné  (C ,  c) ,  étant  comme 
les  deux  premières  «  une  sur£aice  de  révolution  -,  dont  Taxe  est  la  verticale  (C,  C,  cc)^ 
on  trouve  (art.  i84)  le  point  commun  aux  trois  surfaces,  par  la  considération 
d'une  qniatrième  sur&ce  de  révolution ,  qui  a  pour  génératrice  la  ligne  d'intersec- 
tion des  deux  premières  surfaces,  et  pour  axe  la  droite  (C,  Ccc).  Le  plan  verti- 
cal PCQ  mené  ^ar  «cet  axe ,  parallèlement  au  plan  vertical.de  projections  XY» 
coupe  la  quatrième  surface  de  révolution,  suivant  les  courbes  d'e'f*g\  VniHdy 
et  leurs  égales  d'é*f"g"y  VnCr^o-  placées  symétriquement  par  rapport  à  l'axe 
Ccd  :  or  la  droite  cp  ou  cq  génératrice  du  troisième  cône,  qui  fait  avec  la  droite 
G  ce  y  Vangle  Gcp  ^gal  à  l'angle  donné  c  {Jig.  îi),  coupe  la  section  méridienne  de 
la  surface  de  révolution  auxiliaire ,  aux  quatre  points  e',  ^,  dj  ri  ;  donc  si  l'on 
mène  par  ces  points  quatre  horizontales  qui  rencontrent  les  courbes  de^,  Imno 
aux  quatre  points  e^g^o^ny  ceux-ci  seront  las  projections  verticales  des  quatre 
points  qui  satisfont  aux  conditions  du  problème»  Pour  avoir  les  projections  hori* 
zontales  E ,  G ,  O,  N  cdrrespoiidantes^  on  abaissera  du  point  n ,  par  exemple ,  la 
perpendiculaire: /zSTN'  sur  la  droite  XY  interjection  des  deux  plans  de  proj^sctions* 

Cette  perpendiculaire  rencontre  la  courbe  LMNO  en  deux  points  N,  N',  dont 
les  distances  an  point  C  sont  respectivement  CITf  CN'.  Le  premier  IS'  correspond 
à  la  projection  verticale  is  de  l'un  ^ des  points  cherchés,  parce  que  sa  distance 
CN  à  Taxe  (C,  G'cc')«st  >égale  à  la  droite  mn'j  qui- mesure  la  distance  du  point  n' 
à  la  droite  Ccc*  Le  point  N'  ne  peut  pas  être  la  projection  horizontale  du  point 
cherché ,  dont  n  est  la  projection  verticale ,  parce  que  la  droite  CN'  est  plus  petite 
que  la  droite  âi/ï'. 

Le  problème*  proposé  a  au  plfis  q^atfe  solutions,  et  d'après  les  données 
de  la  figure  pi*  oif^^  les  quatre  points  qui  satisfont  au:i^  conditions  de  ce  pro* 
blême,  sont(E,«),.(G,^5,  (O,o),  (N,*.) 

PROBLÈME     II. 

Connaissant  dans  une  pyramide  triangulsëù^  «  la  base  et  les  angles  des  arêtes 
opposés  aux  cotés  de  la  base^  construire  le  sommet  de  la  pyramide?  (Planches 
in-foUo  {B)  tt  {C.) 

57.  Solution  par  Vintersectionde  trais  surfaces  annulaires.  Désignons  par  Â,  B ,  C 
les  trois  cotés  du  triangle  base  de  la  pyramide,  et  par  a,  b,c  les  ^gles  que  les 
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arêtes  font  entre  elles ,  et  qui  sont  respectivement  opposés  aux  trois  c^tés  ;  on 
décrit  sur  chaque  côté  de  la  hase ,  sur  A  par  exemple ,  un  cercle  qui  est  divisé 
par  ce  côté  en  deux  segroens ,  dont  chacun  tsi  capable  de  Fangle  a  ou  de  soa 
supplément.  Ce  cercle ,  en  tournant  autour  du  côté  A ,  engendre  une  surface  de 
révolution ,  dont  chaque  point  jouit  de  la  propriété,  que  les  droites  menées  de 
ce  point  aux  extrémités  du  côté  du  triangle  base  dé  la  pyramide ,  comprennent 
entre  elles  un  angle  égal  à  l'angle*  donné  ou  à  son  supplément;  d'où  il  suit  que 
la  surface  de  révolution  est  un  lieu  géométrique  du  sommet  de  la  pyramide.  Mais 
les  cercles  décrits  sur  les  côtés  B  et  C  comme  cordes ,  et  divisés  comme  le  pre-» 
mier  cercle  en  deux  segmens  capables  des  angles  ^  et  c^  et  de  leurs  supplémens» 
engendrent  en  tournant  autour  de  ces  côtés  deux  autres  surfaces  de  révolution , 
qui  sont  encore  les  lieux  géométriques  du  point  demandé  ;  d'où  il  suit  que  lors* 
que  les  trois  surfacQs  de  révolution  se  rencontrent,  chacun  des  points  communs 
aux  lignes  d'intersections ,  peut  être  pris  pour  le  sonxmet  de  la  pyramide. 

Eapb'caeion  des  Jaurès  y  Planches  (3)  ei  (C). 

58.  Soit  (/?/.  B),  XYZ  (^.i)  te  triangle  base  de  la  pyra«ide,  et  a^  b,  c  (Jiff.  3) 
les  angles  des  arêtes  respectivement  opposés  aux  eôl?és  XZ ,  ZY,  YX  ;  on  décrit 
sur  le  côté  XZ  un  cercle  dont  le  segm^H:  XPZ  est  capable  de  Fangle  donné  a; 
l'autre  segment  X/z  est  capable  d^u  supplément  de  cet  angle.  Le  cercle ,  en 
tournant  autour  de  sa  corde  XZ,  engendre  la  sur&ce  dite  anmdaire^  qui  est  un 
lieu  géométrique  du  sommet  de  la  pyramide.  Prenant  pour  plan  horiaontal  de 
projections  le  plan  du  triangle  XYZ ,  la  limite  de  la  projection  honaontale  de  la 
surface  annulaire  est  formée  de  deux  demi^cercles  égaux  AFD,  BëG  ,  et  de  deux 
parallèles  AB,  DC,  tangentes  à  ces  demi-cercles,,  et  perpendiculaires  au  côté  XZ. 
Toutes  les  lignes  de  la  surface  projetées  sur  le  plan  horizontal,  sont  renfermées . 
dans  la^or.  ABECDF. 

Les  cercles  décrits  sur  les  côtés  ZY  et  YX,  capables  des  angles  donnés  ^,  c 
(,/%•  3),  engendrent  deux  autres  surfaces  de  lévolution^  qui  soat,  comme  là 
première,  les  lieux  géométriques  du.  sommet  de  la  pyramide.  Les  limites  de 
leurs  projections  horizontales  sont  également  formées  de  deux  demi-cercles 
égaux ,  et  de  deux  parallèles  tangentes  à  ces  cercles ,  qui  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  a»s  ^  réwhition  ZY,  YX.  ■-  •> 

La  méthodi^  que  nqus  avoua  exposée  (art.i  70^,  liv.!**^)  poyç  trouver  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces  de  révolution,  dont  les  axes  se  rencoatreat,  Sf'applique fiu 
cas  particulier  que  nous  examinons,  puisque  les  axes  des  trois  surfaces  de  révo- 
lution que  l'on  considère,  sont  les  trois  côtés  d'un  triangle  XYZ  (^.  i.).On 
trouvera  par  cette  méthode  que  les  surferas  dont  les  axes  XZ,  XY  se  rencontï»ent 


*^ 
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au  point  X,  9e  pénètrent  suivant  une  ligne  dont  la  projection  horizontale  est 
une  courbe  qu'on  distingue  (^«  l)  par  un  trait  à  points  ronds,  et  qui  passe 
par  les  points  X,  i,  a,  E',  J^,  g,  3,  4,  X,  «",  «i,  3,  5,  a\  6,  /3,  F,  c,  X.  Les 
cinq  points  Xy  E',  g^  F,  e  sont  déterminés  par  les  intersections  des  cercles  généra- 
teurs des  deux  surfaces  de  rérolution  ;  ot,  «'  sont  les  deux  points  de  contact  de 
la  courbe  et  des  parallèles  AB,  CID  perpendiculaires  k  l'axe  XZ.  Il  y  a  encore  un 
point  d' de  la  courbe,  voisin  de  fl»^  sur  la  droite  KK.  tangente  aux  deux  demi- 
cercles  décrits  sur  les  droites  KL,  MN^  parallèles  à  Taxe  XY  comme  dia- 
mètres.  Les  points  i,  !à,  3,  4?  ^^  ^  ^^^^  ^^  projections  horizontales  des  points 
d'intersection  des  trois  surfaces  de  révolution. 

59.  Chaque  surface  de  révolution  peut  être  reganlée  comme  composée  de 
deux  nappes,  qui  sont  l'une  et  l'autre  de  révolution,  et  qui  ont  pour  généra-, 
trices  les  deux  segmens  d'un  cercle ,  séparés  par  une  corde  de  ce  cercle. 

Pour  distinguer  la  nappe  engendrée  par  le  plus  petit  segment ,  de  la  nappe 
engendrée  par  le  plus  grand ,  nous  appelerons  la  première,  nappe  intérieure  y  et 
l'autre  nappe  extérieure.  L'intersection  de  'deux  surfaces  résulte  de  l'intersection 
des  différentes  nappes  qui  se  combinent  entre  elles.  Les  nappes  extérieures , 
d'une  part,  et  les  nappes  intérieures ,  de  l'autre ,  se  coupent  suivant  une  branche 
de  courbe  fermée ,  dont  les  projections  peuvent  être  engendrées  d'un  mouve* 
ment  continu  par  un  point  mobile.  Il  en  est  de  même  de  la  branche  de  courbe 
qui  résulte  de  la  combinaison  de  la  nappe  extérieure  ou  intérieure  de  l'une  des 
surfaces,  avec  la  nappe  intérieure  ou  extérieure  de  l'autre  surface.  Ces  deux 
combinaisons  donnent  une  seule  courbe  qu'un  point  mobile  peut  suivre  sans 
discontinuité;  d'où  il  suit  que  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  est  com* 
posée  de  deux  branches  fermées,  dont  les  projections  sur  un  plan  UV  {fig.  a) 
perpendiculaire  à  l'un  des  axes,  à  XY  par  exemple,  sont  séparées  :  les  projec- 
tions de  ces  deux  branches  sur  le  plan  de  la  base  XYZ  (/%-.  i)  de  la  pyramide ,  se 
réunissent  en  une  seule  courbe. 

60.  Lesdeux nappes  intérieures(/%.  i,/7/«B),quiont pour axesles côtés XZ,XY, 
se  coupent  suivant  une  ligne  dont  la  projection  horizontale  est  la  portion  de  courbe 
X43^£';orla  partie  E'J^g^  de  cette  courbe,quise  termineaux  points  E'^,  est  en  dehors 
des  limitesde  la  projection  horizontale  des  nappes  intérieiures;  donc  cette  portion 
de  courbe  ne  correspond  point  à  une  partie  réelle  de  la  ligne  d'intersection  des 
deux  surfaces.  11  en  est  de  même  de  la  portion  de  courbe  F/Sé?  qu'on  trouve  en  dehors 
de  la  limite  de  la  projection  horizontale  d'une  nappe  extérieure  de  la  surface  d^ 
révolution  qui  a  pour  axe  le  côté  XY;  et  en  effet,  projetant  la  ligne  d'intersection 
des  deaxsurÊices  de  révolution,  qui  ont  pour  axes  les  droites  XY,  XZ,sur  le  plan 
ITY  perpendiculaire  à  l'un  de  ces  axes  XY,  on  obtient  {Jtg.  %)  la  courbe  aux  six 
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points  1,2,3/19^969  do>^^  1^  ^^^  ponctué  rond  est  le  même  que  dans  la  projection 
horizontale.  Cette  courbe  est  composée  de  deux  branches  séparées ,  dont  cha- 
cune a  un  nœud.  La  première  branche  est  iai^^(^'^^iri  ;  la  seconde  branche 
est  x^3yu^i^^x56afit^^x^^  et  il  n'y  a  aucune  partie  de  ces  deux  branches,  qui  cor^ 
responde  aux  portions  E'J^g^,  F  fie  (^/y.  i)  de  la  projection  horizontale. 

On  reconnaîtra  de  la  même  manière  que  les  deux  surfaces  de  révolution  qui 
ont  pour  axes  les  côtés  XY,  YZ,  se  coupent  suivant  une  ligne  qui  comprend  deux 
parties,  dont  les  projections  horizontales  sont  HA/;,  oii^  {Jig.  i),  et  quin^ont 
pas  de  projections  verticales. 

Tout  ce  qui  est  relatif  à  l'intersection  de  ces  deuxsur&ces  est  indiqué  par  un 
trait  long ,  suivi  d'un  seul  point  rond ■ >  et  tout  ce  qui  est  relatif  à  l'inter- 
section des  deux  surfaces  de  révolution  qui  ont  ppiir  axes  les  droites  YZ,  ZX,  est 

indiqué  par  un  trait  long,  suivi  de  trois  points  ronds Cette  dernière 

intersection  comprend  aussi  deux  parties ,  dont  les  projections  horizontales  sont 
E^^P4ï^  (/%•  ^'iP^*  B)>  ^*  q^î  n'ont  point  de  projections  verticales  (/?^.  a.) 

61.  Les  trois  lignes  qui  résultent  de  l'intersection  des  trois  surfaces  de  révo- 
lution, considérées  deux  à  deux,  se  rencontrent  aux  points  marqués  des  chiffres 
I,  a,  3, 4>  5,6,  sur  les  projections  horizontale  et  verticale;  chacun  de  ces  points 
en  projection  horizontale  correspond  à  deux  points  en  projection  verticale, 
qui  sont  à  égales  distances  du  plan  UV  {Jig.  a),  de  la  base  de  la  pyramide.  Les 
six  points  situés  au-dessus  du  plan  UV  déterminent  six  pyramides  qui  satisfont 
aux  conditions  du  problème,  et  les  six  points  situés  au-dessous  déterminent  les 
six  autres  pytamides  symétriques  par  rapport  aux  premières. 

611.  Lorsque  des  points  sont  déterminés  par  les  intersections  de  trois  surfaces^ 
la  considération  de  ces  trois  surfaces  n'est  pas  nécessaire.  En  examinant  la  ques- 
tion sous  un  autre  point  de  vue ,  les  mêmes  points  peuvent  appartenir  à  trois 
autres  sur£aices  différentes  des  premières  :  le  problème  dont  nous  venons  de 
donner  la  solution  graphique  en  ofiBre  un  exemple.  On  connaît  dans  une  pyra- 
mide triangulaire  la  base,  et  les  angles  des  faces  de  cette  pyramide  qui  sont  op-- 
posés  aux  côtés  de  la  base;  il  est  facile  (art.  la)  d'en  déduire  les  angles  dièdres. 
Soient  A,  B,  C,  les  trois  côtés  de  la  base  :  on  connaît  l'angle  dièdre  qui  com- 
prend deux  de  ces  trois  côtés,  par  exemple  A  et  B;  donc  si  l'on  a  deux  plans, 
faisant  Tun  par  rapport  à  l'autre  un  angle  invariable  (i),  égal  à  Fangle  dièdre 

(i)  J'ai  Jéinontré  que  lorsque  cet  angle  est  droit,  le  cône,  lieu  géométrique  des  intersections 
snccessiyes  des  deux  plans  mobiles,  es|  un  cône  oblique  à  base  circulaire ,  qui  est  coupé  par  des 
plans  perpendiculaires  aux  côtés  de  l'angle ,  suivant  des  cercles.  (Voyez  la  Correspondance  sur 

2'École poljriechntquCytome  i^^j -pskge  i'jgfïk^  6*) 
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connu,  et  si  Ton  fait  mouvoir  ces  deux  plans,  en  les  assujettissant  à  passer  consr 
tamment  par  les  côtés  A  et  B,  la  droite  intersection  des  deux  plans  mobiles  en- 
gendrera  un  cône  qui  aura  pour  sommet  le  point  d'intersection  des  deux  cô- 
tés A  et  B;  or  il  est  évident  que  la  surface  de  ce  cône  contient  le  sommet  de  la 
pyramide;  donc  ce  sommet  est  le  point  commun  à  trois  faces  coniques,  qui  ont 
pour  sommets  les  points  de  rencontre  de»  trois  côtés  A,  B,  C  de  la  base  de  la 
pyramide. 

63.  Ayant  construit  sur  les  trois  -côtés  du  triangle  qui  sert  de  base  à  la  pyra*- 
mide,  les  cercles  générateurs  des  trob  surfaces  de  révolution ,  qui,  par  leur  inter- 
section, déterminent  (art.  Sy)  le  sommet  de  la  pyramide,  qu'on  se  représente  la 
ligne  d'intersection  de  deux  quelconques  de  ces  trois  surfaces,  de  celles,  par 
exemple,  qui  ont  pour  axes  de  révolution  les  deux  côtés  A  et  B  de  la  base,  C 
étant  le  troisième  côté.  Cette  ligne,  en  tournant  autour  du  troisième  côté  C,  en- 
gendré une  quatrième  surface  de  révolution,  sur  laquelle  se  trouvent  les  points 
communs  aux  trois  premières  surfaces.  Mais  deux  surfaces  de  révolution  qui  ont 
même  axe,  et  qui  se  pénètrent,  ne  peuvent  se  couper  que  suivant  un  cercle; 
donc  la  troisième  et  la  quatrième  surface  de  révolution  se  coupent  suivant  un 
cercle  qui  contient  le  sommet  de  la  pyramide.  Pour  trouver  un  point  de  ce  cercle, 

• 

il  suffit  de  couper  ces  deux  surfaces  par  un  plan  méridien  quelconque,  et  ce  plan 
peut  être  celui  de  la  base  de  la  pyramide,  ou  des  trois  côtés  A,  B,  C  de  cette 
base;  les  points  communs  aux  courbes  génératrices  contenues  dans  ce  plan,  dé- 
terminent les  cercles  communs  aux  deux  surfaces.  La  courbe  génératrice  de  la 
troisième  surface  est  le  cercle,  qui  passe  par  les  extrémités  du  côté  C,  et  dont 
un  segment  est  capable  de  l'angle  donné  opposé  à  ce  côté  C.  Quant  à  la  courbe 
génératrice  de  la  quatrième  surface,  qui  est  située  dans  un  plan  méridien  pas- 
sant par  Taxe  C,  on  la  construit  en  remarquant  que  chaque  point  de  la  courbe 
d'intersection  des  deux  premières  surfaces,  est  le  sommet  d'une  pyramide  qui 
a  pour  base  le  triangle  formé  par  les  trois  côtés  A,  B,  C,  et  pour  arêtes ,  des  cordes 
qui  déterminent  sur  les  cercles  générateurs  des  deux  surfaces  de  révolution, 
des  arcs  capables  des  angles  a,  b  opposés  au:^  côtés  A  et  B. 

On  a  vu  comment  on  détermine  les  points  de  l'art.  6i ,  par  Tintersection  de 
deux  courbes  à  double  courbure.  La  solution  que  nous  venons  d'indiquer,  est 
préférable,  puisque  les  courbes  à  double  courbure  sont  remplacées  par  deux 
lignes  planes,  dont  l'une  est  formée  de  deux  cercles  égaux ,  qui  ont  pour  corde 
commune,  un  côté  donné  de  la  base  de  la  pyramide.  Regardant  le  rayon  de  ces 
cercles  comme  une  quantité  indéterminée,  on  l'augmente  ou  on  la  diminue,  jus- 
qu'à ce  que  ces  cercles  coupent  la  section  méridienne  de  la  quatrième  surface  de 
révolution  en  seize  points.  Le  nombre  de  solutions  ne  dépend  plus  que  de  la  gran- 


l53  GÉOMÉTftlR     DKSCKIPTIVB. 

deur  de  ce  rayon,  ou  du  troisième  angle  des  arêtes,  qoi  correspond  au  rajon; 
alors  le  problème  proposé  est  ramené  à  celui-ci  :  Tixnwer  la  section  méridienne 
tïune  sxufacede  révobition  dont  on  cormaitVa^et  une  ligne  génératrice^  Cette  ques- 
tion  est  résolue  sur  la  planche  C  inrfoUoy  dout  on  va  donner  Texplication. 

Explication  de  la  Planche  C  in-folio. 

64.  Ayant  pris  pour  plan  de  projections  celui  du  triangle  XZY  base  donnée 
de  la  pyramide ,  on  décrit  sur  les  côtés  XZ,  ZY,  des  cercles  dont  les  segmens 
sont  capables  des  angles  des  arêtes  de  la  pyramide,  opposés  à  ces  côtés.  Les 
cercles,  en  tournant  autour  des  côtés  comme  axes  de  révolution,  engendrent 
deux  surfaces  dont  on  construit  la  ligne  d'intersection  par  la  méthode  exposée 
(art.i7a,  liv.!*');  cette  ligne  est  la  génératrice  de  la  quatrième  surface  de  révolu- 
tion, dont  Taxe  est  le  troisième  côté  XY  de  la  baseXYZ;  elle  est  formée  (art.  Sg) 
de  deux  branches ,  l'une  qui  résuFte  de  l'intersection  des  nappes  de  surfaces  en* 
gendrées  par  les  grands  segmens  XFZ,  ZOY,  et  des  nappes  engendrées  par  les 
petits  segmens  X/z ,  'Loy;  l'autre  qui  résulte  de  Tintersection  des  nappes  engen- 
drées par  un  grand  segment  XFZ  et  un  petit  segment  Zo/,  ou  par  un  grand 
segment  ZOY  et  un  petit  segment  X/z, 

Les  deux  branches ,  en  tournant  autour  de  l'axe  XY,  engendrent  deux  nappes 
de  la  quatrième  surface  de  révolution,  dont  lès  sections  par  le  plan  du  triangle 
XYZ  sont  les  courbes  ACBZ,  ou  12345678;  et  A'CFZ,  ou  l'a  3'4'5'6y8';  ces 
courbes  sont  divisées  en  parties  égales  par  TaxeXY,  qui  les  coupe  à  angle  droit. 

,  La  section  méridienne  de  la  troisième  surface  de  révolution  comprend  deux 
cercles  XYGg-,  XYG'^',  dont  les  segmens  sont  capables  de  l'angle  des  arêtes  de 
la  pyramide,  opposé  au  côté  XY  de  la  base  XYZ,  Or  les  sections  méridiennes 
des  troisième  et  quatrième  surfaces  de  révolutio  n,  se  coupent  en  seize  points 

marqués  des  chiffres  i — 8,  sur  la  courbe  ABCZ,  et  des  chiffres  i' 8'  sur  la 

courbe  A'B'C'Z;  donc  les  trois  surfaces  de  révolution  qui  ont  pour  axes  les  trois 
côtés  XZ,  ZY,  XY  se  rencontrent  en  seize  points,  situés  sur  des  cercles  de  la  troisième 
surface,  qui  ont  pour  diamètres  les  droites  1.8,  a.7,  3*6,  4-5, 1/8',  a'. 7',  3/6',  4'-5', 
perpendiculaires  à  l'axe  XY  de  cette  surface,  et  divisées  chacune  en  parties 
égales  par  cet  axe.  Chacun  des  cercles,  tel  que  celui  dont  le  diamètre  est  1.8, 
contient  deux  sommets  de  pyramides,  qui  se  projettent  en  un  seul  point  a  de 
la  droite  i*8,  en  sorte  que  les  seize  sommets  se  projettent  sur  le  plan  du 
triangle  XYZ,  en  8  pouits  tt,  ^,  7,  «T,  «',  /3',  y,  ^ ^  situés  sur  les  huit  diamètres 

i.o,  3*79 *  4*  ^* 

65.  Nous  ferons  d'abord  remarquer  qu'on  peut  trouyer  ta  section 
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ABCZ,  AVCZ^de  la  quatrième  surface  de  révolution,  sans  qu^on  soit  obligé  de 
coQStruBre  les  projections  de  la  hgne  d'interseotiou  des  denx  premières  surfaces, 
qui  ont  pour  axes  de  révolution  les  côtés  XZ,  ZY  du  triangle  XYZ.  En  effet,  un 
point  quelconque  de  cette  ligne ,  que  je  nomme  A ,  après  avoir  tourné  autour  des 
axes  XZ,  ZY,  vient  s'appliquer  sur  les  cercles  YOZ,  XFZ  (pL  C  ,^g.  i)  en  deux 
points  d^  ^,  également  distans  de  l'extrémité  Z  des  côtés  XZ ,  ZY,  en  sorte  que 
àZ  =  d*Z\  or  les  distances  du  point  A  aux  extrémités  X,Y  du  côté  XY,  sont  me- 
surées par  les  cordes  cT^^  d'Y;  donc  ce  point  A,  après  avoir  tourné  autour  de 
Vaxe  XY,  s'appliquera  au  point  i  ou  au  point  8  de  la  corde  i,  8,  commune  aux 
deux  cercles  décrits  des  points  X  et  Y  comme  centres ,  avec  les  rayons  Xd  et  Yûs"; 
les  deux  points  i  et  8  sont  à  égale  distance  de  Taxe  de  révolution  XY.  On  trouve 
de  la  même  manière  d'autres  points  de  la  courbe  ABCZ,  ou  A'KCZ,  section  mé- 
ridienne de  la  quatrième  surface  de  révolution.  Celte  section  et  les  cercles  géné- 
rateurs de  la  troisième  sor&ce  de  révolution  étant  placés  symétriquement  par 
rapport  à  l'axe  commun  XY,  on  voit  pourquoi  les  huit  points  d'intersection  des  ' 
defnr  sections  méridiennes,  marqués  i,2,3,4,  i\'x^Z\l\  d'un  côté  de  l'axe  XY  dé- 
terminent les  huit  autres  points  placés  de  l'autre  côté;  ces  points  sont  placés 
deux  à  deux  sur  des  perpendiculaires  à  l'axe  XY,  à  égales  distances  de  cet  axe , 
et  accouplés  dans  l'ordre  suivant  : 

i.«,  a.7i  3.6,  4-5,  l'.y,  a'.7',  3'.6',  4'.5'; 

Aux  points  tels  que  i,  8,  de  l'un  de  ces  couples ,  correspondent  deux  sommets 
de  pyramides,  dont  nous  allons  construire  les  projections  horizontales  et  ver- 
ticales. 

Projections  fiorizentales  et  verticales  des  seize  sommets  de  la  pyramide.  (  PI:  C). 

66.  Les  points  i  et  8  étant  déterminés  par  l'intersection  de  la  courbe  ABCZ  et 
des  deux  segmens  égaux  X^Y,  Xg^Y,  le  cercle  décrit  du  point  X  comme  centre 
avec  le  rayon  Xi,  coupe  le  segment  du  cercle  XFZ  au  point  d  d'où  Fon  abaisse 
la  perpendiculaire  wol  sur  XZ.  Cette  perpendiculaire  rencontre  la  dtoite  1 8  per- 
pendiculaire à  XY,  an  point  a  projection  horizontale  de  l'un  des  points  de  l'inter- 
section des  trois  surfaces  de  révolution.  Si  du  point  Y  comme  centre,  avec  le 
rayonYï  ou  Y*,  on  eût  décritle  cercle  qui  coupe  le  segmentYOZau  pointer,  la  per- 
pendiculaire a!' A  à  YZ,  rencontrerait  encore  la  droite  i. 8 au  point  a^  mterseotion 
des  trois  perpendiculaires  i0,  a'a,  da  aux  trois  côtés  XY,  Y2,  XZ  du  triangle 
XYZlbase  de  ïa  pyramide. 

67.  Ayant  la  projection  a  de  l'un  des  seize  sommets  de  la  pyramide,  sur  le 
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pian  de  la  base  XYZ,  pris  pour  plan  de  projections  horizontal,  on  en  déduira 
facilement  la  projection  sur  un  plan  vertical  9\f  (Jig.  a  ),  dont  la  trace  horizon* 
taie  uv'  est  perpendiculaire  au  côté  XY  de  la  base.  En  effet,  le  côté  XY  a  pour 
projection  sur  ce  plan  le  points.  Décrivant  de  ce  point  comme  centre,  un  cercle 
du  rayon  xk  {Jlg.  a)  moitié  de  i  «  8  {Jig.  i),  la  parallèle  att  au  coté  XY 
coupe  ce  cercle  aux  deux  points  se,  (a)  {Jig.  a)^  projections  verticales  de  deux 
sommets  qui  ont  même  projection  horizontale  a  {^fig- 1.)  Ainsi  le  point  («e./%.  i^ 
a  fig.  a)  est  le  sommet  d'une  pyi*amide  qui  a  pour  base  le  triangle  XYZ ,  et  pour 
le^  angles  des  arêtes  opposés  aux  trois  côtés  de  ce  triangle,  ceux  qu'on  a 
désignés  (art.  67)  par  les  lettres  û,  bj  c.  Le  point  («,«),  {/îg.  i  et  a),  est  le 
sommet  d'une  seconde  pyramide  symétrique  de  la  première. 
.  Les  seize  sommets  ont  pour  projections  verticales  {Jîg.  a)  les  seize  points 
marqués  des  lettres  « ,  jS,  7,  J^,  «',  /3',  y\  ^\  («),  (/3) ,  (7),  (cT),  (*'),  (/g'),  {i\{^). 
Les  huit  premiers  sont  au-dessus  de  l'horizontale  i^v';  les  huit  autres  au-dessous 
de  cette  horizontale,  sont  marqués  des  mimes  lettres  en  parenthèses.  Les  deux 
points  à  égales  distances  de  l'horizontale  uv^  sont  situés  sur  une  droite  perpendi^ 
culaire  à  l'intersection  vi/  des  plans  horizontal  et  vertical  de  projections. 

68.  Les  sommets  des  deux  pyramides  symétriques  étant  situés  sur  une  droite 
perpendiculaire  au  plan  de  la  base  triangulaire  XYZ  (^fig.  i),  le  point  où  cette 
droite  coupe  le  plan  de  la  base ,  est  la  projection  horizontale  des  deux  sommets; 
ce  qui  réduit  les  projections  horizontales  des  seize  sommets  aux  huit  points 

PROBLÈME    la. 

Trower  le  centre  et  le  rayon  d'une  sphère  tangente  h  quatre  sphères  données  de 

grandeur  et  déposition. 

69.  Fiete^  traducteur  des  ouvrages  d'Apollonius  de  Perge ,  avait  ajouté  à  la 
géométrie  des  anciens,  un  traité  sur  le  contact  des  ligpes  droites  et  des  cercles. 
Fermât  {né  en  iSqo,  mort  en  1664)  ^  continué  ce  travail,  et  c'est  à  lui  qu'on 
doit  la  première  solution  de  cette  question  de  géométrie  à  trois  dimensions  : 
Trouver  le  centre  et  le  rayon  dune  sphère  tangente  a  quatre  sphères  données.  Les 
ouvrages  de  ce  géomètre  ont  été  imprimés  à  Toulouse  en  a  voL  in-folio ,  qui 
ont  paru  en  1670  et  17791  sous  le  titre  ^  Opéra  mathematica.  J'ai  traduit  so|i 
mémoire  sur  le  contact  des  sphères;  on  trouve  cette  traduction  à  la  suite  des. 
leçons  qui  ont  été  données  aux  Écoles  Normales  de  1796  par  Lagrange  et 
M.  Laplace,  et  dont  le  conseil  d'instruction  de  l'École  Polytechnique  a  foriné 
les  câdiiers  7  et  8  de  son  journal  (  inr^^p  juin  1 8 1  a). 
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£n  1 794  j'avais  proposé  les  questions  traitées  par  Fermât,  aux  élèves  de  TÉ* 
cole  Préparatoire  des  chefs  d'études  de  TÉcole  Polytechnique.  L'un  deux,  Du* 
puis,  né  avec  les  plus  heureuses  dispositions  pour  la  géométrie,  et  qu'une  mort 
prématurée  enleva  aux  sciences,  et  au  corps  des  ponts-et*cbaussés,  résolut  le 
problème  de  la  sphère  tapgente  à  quatre  autres  sphères,  par  une  méthode  tout- 
à-fait  différente  de  celle  de  Fermât.  J'ai  recueilli  dans  le  premier  volume  de  la 
Correspondance  sur  l'École  Polytechnique,  que  j'ai  publiée  en  1804,  les  propo- 
sitions qu'il  m'avait  communiquées  de  vive  voix  et  sans  démonstrations. 

Ce  travail  a  été  suivi  de  plusieurs  mémoires  fort  intéressans  sur  le  même  sujet. 
:Je  citerai  d'abord  cekû  de  M.  Dupin  (octobre  181  a),  que  j'ai  inséré  dans  la 
Ck)rrespondance  (tome  a,pag.  4ao).  Le  seizième  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Po- 
lytechnique contient  des  recherches  fort  curieuses  sur  le  contact  des  sphères , 
par  AL  Gaultier,  professeur  de  géométrie  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers. 
(  Voyez  ce  cahier,  pages  1 24^^  ^  40  J**"^  1 8 1  a. 

La  première  solution  analytique  complète  du  problème  de  la  sphère  tangente 
à  quatre  sphères  a  été  donnée  par  M.  Poisson,  qui  l'a  publiée  dans  le  Bulletin  de 
la  Société  philomathique,  cahier  de  septembre  1 8 1  a ,  page  1 4 1  • 

M.  Français ,  officier  du  génie  et  professeur  à  l'École  d'Artillerie  et  du  génie 
de  Metz,  avait  aussi  traité  la  même  question  par  l'analyse.  J'ai  publié  son  travail 
dans  le  tome  a  de  la- Correspondance ,  pages  63  et  409  (janvier  1810,  et  oc* 
tobre  181a). 

£n  appliquant  l'analyse  à  la  solution  synthétique  que  nous  allons  exposer,  on 
trouve ,  comme  par  les  deux  solutions  précédentes  de  MM.  Poisson  et  Français, 
que  la  diétenûination  des  centres  et  des  rayons  des  seize  sphères  qui  peuvent 
toucher  quatre  sphères  données,  ne  dépend  que  de  la  résolution  d'équations 
du  second  degré.  J'aî  publié  cette  trobième  solution  dans  la  Correspondance, 
tome  a,  pag.  4^^  (janvier  181 3),  et  dans  le  dix-septième  cahier  du  Journal 
inrù^  de  l'École  Polytechnique  (janvier  181 5),  pag.  lag. 

Monge  a  donné,  dans  sa  géométrie  (première  édition,  année  1795,  art  36-44} 

la  solution  de  trois  questions  relatives  au  contact  de  la  sphère  et  du  plan.  La 

.première  consiste  à  mener  par  une  droite  donnée ,  un  plan  tangent  à  la  surface 

d'une  sphère;  nous  l'avons  résolue  de  deux  manières  (art.  a7-3i,y?|^.  i  et  1, 

pL  a5). 

Voici  renoncé  des  deux  autres  questions  : 

i^  Mener  par  un  pohit  donné,  un  plan  tangent  à  deux  sphères,  dont  les 
centres  et  les  rayons  sont  connus; 

2°  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  données^ de  grandem*  et  de  position. 

ai 


lïous  résoudrons  ces  deux  questions,  et  nous  y  ajouterons-celle-ci  : 
Étant  données  trois  sphères ,  déterminer  la  position  du  centre  d'une  qua- 
trième sphère  dont  le  rajon  est  connu  ^  d'après  la  condition  qu'elle  soit  tan- 
gente aux  trois  premières  sphères? 

Du  contact  de  la  sphère  et  du  plan. 

Première  question.  Mener  par  un  point  donné,  un  plan  tangent  à  deux  sphères? 

70.  Solution.  On  conçoit  les  deux  cônes  circonscrits  aux  deux  sphères  don- 
nées; ite  ont  leurs  sommets  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  cessphères;  l'un 
des  sommets  est  au  delà  des  centres,  et  l'autre  entre  les  deux  centres. 

Par  le  point  donné ,  on  mène  des  plans  tangens  à  chacun  des  cônes  circonsr 
crits,  et  il  est  évident  que  ces  plans  sont  aussi  tangens  aux  deux  sphères  doo* 
nées.  Ainsi  le  problème  proposé  a  quatre  solutions. 

Explication  de  lajîg.  i,pl.  3o» 

71.  Soient  A  et  B  les  centres  des  deux  sphères  données,  Aa,  Bi  leurs  rayons» 
£n  supposant  que  ces  rayons  soient  parallèles,  la  droite  ab  qui  joint  leurs  extré- 
mités ,  rencontre  la  droite  AB  des  centres  au  point  S,  sommet  de  l'un  des  cônes 
circonstrits  aux  deux  sphères;  la  droite  ab'y  menée  par  les  extrémités  a,  6'  des 
rayons  parallèles  Aa ,  Bb\  coupe  la  droite  AB  au  point  s,  sommet  du  second 
cône  circonscrit.  Il  est  évident  que  tout  plan  tangent  aux  deux  sphères,  sera 
aussi  tangent  à  l'un  des  deux  cônes  circonscrits  à  ces  sphères^  et  passera  néces- 
sairement par  l'un  des  sommets  S,  s  de  ces  cônes. 

Quelle  que  soit  la  position  du  point  donné,  on  conçoit  par  ce  point  et  par  les 
centres  des  deux  sphères,  un  plan  que  l'on  peut  prendre  pour  le  plan  de  la 
^.  I.  Soit  D  le  point  donné  sur  ce  plan,  les  droites  DS,  D^  qui  joignent  ce  point 
et  les  sommets  des  cônes  circonscrits,  seront  connues;  or  le  plan  tangent  aux  deux 
sphères  données,  doit  passer  par  l'une  de  ces  droites;  donc  le  problème  pro- 
posé est  résolu,  puisqu'il  est  ramené  au  précédent  (art.  27),  qui  consiste  à  me- 
ner par  chacune  des  droites  DS,  Dj,  un  plan  tangent  à  l'une  des  deux  sphères 
données  de  grandeur  et  de  position. 

Deuxième  Question*  —  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  données  ? 

7a.  Soient  A,  B,  C  (Jig.  %^ph  3o)  les  centres  des  trois  sphères  données;  Set  x 
les  sommets  des  deux  -cônes  circonscrits  aux  deux  premières  sphères  ;  S',  é  les 
sommets  des  deux  cônes  circonscrits  aux  sphères  des  centres  B  et  C ,  et  enfin 
•S',  y  les  sommets  des  deux  cônes  circonscrits  aux  sphères  des  centres  Aet  C^ 
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on  remarquera  d'abord  que  les  six  sommets  sont  placés  sur  quatre  droites  dans 

Tordre  suivant  : 

SS'S",  SsY,  sSs\  ss'S'. 

En  effet  y  dans  les  combinaisons  des  six  sommets  trois  à  trois,  il  faut  exclure , 
i^  celles  dans  lesquelles  entrent  S  et  j,  ou  S'  et  s,  ou  enfin  S''  et  /',  parce  que 
le  même  plan  ne  peut  pas  toucher  les  deux  cônes  circonscrits  à  deux  sphères; 
a®  celles  où  il  entre  un  des  trois  sommets  intérieurs  s,  s\  s",  avec  deux  des  trois 
sommets  extérieurs  S,  S',  S",  parce  que  le  plan  qui  touche  deux  quelconques  des 
'  trois  cônes  à  sommets  extérieurs^  touche  nécessairement  le  troisiètne  d'un 
sommet  de  même  nom  ;  3^  enfin  la  combinaison  s\  s',  s'y  parce  que  le  plan  qui 
touche  deux  cônes  à  sommets  intérieurs,  touche  nécessairement  un  cône  à 
sommet  extérieur  ;  donc  les  combinaisons  des  sommets  trois  à  trois  se  réduisent 
aux  quatre  droites  précédentes. 

Maintenant,  remarquons  que  le  plan  tangent  à  trois  sphères  étant  aussi  tan- 
gent à  trois  des  six  cônes  circonscrits  à  ces  sphères,  il  contient  les  sommets  de 
ces  trois  cônes  ;  mais  ces  sommets  sont  encore  sur  le  plan  des  trois  centres  des 
sphères  ;  donc  ils  sont  sur  la  droite  intersection  de  ces  deux  plans  (i). 

Connaissant  les  quatre  droites  des  sommets  des  cônes  circonscrits,  il  est  évi- 
dent que  le  problème  proposé  consiste  à  mener  par  chacune  de  ces  droites , 
des  plans  tangens  à  l'une  des  trois  sphères  données;  ce  qui  le  ramène  au  pré- 
cèdent (art  27);  et  comme  par  chaque  droite  on  peut  mener  deux  plans  tan- 
gens à  une  sphère,  il  s'ensuit  que  trois  sphères  peuvent  être  touchées  par  huit 

lS» 

Du  contact  des  sphères 


.  Lorsque  deux  sphères  se  touchent ,  la  distance  de  leurs  centres  est  égale 

^/^itt.       somme  ou  à  la  difFérence  de  leurs  rayons;  donc  si  Ton  nomme  A,  B,  C  les 

^ftzM^  ^^  jcs  touchées ,  et  a,  à,  c  leurs  rayons  ;  T  la  sphère  touchante  et  e  son  rayon  ; 

fe  ^Tï  ^^ntre  de  la  sphère  T  est  sur  Tune  des  deux  sphères  a\a"  concentriques  à  A , 

tl  ^^31  ^^s  rayons  t+  a,  t — a.  Par  la  même  raison,  il  est  sur  une  des  deux  sphères 

h    ^^^'^  concentriques  à  B,  des  rayons  t  +  bj  t —  à,  et  enfin  sur  une  des  deux 

spfcx^b'  :»es  (f,  c"  concentriques  à  C,  qui  ont  pour  rayons  /+  c  et  t — c;  d'où  il  suit 


v^  J      M  suit  de  cette  proposition ,  qae  lorsqu'on  a^nr  nn  plan  trois  cerdcs  (Jlff,  a,  pL  3o),  et 

<ï^^^^     «  mené  à  deux  quelconques  de  ces  cercles ,  les  deux  couples  de  tangentes  qui  se  coupent  en 

&ea:x.  -joints  de  la  droite  menée  par  leurs  centres,  les  tangentes  et  les  droites  des  centres  se  ren-^ 

eoa^T-^^t  en  six  points ,  qui  sont  répartis  sur  quatre  droites,  de  manière  que  trois  de  ces  points  se 

itOTiv^xit  nécessairement  sur  Time  des  quatre  droites. 
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que  le  centre  de  la  sphère  T  est  le  point  coromun  à  trois  des  àx  spbwes 
a',  d\  b^  h'j  dy  c"  :  or,  en  excluant  des  combinaisons  trinaires  de  ces  six  sphères, 
celles  dans  lesquelles  entrent  les  sphères  dy  d\  ou  ^',  h\  ou  c ,  c",  parce  que  des 
sphères  concentriques  ne  peuvent  pas  se  couper,  ces  combinaisons  se  réduisent 
à  huit,  dans  Tordre  suivant  : 

i^  dbd;  a°  dVd'\  3^  db'di  4^  db'c;  5«  d'bc;  6«  d'bé';  f  d'b'c;  8^  d'F<f. 

Déplus,  les  trois  sphères  de  Fune  quelconque  des  huit  combinaisons,  se 
.  coupent  en.  deux  points;  d'où  il  suit  qu'il  y  a  en  général  seize  points,  dont 
chacun  peut  être  pris  pou>le  centre  d*une  sphère  T  d'un  rayon  déterminé  t,  qui 
touche  trois  sphères  données  de  grandeur  et  de  position.  Lorsque  la  sphère 
tangente  est  d'un  rayon  infini,  c'est-à-dire  lorsqu'elle  devient  un  plan,  on  a  vu 
fart,  précédent)  que  le  nombre  de  plans  tangens  se  réduisait  à  huit. 

74.  En  faisant  varier  le  rayon  de  la  sphère  T  tangente  aux  trois  sphèrçs  don- 
nées, le  centre  de  cette  sphère  prend  successivement  diverses  positions,  cor- 
respondantes aux  valeurs  de  son  rayon;  les  points  de  contact  de  la  sphère 
variable  T  et  des  trois  sphères  fixes,  changent  conlinuellement;  nous  allons 
démontrer 

I®  que  les  centres  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  données  ^  ont  pour 
lieux  géométriques,  quatre  courbes  planes  du  second  degré; 

n^  Que  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  l'une  quelconque  des 
trois  sphères  fixes  et  de  la  sphère  mobile  tangente ,  est  un  cercle. 

De  la  combe  que  parcourt  le  centre  d*une  sphère  mobile ^  qui  touche  constamment 

trois  sphères /ixes. 

75.  Cette  courbe  jouit  de  la  propriété  que  si  l'on  prend  un  point  quelconque 
sur  son  contour,  les  distances  de  ce  point  aux  centrés  des  sphères  fixes ,  dif- 
fèrent entre  elles  d'une  quantité  constante  et  indépendante  du  rayon  de  la  sphère 
mobile,  en  sorte  que  nommant  d^  ^,  d^  les  distances  de  ce  point  aux  centres  des 
sphères  fixes,  les  quantités  d — rf,  d — rf',  d* — d  sont  constantes,  quelle  que  soit  la 
sphère  tangente.  En  effet ,  adoptant  les  dénominations  de  l'article  précédent 
(  art.  74  ) ,  les  distances  d^d^d*  peuvent  avoir  les  huit  systèmes  de  valeurs  sui- 
vantes, qui  correspondent  aux  huit  combinaisons  (art.  74  )  des  sphères  d^  a", 
V^  b\  d^  d*. 
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l^  d—  i 

t  +  a. 

d        t  +  b, 

d-  —  t 

1^  d  —  i 

'■  +  a, 

d        t  +  b. 

d'  =  t 

3»  d—  i 

'■  +  a, 

d  —  t        b. 

d-  =1  t 

k"  d—  i 

'   +    Of 

d        t~b, 

d'  —  t 

S"  d—  t 

;  —  a. 

d  —  t  +  b. 

d"  —  t 

6"  d=z  t 

t  —  a. 

d  =  t  +  b. 

d'  =  t 

r  d-i 

r—  a, 

d  =:  i  —  b, 

d'  =  t 

B"  d—  i 

'  —  a, 

d  ~  t         b, 

rf'  =  t 

=L    t     +    C 


+  c. 


il  est  évident  que  pour  Tud  quelconque  de  ces  système^»  pour  le  premier  par 
exemple,  les  valeurs  de  rf  — dy  d — d\  d  —  âfsont  constantes  et  égales  aux 
quantités  a  —  b^b — c^c-^^a. 

Mais  il  est  à  remarquer  qUe  le  huitième  système  donne  les  mêmes  valeurs 
absolues  pour  les  différences  des  distances  d^  dy  d.  La  même  remarque  s'ap- 
plique aux  systèmes  a  et  7,  3  et  6^  4  ^t  5  ;  donc  les  centres  de  toutes  les  sphères 
qui  peuvent  toucher  trois  sphères  fixés ,  et  qui  appartiennent  à  huit  séries  dif- 
rentes,  sont  distribués  sur  quatre  courbes ,  telles  que  pour  la  première  on  a 

d  —  d  -=1  a  -^  b,     d  —  d  '=:^b  —  c,    d'  —  d=i  c  —  a. 

Pour  la  seconde  courbe,  on  a 

d  —  d  =z  a  —  d,     d'  —  dsf'  =  d4-c,     d  ^^d  =:  a  -\'  c. 

Pour  la  troisième 

d — d=za+b,     d  —  d=ià4-Cy     d'~^d=:c  —  a. 


Pour  la  quatrième  enfin 
d — d:=za+b,     d^d 


=  *  —  c,     d  —  rf  =  a  +  c. 


!Nous  démontrerons  que  ces  quatre  courbes  sont  planes,  et  que  leurs  plans 
sont  perpendiculaires  aux  quatre  droites  (art  72) ,  qui  contiennent  les  six  som* 
mets  des  cènes  circonscrits  aux  trois  sphères  fixes  touchées  par  la  sphère  mo- 
bile ;  enfin  que  chacune  d'elles  résulte  de  l'intersection  d'un  cône  droit  par  un 
plan. 

De  la  courbe  formée  peu:  les  points  de  contact  de  chacune  des  spKsres  fixes  et  de  la, 

sphère  mobile  considérée  dans  toutes  ses  position^* 

76.  Parmi  les  huit  séries  de  sphères  qui  peuvent  toucher  trois  sphères  fixes, 
prenoDS-en  une  à  volonté,  par  exemple  la  série  des  sphères  qui  touchent  les 
sphères  fixes  extérieurement.  Une  quelconque  des  sphères  de  cette  série  touche 
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le»  trois  sphères  fixes  en  trois  points;  nous  allons  d'abord  démontrer  que  le  plan 
mené  par  ces  trois  points ,  passe  par  la  droite  qui  contient  les  sommets  des  trois 
cônes  extérieurs  cûrconscrits  aux  sphères  fixes.  Nommons  comme  précédemment 
A,  B ,  C  les  sphères  fixes  touchées ,  et  T  la  sphère  mobile  tangente.  Le  plan  qui 
passe  par  le  centre  de  la  sphère  T  et  par  les  centres  de  deux  quelconques  des 
trois  sphères  À,  B,  C,  de  A  etB  par  exemple,  coupe  les  trois  sphères  A,  B,  T 
suivant  trois  grands  cercles ,  dont  Tun  appartenant  à  la  sphère  T  touche  les  deux 
grands  cercles  des  sphères  A  et  B. 

Soient  {Jig.  3,  pL  3o)  X,  Y,  Z  les  centres  de  ces  trois  cercles,  E  et  F  les  points 
de  contact  de  la  sphère  T  avec  les  sphères  A  et  fi;  il  est  évident  que  la  droite 
EF  qui  joint  les  points  de  contact  £  et  F,  passe  par  le  sommet  O  du  cône  exté- 
rieur circonscrit  aux  sphères  A  et  B ,  puisque  les  deux  droites  OE,  OH  sont  dans 
le  rapport  constant  des  deux  rayons  parallèles  XE,  YH  des  sphères  A  et  B; 
d'où  il  suit  que  quelque  soit  le  rayon  Z£  ou  ZF  de  la  sphère  T,  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  de  contact  de  cette  sphère  et  des  sphères  A  et  B ,  passe  cons«* 
tamment  par  le  sommet  O  du  cône  extérieur  circonscrit  à  ces  sphères  A  et  B. 

Par  la  même  raison,  la.  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  la  sphère  T 
et  des  sphères  A  et  C,  passe  par  le  sommet  du  cône  extérieur  circonscrit  à  ces 
sphères  ;  donc  le  plan  mené  par  les  trois  points  de  contact  de  la  sphère  T  et  des 
sphères  A,  B,  C,  passe  par  la  droite  qui  contient  les  trois  sommets  des  cônes 
extérieurs  circonscrits  aux  sphères  A,  B,  C  ;  ainsi,  menj^nt  par  cette  droite  un 
plan  quelconque  qui  coupe  les  trois  sphères  A,  B,  C  suivant  trois  petits  cercles , 
un  quatrième  cercle  tangent  à  ces  trois  derniers,  appartient  à  une  des  sphères  T» 
qui  touche  les  trois  sphères  A,  B,  C  ;  d'où  il  suit  que  la  perpendiculaire  au  plan 
de  ce  quatrième  cercle,  élevée  parle  centre  de  ce  cercle ,  passe  par  le  centre  de 
la  sphère  T. 

77.  Désignons  les  points  de  contact  de  la" sphère  T  et  des  sphères  A,  B,  C  par 
les  trois  lettres  a,  /3,  7/,  et  par  fic'^  jS',  y  les  points  de  contact  d'une  autre 
sphère  T  avec  les  mêmes  sph^es  A ,  B ,  C.  On  vient  de  prouver  que  le  plan  des 
trois  points  a,  /3,  y ,  et  le  plan  des  trois  points  a',  /?,  y,  passent  par  une  même 
droite,  celle  qui  contient  les  sommets  des  cônes  extérieurs  circonscrits  aux 
sphères  A,  B^  C.  Maintenant  nous  allons  démontrer  que  les  six  points  a,  ^,  7» 
tt',  jS',  y  appartiennent  à  une  même  sphère. 

D'abord  en  prenant  quatre  de  ces  six  points  dans  Tordre  suivant  : 

tf^a'jS',  «T'^Vî  ^^V> 

ils  sont  dans  un  même  plan  et  sur  une  même  circonférence  ;  car  les  droites 
menées  par  les  points  a,  ^,  et  par  les  points  0^,  j3',  concourent  en  un  même 
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point ,  qui  est  le  sommet  du  cône  extérieur  circonscrit  aux  sphères  A  et  B;  donc 
le  plan  mené  par  ces  deux  droites  coupe  les  sphères  A  et  B,  suivant  deux 
cercles ,  dont  l'un  contient  les  points  d,  j3',  et  le  second  les  points  jS ,  /3',  comme 
on  le  voit  (^g.  3,/?/.  3o)  :  or  les  droites  ût/3',  a0  concourent  au  même  point  O, 
qui  représente  dans  cette  figure  le  sommet  du  cône  circonscrit  aux  sphères  A 
et  B;  donc  les  quatre  points  et,  /3,  a\  j3'  appartiennent  à  une  circonférence  de 
cercle ,  dont  le  centre  K  est  déterminé  ;  d'où  il  suit  qu'on  pourra  mener  une 
sphère  par  les  quatre  points  et,  fi^  a\  0  et  un  cinquième  point  y  :  or  cette 
sphère  contiendra  le  sixième  point  y,  puisque  les  quatre  points  a'^ay  ou  ^fi'y, 
sont  sur  une  même  circonférence  ;  donc  les  six  points  «  5  jS  ;  7 ,  a',  ]8',  y  appar- 
tiennent à  une  même  sphère  :  le  centre  et  le  rayon  de  cette  sphère  varient  en 
même  temps  que  les  deux  sphères T  et  T' qui  touchent  les  sphères  fixes  A ,  B,  C. 

78.  Nommons  S  la  sphère  qui  passe  par  les  six  points  « ,  j3 ,  7/,  a?  /S',  y.  Elle 
coupe  la  sphère  A  suivant  un  petit  cercle  qui  passe  par  les  points  a  ^  a!j  et  les 
deux  sphères  T  et  T  suivant  deux  autres  cercles  tangens  au  premier  aux  points 
a,  Ofy  puisque  ces  sphères  sont  tangentes  à  la  sphère  A.  Considérons  les  tan- 
gentes communes  au  petit  cercle  de  la  sphère  A  et  aux  deux  petits  cercles  de  la 
sphère  S,  on  a  démontré  que  les  plans  de  ces  petits  cercles  passaient  par  la  droite 
qui  contient  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux  trois  sphères  A ,  B ,  C  ;  donc  les 
tangentes  à  ces  cercles  passent  par  la  même  droite ,  mais  de  plus  elles  sont  dans 
le  plan  du  cercle  d'intersection  des  sphères  A  et  S  ;  donc  elles  passent  par  le  point 
d'intersection  de  ce  plan  et  de  la  droite  qui  contient  les  sommets  des  cônes  cir* 
concrits  aux  trois  sommets  A,  B ,  C. 

79.  En  supposant  que  les  sphères  A,  B,  Crestent  les  mêmes,  et  qu'elles  soient 
touchées  par  une  autre  sphère  T"  différente  de  T',  les  nouveaux  points  de  contact 
seront  «",  /S",  y.  On  prouvera  de  la  même  manière  i^  que  les  six  poiiUs  «»  /8>  y  , 
«",  /3",  y  sont  situés  sur  une  même  sphère  S  qui  coupera  la  sphère  A  suivant 
un  petit  cercle,  et  les  sphères  T,  T' suivant  deux  autres  petits  cercles  tangens  au 
premier;  ^^  que  les  t^ingentes  communes  au  petit  cercle  de  la  sphère  A  et  aux  deux 
petits  cercles  des  sphères  T  et  T"  se  rencontrent  en  un  même  point  de  la  droite  qui 
contient  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux  sphères  A,  B,  C  :  or  la  tangente 
commune  au  petit  cercle  de  la  sphère  A  et  au  petit  cercle  de  la  sphère  T  ne 
diange  pas  de  position  ;  donc  elle  coupe  la  droite  qui  contient  les  sommets  des 
cônes  circonscrits  en  un  point  qui  ne.  varie  pas;  donc  c'est  vers  ce  point  que 
concourent  toutes  les  tangentes  commujnes  aux  petits  cercles  d'interjection  de 

la  sphère  constante  A  et  des  sphères  variables  S,  S',  S",  etc ;  d'où  il  suit  que 

ce  point  est  le  sommet  d'un  cône  droit  circonscrit  à  la  sphère  A ,  qui  a  pour 
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base  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  celui  des  centres  des  trois 

sphères  A,  B,  C. 

Jinsiy  lorsqu'une  sphère  variable  T,  7",  T" touche  constamment  trois  sphères 

fixes  A  y  By  C,  les  points  de  contact  *,  ut',  a" ,  de  l'une  des  sphères  fixes,  de  A  par 

exemple  y  et  des  sphères  Ty  T'y  T" ,  appartiennertt  a  un  petit  cercle  de  la  sphère  A^ 

dont  le  plan  est  perpendiculaire  a  cebd  qui  passe  par  les  centres  des  trais  sphères  A  y 
B.C. 

80.  La  ligne  de  contact  de  chacune  des  trois  sphères  fixes  et  de  la  sphère 
mobile  qui  les  touche  étant  un  cercle,  il  s'ensuit  que  là  courbe  décrite  par  le 
centre  de  cette  sphère  mobile,  est  commune  â  trois  cônes  droits  qui  ont  pour 
sommets  les  centres  des  sphères  fixes ,  et  pour  bases  le^  petits  eerdes  de  con- 
tact de  ces  sphères  et  de  la  sphère  mobile.  De  plus  nous  allons  démontrer  que 
cette  courbe  est  plane. 

81.  Ayant  nommé  T  et  T  la  sphère  mobile  cotisidérée  dans  deux  position^ 
différentes,  on  a  vu  i**  que  la  sphère  T  touche  les  trois  sphères  fixes  A,  B,  C  en 
trois  points  «,  /3,  7,  et  la  sphère  T  en  trois  points  a,  j3',  7;  a^'quelessil  points 
a,  j8,  %  a',  /î',  •>' appartiennent  à  une  même  sphère  Siqui  contient  les  petits  cercles 
menés  par  les  trois  points  «,  /3,  y  et  par  les  trois  points  a  ',  jS',  y'\  3®  que  les 
plans  de  ces  petits  cercles  passent,  quelles  que  soient  les  sphères  T  et  T,  par 
la  droite  qui  contient  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux  sphères  fixes. 

Cela  posé,  une  perpendiculaire  au  plan  du  petit  cercle  tt^y  (en  désignant  ainsi 
le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  a,  jS,  y),  élevée  par  le  centre  de  ce  cercle, 
contient  évidemment  le  centre  de  ja  sphère  T4  de  même  une  perpendiculaire 
au  plan  du  petit  cercle  a  ^y  élevée  par  aoacentre^cpatient  le  centre  deila  sphère 

T.  Ces  perpendiculaires  sont. dans  le  mèoie  plan,. puisqu'elles. ipasseut  par  k 
centre  de  la  sphà:'e  S ,  et  ce  plan  est  perpendiculaii;ç  à  la  droite  qui  joint  les 
sommets  des  cônes  circonscrits  aux  sphères  fixes.  Or  le  point  de  rencontre  -de 
ces  perpendiculaires  est  d'autant  plus. prés  de  la  çourhe  que  décrit  le  centre  ^de 
la  sphère  mobile,  que  les  deux  sphères  consécutives  T  et  T. diffèrent  moins 
entre  elles;  donc  lorsque  ces  sphères  croissent  par  degrés  insensibles,  l'intersec- 
tion successive  des  perpendiculaires  aux  plans  des  cercles  otjSy^  a  j^'y^W  /^y^^tc, 
menées  par  les  centres  de  ces  cercles,  forme  la  courbe  que  décrit  le  centre  de 
la  sphère  mobile;  donc  cette  courbe  a  pour  tangentes  ces  perpendiculaires.  Mais 
une  ligne  dont  toutes  les  tangentes  sont,  situées  dans  {des  plans  perpendiculaires 
à  une  même  droite  ^  est  néces^irement  plane  ;  donc  la  courbe  décrite  fkxr  le  centre 
dune  sphère  mobile  qui  touche  constamment  trois  sphères  fixes  y  est  plane*  Ayant 
démontré  que  cette  courbe  est  commune  à  trois  cônes  droits  dont  elle  est  fin* 


tersectioD^  on  dok  conclure  que  ces  cpnçs  se  coupentsuivant  une  seule  et  même 
ligne  plane.  Ainsi  la  courbe  décrite  par  le  centre  d*une  sphère  mobile  qui  touche 
constamment  trois  sphère^  fixes ,  est  une  section  conique  y  dont  lepUtn  est  perpendi*. 
culaire  à  ime  droite»qui  contient  les  sorrmets  des  cônes  circonscrits  aux  sphères  fixes ^ 

82.  On  a  prouvé  (aft  75)que  les  centres  des  huitséries  de  sphères  qui  peuvent 
toucher  trois  sphères  données,  étaient  distribués  sur  quatre  courbes  diffé-* 
rentes;  il  suit  de  ce  qui  précède  que  ces  courbes  sont  des  sections  coniques 
situées  dans  des  plans  perpendiculaires  aux  quatre  droites  qui  contiennent  les 
sommets  des  cônes  circonscrits  aux  sphères  fixes. 

A  chaque  courbe,  lieu  des  centres  de  la  sphère  mobile,  correspond  un  cercle 
qui  est  aussi  le  lieu  dès  points  de  contact  d'une  sphère  fixe  avec  <îétte  sphère 
mobile;  donc  toutes  les  sphères  qui  peuvent  toucher  trois  sphères  fixes^ 
touchent  chacune  d'elles  en  des  points  qui  sont  distribués  sut  quatre  petits 
cercles.  Chacun  de  ces  petits  cercles  étant  (art.  79)  la  base  d'un  cône  droit  qui  a 
son  sommet  sur  Tune  des  quatre  droites  menées  par  les  six  sommets  des  cônes 
circonscrits  aux  sphères  fixes ,  oii  propose  la  question  suivante  : 

Connaissojit  les  rayons  et  les  centres  de  trois  sphères ,  déterminer  i^  la  position 
des  plans  des  quatre  courbes  lieux  des  centimes  de  toutes  les  sphères  qui  peuvent 
toucher  les  troif  sphères  donnéçs;  a**  les  qu/xtre  petits  cercles  lieux  des  points  de 
contact  de  chacune  des  sphères  données  ^  avec  la  sphère  mobile  qui,  dans  toutes 
ses  positions  ^  est  tangente  aux  spKères  Jixes^ 

83.  Solution.  Ayant  mené  par  les  centres  des  trois  sphères  données  un  plan 
qui  coupe  ces  sphères  suivant  trpis  grands  cercles ^  on  tracera  dans  ce  plan  les 
quatre  droites  sur  lesquelles  sont  distribués  les  sommets  •d'es  six  cônes  circons- 
crits îaux  sphères;  à  chacune  de  ces  droites  correspond  (art.  79)  une  série  de 
sphères  tangentes  aux  trois  sphères  données.  Après  avoir  déterminé  Je  centre 
d'une  quelconque  des  sphères  compris€3  dans, une  série,  on  mènera  par  ce 
centre  et  perpendiculairement  à  la  droite  correspandante  à  cette  série,  un  plan 
qui  sera  un  des  plans  demandés.  Oh  construit  le  centre  d'une  sphère  comprise 
dans  les  quatre  séries  des  sphères  correspondantes  aux  droites  qui  unissent  les 
sommets  des  cônes  circonscrits,  en  observant  que  le  rayon  de  cette  sphère  est 
pris  arbitrairement,  et  que  son  centre  est  Tintersectiou  de  trois  sphères  dont  les 
rayons  et  les  cwtres  sont  connus. 

Soient,  comme  les  articles  précédens,  A^  B«  C^  les  trois  sphères  touchées 

par  une  quatrième  sphère  T;  dont  le  centre  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à> 

l'une  des  droites  qui  contiennent  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux  troia 

sphères  À,  B,  C,  et  nommons  D  cette  droite. 

1% 


• .       ,  .  ^  •    •  •       » 

Par  les  points  où  la  sphère  T  touche  les  trois  sphères  A,  B,  C,  on  mènera 
trois  plans  tangens  à  dette  sphère  T.  Le  plan  qui  touche  les  sphères  T'et  A  cou- 
pera la  droite  D  en  un  point  -que  Pon  considérera  comme  le  sommet  d'un  cône 
droit  circonscrit  à  la  sphère  A.  Ce  cône  touchera*  la  sphère  A  suivant  un  petit 
cercle  qui  sera  le  lieu  des  points  de  contact  de  cette  sphère  A,  et  de  toutes  les 
sphères  (comprises  dans  une  même  série)  qui  touchent  à  la  fois  les  trois  sphères 
A,  B»  C.  La  droite  D  sera  coupée  en  deux  autres  points  par  les  plans  qui 
touchent,  Fun  les  sphères  T  et  B,  Tautre  les  sphères  T  et  C.  Ces  points  seront 
les  sommets  de  deux  autres  cônes  droits  circonscrits  aux  sphères  B  et  C  ;  les 
petits  cercles  de  contact  des  cônes  et  des  sphères,  cpntiennent  les  points  de 
contact  des  sphères  A,  B,  C,  et  de  lo  sphère  mobile  T  qui  les  touche. 

On  raisonnera  de  la  mém^  manière  pour  une  autre  sphère  T  tangente  aux 
trois  sphères  A,  B,  C,  dont  le  centre  serait  dans  un  plan  perpendiculaire  à  une 
autre  droite  D',  contenant  trois  sommets  do  cônes  circonscrits  aux  sphères 
A,  B,Cr 

La  question  précédente  r^iferme  la  suivante ,  comme  cas  particulier. 

Éumt  donnés  ùxhs  cercles  dcuis' un  plan ^  trouver  un  quatrième  cercle  tangent  aux 

trois  premiers  {i)? 

84-  Solution.  On  considérera  les  trois  cercles  donnés  comme  les  grands  cercïes 
de  trois  sphères',  et  la  question  proposée  sera  la  même  que  celie*ci: 


(x)  Ce  probléoie^  traité  i^gébriq;i^€ment  par  Sewton  et  Eoler»  a.  éxi  réscfu  fort  âégdnunefit  par 
MM.  Cmàkj  et  Poncdet ,  à  répoqae  où  il»  étaient  élèves  de  l'École  polytechnique^  J'ai  publié  leurs 
solntions  dans  la  Correspondance,  tome  i^^  ptfge  193»  juillet  1806;  et  tome  3,  page  371,  jan- 
▼ier  iSi  I.  (f^o/es  aussi  les  Annales  de  Mathématiques  de  M.  Gergonne  y  avril  1817,  tome  7,  p.  289.  ) 

On  a  encore  traité  cette  question ,  dms  l'hypothèse  où  les  trois  cercles  sont  donnés  sur  une  sphère. 
K.  Carnot  Tir  résolue  par  t'àlgèbre,  dans  iat' Géométrie  de  position  (x  "^o).  iir-4^,  année  i8o3, 
page  Aifik)  M.  Olivier)  officier  4'artâlerie  attaché  à  l'Acole  d'application  de  Metz ,  pi'atait  conimu^ 
nique  une  solution  synthétique  de  ce  problème  9  que  j'ai  pubiûét  4finf  l*  Correspondance  de  VJÉçole, 
polytechnique  {tome  niyp^  xo,  année  tSi  4) ,  et  qui  se  déduit  des  principes  que  nous  arons  exposés. 
.  Soit  A  (>^^.4y/'/.3o)  le  centre  de  la  sphère  sur  laquelle  on  donne  trois  cercles  que  je  désigne 
par  les  lettres  X ,  Y,  Z  ;  le  plan  mené  par  ce  centre  et  par  les  centres  des  deux  cercles  donnés  X 
et  Yy  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  MNi/in  ,  et  les  plans  des  cercles  X,  Y  suivant  des 
cordes  MN ,  mn  du  grand  cercle ,  qui  sont  aussi  les  diamètres  des  petits  cercles  X  et  Y.  {Voyez 
tax.  i^'jj  tiv.i*'.)  On  a  démontré (n^èàie article )pqtte pat  eesdeux  petits  cerdes^on  peut  faire  passer 
drvi  cônes. obliques  9  qui  o^t^pour  aomiiiels  les  potnu  de  concours  S  et  ^  des  côtés  et  des  diago- 
nales du  quadrilatère  MNiwi.  •        .         ' 

En  substituant  le  troisième  cercle  donné  Z  au  second  Y,  et  le  combinant  avec  le  premier  cercle  X  f 
on  forme  deux  autres  cônes  obliques  dont  les-  sommets  Syy  sont  situés  hors  du  plan  de  la  )ig.  4* 


.CéOXÉTRTB    i>ESCRIPTIV£.  I  ^  t 

Trouver  pannî  les.sphèros  tasgestes  à  trois  $plières  données,  celles  qui  ont 
leurs  centres  dansleméme  plau)  qub  odiili  àts  centres  des  trois  sphèf'fes  (lofinées  ? 

Pour  réSQudrjç  cei|:e dehrièire  question/ on  construira  (ptùblèmé i^eiiééënt\ 
sur  les  troto' sphères/ 10^  qim&e  pêtk&  cerdies  iieti»  des'^nts  ct&'ôélitdct  de 
ces sphèfes ^^dcy tdutes. le»  spbëres  qui  peuvent i^  totJche'^ etî nîênieteni{>s; 
les  Imit  points  tcomnoms  à  ées  petits  cercles  et  ans  gr^mlis  cercles  "donti'fs  des 
sphères  y  .sonjt  ceux  par  lesquels  doivent  passer  les  cercles  tatigen^  afux  cen^les 
donnés.  Il  suit  de  cette  construction  que  le  problème  proposé  a  huit  soliïtions, 
c^est-à-dire  qu'étant  donnés  trois  perdes,  ib  peuvent  être  touchés  par  un  qua- 
trième de  huit  manières  différeiltes.  * 

Connaissant  les  points  de  contact  des  trois  cercles  donnés  avec  les  cercles 
qui  peuvent  les  toucher,  il  sera  facile  de  distin^er  ceux  de  ces  points  qui  appar- 
tiennent au  même  cercle  tangent;  mais  pour  éviter  toilte  difficulté  dans  te  choix 
de  ces  points ,  il  conviendra  de  trouver  sur  le  plan  des  trois  cercles  donnés ,  les 
traces  des  plans  qui  contiennent  les  centres  des  sphères  tangentes  aux  trois 


i*^«*«wi^^*;*'W*< 


La,  combinaison  des  deux  cercles  T  et  Z  donne  encore  deux  cônes ,  dont  les  sommets  S'',  Z'  sont 
aussi  hoi^dupla^^  ]a>|^^-4.  ,  '  /.'...• 

Cela  posé,  la  solution  de  M.  Olivier  est  fondée  sar  ceUe  considération ^  que  le  plan  d'an  qua- 
trième cercle  qui  touche  ies  trois  cercles  donnés  X,  T,  Z  y^est  tangent  à  trois  des  six  cônes  ^i 
passent  par  ces  cercles,  et  dont  les  somniets  spaf,  situés  deux  à  dei^x^nr  les  trois  droites  &r,  SV,  SV* 
Parmi  les  cercles  qui  peuvent  toucher  les  trois  cercles  donnés ,  considérons  celui  qui  est  en  dehors 
de  ces  trias  Verdies;  et  qui  les  touche  en  trois  points.  iLeV tangentes  menées  par  les  points  de  con«-. 
ucf ,  sont  le»  côtés  d'uA  triangle'  dontle  plan  ne  diffère  pas  de  cehii  du  cercle  tangent  :  or,  le  plan 
des  Ungentesaux  cereles  X'  et  T,  est  évidemadent  tangent  avtcôiae  qai  passe  par  ces  cerdts,  et 
dont  le^sonunet  est  en  S;  de  m^mel^  plan  des  taneevtcii^uMÎÉcard^aXieiZest  tangtetaïa^ène'qai 
passe  par  ces  cercles  »  et  dont  le  sommet  lest  en  S'  ;  donc  le  plan  (angent  au  cône  d^  sommet  S ,  mené 
par  la  droite  SS\  esf  le  plaa  d'un^cerdi;  tangept  aui^  ^rois  cercles  donnés  X,  Y,  Z. 

La  droite  $S'  prolongée ,  r^ncoi^tre  le  plan  du^percle  X  qai  a  pour  diamètre  la  corde  MN  en  un 
point.  Menait  par  ce  pdintdeux  tangentes  an  cercle  X  »  et  par  les  tangentes  deux  plans  tangens  au 
cône  du  sommet  S,  ces  deux  plans  se  coiq>erdnt  vaivant  la  droite  SS'  ;  et  ^eommt  chaennderces 
plans  est  aussi  tangent  au  oône  du  aoaunet  S\  le«fr  doottftdHntass^tton  SS'toontiaiidra  les  ao«i^ 
meu  S  f  S',  S''  des  trois  cônes.q#  pas«nt par  l^sH^esde* donnés  X ,  YyZ, 

On  démontrera,  de  la  même  manière,  que  les.auti:es  stommefo  sont  situés  trois  à  trois  dans 
l'ordre  suivant  S//',  sS'/\  f/S";  d'où  il  suit  i<»  qgue  les  six  sommets  S,  S',  S'',*,  /,  /'  sont  dans  un 
seul  et  même  plan  ;  o?  que  ce  plan ,  qui  est  déterminé  par  deux  quelconques  des  trois  droUes 
SSfS^s^  SV,  coupe  la  perpendiculaire  Axrau  pknrdu  cercle  X,  élevée  sur  le  milieu  x  de  la  corde 
MNy  en  i^  point  /qui  ne  varie  pas,  quels  que  aoknt  les  iBerdès  donnés  Y  et  Z ,  pourvu  que  le 
premier  cçrdeX  du  diamètre  AW  ne  ohluigt^nsdnghuidawpiit^epoaicnm.      / 

Les  plans  Ungens  aux  six  cônes  q^i  passent  par  les  trois  cercles  doiuiés  X,  Y»  Z,  se  coupent  den 
k  deux  suivant  les  quatre  droites  SS'S'\  S//',  xSV,  x/S":  or,  par  diacune  de  ces  droites,  on 
peut  mener  46UX  plans  tangens  à  l'un  des  six  cônes  ;  done  il  y  a  en  général  huit  plans  qui  eoupent 
la  sphère  donnée,  suÎT^t  uo  cercle  tan^eQt  ^.u$,  trois  cercles  donnés  sur  ceUe  sphère. 


\ 


sphères  deménies  centre&e<^de  iiiéme»iai3Polis4e{cittiësf€eiH:lëstkrMés.  Chacune 
'  de  ces  traces  contiendra  deux  des  centres  des  cercles  cherchés.  A  chaque  tHace 
carrespozkl  un  cône  droit  doM  fe  soiDrtielTesi  ^rt.  i/9)Bur  l'une  des  droites  lieux 
des  sommets  des  cônes  ciroonsorits>  ^mt  sfhfres  qui  ont  pour  grands  cercles  les 
.  cercles  donnés.  Par  le  sorojuet  dfû  cône  droit,  on  nièiie  dcfux  tangentes  à  l'un 
des  trois  grands  cercles  donnas,  èïchaqiiié'pomt  de  ibontact  de  ces  tangentes  est 
aussi  celui  oii  le  grand  cercle  est  touche  par  ûn!quiatrienie  cercle  qui  toucherait 
les  trois  cercles  donnés;  donc  lés  deux  rayons  de  ce  grand  cercle  i  liiènés  par  les 
points  de  contact,  couperont  ta  trace  au  plan  qui  contiè'i!it'lés  centres  des 
sphères  tangentes,  en  deux  pôpts  qui  seront  les  centrèis  de  HèiiK  fcercles  tan- 
gens  aux  trois  cercles  donnés. 


SOLUTION    BU    PROBL^Mf    12.  '         *' 


Mener  une  sphère  tahgenié  aqiuUrè  sphères  dôàriéès,  ' 


85.  Solution.  Soiient  A  ',  B ,  C ,  D  les  quatre  sphères  données/;  èt&  la  cinquième 
sphère  qui  les  touche.  Considérant  d'abord  trois  des'cjûart^é'^phètes'ddnnées, 
par  exemple  A,  B,  C,  on  construira  ï^les  plans  dés  c^atlre'fcdtirlSes  qui  con- 
tiennent les  centres  de  toutes  les  sphères  qiil  peuvent  toucher  lés  trois  premières 
sphères  données;  a®  on  déterminera  sur  chacune  dés  trois  sphères  A,  B,  C,  lès 
quatre  petits  cercles  lieux  des  poiuts  de  contact  de  ces  sphères  avec  celles  qui 
leur  sont  tangentes.  On  substituera  ensuite  la  sphère  D  à  la  sphère  C,  et  Ton 
obtiendra  de  la  même  manière,  sur  chacune  des  trois  sphèiréis  A,  B,D,  les 
quatre  petits  cercles  lieux  dés  points  de  contact  de  ces  sphères  avec  celles  qui 
peuvent  les  toucher  en  même  temps,  ainsi  que  les  quatre  plans  lieux  des  centres 
de  ces  mêmes  sphères.  Les  quatre  petits  cercles  lieux  des  points  de  contact  de  la 
sphère  A,  par  exemple,  et  des  sphères  tangentes  aux  trois  sphères  A,  B,  C,  et 
les  quatre  petits  cercles  lieux  des  points  de  contact  d:e  la  même-  sphère  A  et  des 
sphères  tangentes  aux  trois  sphèresr  A ,  B,  D,  se  coupent  en  général  en  trente- 
deux  points,  parmi  lesquels  se  trouvent  nécessairement  Icspoint»  de  contact  de 
la  sphère  A  et  d'une  sphère  S  tangente  aux  quatre  sphères  donîiées  A,'B,  C,  I>. 
Pour  trouver  le  nombre  et  la  position  de  ces  derniers  points,  il  faut  remarquer 
que  des  trente-deux  points  d'intersection  des  huit  petits  cercles  de  la  sphère  A, 
on  ne  doit  tenir  compte  que  de  ceux  qui. résultent  de  l'interseictîori  des  petits 
cercles  qui  proviennent  de  combinaisons  semblables  entre  les  sphères  A,  B,  C 
ou  A,  B,  D. 

Avant  d'expliquer  ce  que  nous  entendons  par  combinaisons  semblables  et  dis^ 
Semblables  f  désignons  dç  la  manière 'suivante  les  quatre  petits  cercles  lieux  des 


pointe  de  contact  ilêJcbsphéitefA.'^^es  sphères  qui  touchent le$  (rois  sphères 

,(E)     AfWQ^'AJ.PîCi^ArP^Cr,  AiBjQ. 

Le  preçaier  petit  cercle  A^'  B/  G'  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact 
de  la  sphère  A  et  de  deux  sphères  tangentes  aux  trois  sphères  A.  B,  G,  les  unes 
tans'entes  toutes  extérieurement ,  les  autres  toutes  intérieurement  :  c'est  pour- 
quoi  on  doit  lire  cette  notation  Af  B,  C;  de  deux  manières,  ou  A'  B'  G%  ou 
Ai  B,  C^i  elle  se,r|im)prte  à  un  sçi^l  cerjcle  de  la  sphère  A,  qui  est  le  lieu  géomé- 
triqvie  des  poin^  de  contact  de  cette  sphère  et  des  sphères  des  deux  séries, 
tangentes  extérieurement  ou  intérieurement.  Le  second  petit  cercle  Af  Bj  G* 
(  usez  A'  B'  G',  ou  A^  B^  G,  )  est  le  lieu  des  points  de  contact  de  la  sphère  A  et 
des  sphères  qui  touchent  extérieurement  les  sphères  A  et  B,  et  intérieurement 
la  sphère  G,  et  des  sphères  qui  touchent  A  et  B  intérieurement  et  G  extérieure- 
ment. Le  troisième  cercle  Aj  Bi  C'  est  le  lieu  des  points  de  contact  de  la  sphère  A 
et  de  deux  séries  dé  sphères,  les  unes  quf  touchent  les  sphères  A  et  G  exté- 
rie.uremepit.Ct;Ia  sphèr^,^  intérieurement^- lés  au^'es  qui.  touchent  les  sphères 
A  et  G  intériçqfjÇineji;^^  et  la  sphère  B  extérieurempnt  :  enfin  le.  quatrième  cercle 
Ai  Bf  G,-  est.  lie  jie^u.d^s  .points  ,de  contact  de  la  sphère  A  et  de  deux  séries  de 
sphères^  les  unes  qui  touchent  les  sphères  B.et  G  extérieurement  et  la  sphère  A 
intérijeurement,  les  autres  qui  touchent  les  sphères  B  et  G  intérieurement  ^  et  la 
sphère  A  extérieurement. 

Les  qufitrjB  petits  cercles  lieux  des  points  de  contact  de  la  sphère  A  et  des 
sphères  qui  touchent  les  tfois  sphèrçs  A,,  B,^p,  seront  désignés,  daprès  la  même 
notation ,  de  la  manière  suivante  : 


(E)   '       a/  bî  br,  Af-Bf  d:,  ÀrBi  Dr,  ai  Bf  d?. 


»f  !, 


Des  huit  cerclés  (£.)^  (EI^'h  ks.notatîonisiile  peux.qui  résultent  de  combinai- 
sons pareilles  enlre  ksâphères  A^  B,.'G  et  le»  sphères  A,  Hy  D,  comprennent  les 
lettres  A  et  B  avec  les  nms»»  lOxposonS'  ;  ainsi  les  petits  eercles  A;.  B;  CU  M  B/  D- 
résultent  de  combinaisons  semblables;  les  petits  cercles  AJ  B;  G;,  A;  B^D;  ré- 
sultent de  combinaisons  dissemblables,  et  parmi  les  sphères  tangentes  aux 
quatre  sphères  A,  B,.G,D,  il  n'y  en  a  ailcune  qui  puisse  toucher  la  sphère  A  en 
un  point  de  Tintersection  de  ces  deux. derniers. cercles.  En  effet,  par  ce  point 
op  ne  pourrait  menet*  qu'une  sphère  qui  toucherait  les  deutc  sphères  A,  B  inté- 
rieurement  ou  extérieurement^  puisqu'il  appartient  au  cercle.  A/  Bj  Gj;  mais 
par  ce  même  point  on  pourrait  mener  une  sphère  qui  toucherait  les  deux 
sphères  A  et  B,  Tune  intérieurement,  l'autre  extérieuremçnlî,  puisqu'il  âppar* 
tient  au  cercle  Aj  B;  Dj;  or  lorsqu'une  sphère  touche  deux  sphères  A  et  B,  le^ 
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contacts  ne  peuTent  pas  être  en  même  temps  tous  deux  extérieurs  ou  tous  deux 
intérieurs ,  et  être  l'un  extérieur,  lautre  intérieur  ;  donc  il  n'y  a  aucune  sphère 
tangente  aux  quatre  sphères  A,  B,  C,  D  qui  puisse  toucher  la  sphère  A  au 
point  d'intersection  des  deux  teroles  de  cbmbitialsons  dissemblables  A/  B;  C; , 
AîBiDf. 

En  raisonnant  de  la  même  manière  sur  deux  auti^es  petits  cercles  de  combi- 
naisons dissemblables  y  situés  sur  la  sphère  A ,  on  conclura  qu'une  sphère  tan- 
gente aux  quatre  sphères  A,  B,  G,  D  ne  peut  tbucher  la  sphère  A  qu'aux  points 
communs  à  l'un  quelconque  des  quatre  cercles  (£),  et  à  deux  des  cercles  (£')  ; 
d'où  il  suit  qu'il  y  a  en  général  seize  points  de  contact  de  l'une  quelconque  des 
quatre  sphère^  A,  B,  G,  D,  et  d'une  cinquième  sphère  qui  les  touché  toutes 
quatre  en  même  temps. 

Ayant  déterminé  sur  l'un  des  cercles  (E)  de  la  sphère  A,  les  quatre  points 
de  contact  de  cette  sphère  A  et  de  la  sphère  qui  touche  les  quatre  sphères 
A ,  B ,  C  9  D ,  on  mènera  par  ces  points  les  rayons  de  la  sphère  A ,  et  ces  quatre 
rayons  prolongés  contiendront  les  centres  de  quatre  sphères  tangentes  aux 
isphères  AjByGy  D.  Déplus,  ces  centres  seront  sur  l'un  des  quatre  plans  (art.  83) 
qui  contiennent  les  centres  des  sphères  tangentes  aux  trois  sphères  A^  B,  C,  et 
qui  correspondent  aux  quatre  cercles  (E);  donc  les  centres  et  les  rayons  de 
quatre  sphères  tangentes  aux  quatre  sphères  A,  B,  C,  D,  seront  déterminés.. 
On  construira  de  la  même  manière  les  centres  et  les  rayons  des  douze  autres 
sphères  tangentes  aux  mêmes  sphères  A,  B,  G,  D.  (  Voye^  la  Correspondance  sur 
C Ecole  polytechnique.  Juillet  1811,  tome  1 ,  page  337.) 

Résumé  des  propositions  relatives  axt  contact  des  sphères  et  des  plans  ^  et  des  sphère 

entre  elles  (  aî:tf.  69-85.  ) 

i^  Un  plan  peut  toucher  trois  sphères  données  de  huit  ofaméres  différentes; 

a^  Une  sphère  d'un  rayon  déterminé  peut  toucher  ûpois  sphères  données  de 
seize  manières  différentes; 

3^  Lorsqu'une  sphère  variable  de  rayon  se  neut  ea  touchant  constamment 
trois  sphères  fixes  données  de  grandeur  et  de  position ,  la  courbe  formée  sur 
chacune  des  sphères  fixes  par  la  suite  de  ses  points  de  contact  avec  la  sphère 
mobile 9  est  un  cercle^  et  la  ligne  que  le  centre  de  cette  dernière  sphère  par- 
court, est  une  section  conique. 

4^  Trois  cercles  donnés  dans  un  plan  peuvent  être  touchés  par  un  quatrième 
cerclé  de  huit  manières  différentes. 

5^  Quatt^e  sphères  peuvent  être  touchées  paor  une  cinquième  sphère  de  9eûio 
manières  ditférentes. 
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CHAPITRE  IL 

OMBRE»    ET  .PERSPECTiTBk 

S  V^**^  Introduction^ 


S6.  La  théorie  géofnétrique  des  ombres  et  de  la  perspective  est  fondée  sur 
plusieurs  hypothèses  qiie  les  physiciens  ont  admises  y  pour  expliquer  lés  phé- 
nomènes de  la  vision.  On  sait  que  tous  les  corps  sont  ou  lumineux ,  ou 
opaques ,  ou  transparens  ;  un  point  quelconque  d'un  corps  lumineux  est  œnsi'- 
déré  comme  le  centre  d'une  infinité  de  rayons  blancs,  qui  se  propagent  en 
lignes  droites  dans  tous  les  sens,  hors  du  corps  lumineux.  Ces  rayons  ne  con- 
servent leur  blancheur  et  leur  direction  primitive,  que  lorsqu'ils  traversent  un 
milieu  homogène.  La  lumière  se  comporté  comme  un  fluide  composé  de  mo* 
lécules  par&itement  élastiques;  elle  est  soumise  aux  forces  attractives  ou  répul- 
sives des  molécules  des  corps  qu'elle  traverse,  ou  dont  elle  s'approche  à  des 
distances  imperceptibles.  La  loi  suivaiit  laquelle  ces  attractions  moléculaires 
s'exercent,  détermine  le  mouvement  de  chaque  rayon  lumineux  dans  des  mi- 
lieux donnés,  ou  vers  les  bords  des  corps  éclairés. 

87.  On  suppose,  dans  la  théorie  géométrique  des  ombres,  que  la  lumière  se 
meut  toujours  en  ligne  droite ,  soit  au  contact  des  corps  dont  elle  rase  les  bords  ^ 
soit  dans  le  milieu  qu'elle  traverse  et  que  l'on  regarde  comme  homogène.  On 
fait  abstraction ,  dans  cette  théorie ,  des  forces  qui  produisent  les  phénomènes 
de  l'inflexion ,  de  la  réfraction ,  et  de  la  décomposition  de  la  lumière  blanche 
en  rayons  colorés.  On  admet  que  chaque  point  de  la  surface  visible  d'un  corps 
non  lumineux  par  lui-même,  devient  le  centre  d'une  infinité  de  rayons  réflé- 
chis ^  qui  se  propagent  en  faisceaux  comme  les  rayons  directs  d'un  corps  lumi- 
neux; ce  point  est  visible  dans  la  direction  de  l'axe  du  faisceau  dirigé  vers  l'oeil 
du  spectateur. 

On  suppose  encore ,  dans  la  théorie  géométrique  de  la  perspective ,  que  Foeit 
est  un  point  unique  vers  lequel  viennent  concourir  tous  les  rayons  de  lumière, 
qui  portent  sur  la  tétine  l'image  des  objets  visibles. 

« 

88.  Ces  hypothèses  admises,  nous  ne  considérerons  d'abord  daiis  l'espace 
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qu*nn  seul  corps  lumineux,  et  des  points  pris  en  dehors  de  ce  corps.  Chaque 
point  du  corps  lumineux  sera  le  centre  d'une  infinité  de  rayons  ^  qui  se  propa- 
geront en  lignes  droites  dans  tous  les  sens,  en  dehors  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face du  corps  lumineux  mené  par  ce  point. 

Chaque  point  pris  en  dehors  du  corps  lumineux  sera  éclairé,  et  la  quantité 
de  lumière  qu'il  recevra  sera  déterminée  par  le  cône  ((ai  a  ce  point  pour  som- 
met, et  qui  est  circonscrit  au  corps  lumineux;  tous  ces  points  seront  totcde- 
ment  éclairés;  mais  leurs  clartés  seront  inégales',  puisqu'elles  ont  pour  mesures 
les  volumes  variables  des  cônes  lumineux  compris  entre  les  points  éclairés  <.  et 
les  lignes  de  contact  du  corps  lumineux  et  dés  côhe^  qui  l'enveloppent. 

89.  Plaçons  maintenant  en  dehors  du  corpè  ïuitiineûx,  un  corps  opaque;  la 
surface  de  ce  dernier  corps  se  divisera  en  trois  parties,  la  première  totalement 
éclairée,  la  seconde  totalement  privée  de  '  himierë ,' Id  troisième  intermédiaire 
privée  de  lumière  partiellement.  L^Sjplace  ieri  dévots  de^  corps  opaque  et  lumi- 
neux sera  aussi  divisé  eh  trois"  parties  sehililablës.  et  pour  le  démontrer,  on 
mènera  par  un  point  quélconqué'du  éôrps  épa^e  ,àh  plan  tangent  à  la  surface 
de  ce  corps  :  ou  ce  plan  né  Vèricôhtrérâ  J3^à  la  ^ùf'fiice  dii  cbrps  lumineux,  ou 
il  le  rencontrera-  De  plus,  eii  lcfeu]f)p6ia'nt^bp2ÀJuèVôii  irinterôeptéra  les  rayons 
de  lumière  qui,  partant  du  corps  iiiniinféWx';^^ôht'  dirigés  Vers  lé  corps  opaque, 
ou  placé  au  delà  de  ce  corps ,  il  b*iritéi*6<îpterài  aucun*  des  fàybns  qui  Féclairent  ; 
eè  qui  présente  plusieurs  cas  que  n8us  aligné  examiner  stacééssivement. 

1**  Le  plan  tangent  à  la  surface  dû  corps  ôpaqiié,  nef  ebcontrepasi  la  siu^^  du 
corps  lumineux ,  et-il  est  placé  éritre  leà  surfaèés  dé  ces  deux  corps.  Dans  ce  cas, 
le  point  de  contact  est  totalement  éclài^éi  if  reçoit  Wute  la  lumière  comprise 
dans  le  cône  qui  a  ce  point  pour  soittmef /et '(jui  est  circonscrit  à  la  siu^face  du 
corps  lumineux; 

a®  Le  plan  tangent  à  la  surface  du  corps  opaque,  ne?  rencontre  pas  la  surface 
du  corps  lumineux,  mais  il  est  placé  dé  manière  que  le  corps  opaque,  et  le 
corps  lumineux ,  sont  du  même  côté  par  rapport  à  ce  plan.  Dans  ce  cas  le 
point  de  contact  est  totalement  privé  de  luihière.  Le  corps  opaque  intercepte 
toute  la  lumière  comprise  dans  le  cône  qui  aurait  ce  point  pour  sommet,  et  qui 
serait  circonscrit  au  corps  lumineux  ; 

3**  Le  plan  tangent  à  la  surface  du  corps  opaque ,  rencontre  la  surface  du  corps 
lumineux ,  et  la  coupe  suivant  une  ligne  courbe  ;  dans  ce  cas^  le  point  de  con- 
tact n'est  que  partiellement  éclairé,  car  le  cône  dont  ce  point  est  le  sommet,  et 
qui  est  circonscrit  au  corps. lumineux,  touche  la  surface  de  ce  corps,  suivant 
une  autre  ligne  courbe  ;  la  portion  de  cette  surface  comprise  entre  la  courbe  de 
contact  et  la  ligne  d'intersection  parlé  plan  tangent  au  corps  opaque,  détermine 
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la  quantité  de  lumière  qui  peut  arriver  du  corps  lumineux  au  point  de  contact 
du  corps  opaque  :  or  cette  lumière  n'occupe  qu'une  portion  du  cône  qui  a  pour, 
sommet  le  point  de  contact,  et  qui  est  circonscrit  au  corps  lumineux;  donc  le 
«point  de  contact  n'est  que  partiellement  éclairé  ; 

4^  Le  plan  tangent  à  la  sur£ace  du  corps  opaque,  est  aussi  tangent  à  la  sur-, 
face  du  corps  lumineux.  En  supposant  que  le  plan  ait  une  épaisseur,  les  deux 
points.de  contact  sont  du  même  coté  de  ce  plan  ou  de  côtés  différens.  Dans  le 
premier  cas,  le  point  de  contact  est  éclairé  par  un  seul  rayon  de  lumière;  le 
cône  lumineux  qui  a  ce  point  pour  sommet,  se  réduit  à  la  ligne  droite  menée 
par  les  deux  points  de  contact;  si  Ton  conçoit  la  surface  développable  engen- 
drée par  un  plan  mobile,  qui  touche  constamment  du  même  côté  de.  ce  plan« 
les  deux  surfaces  du  corps  opaque  et  du  corps  lumineux,  chaque  point  de  la  ligne 
de  contact  de  cette  surface  développable  et  du  corps  opaque  ne  sera  de  même 
éclairé  que  par  un  seul  rayon  de  lumière; 

5^  Le  plan  tengent  à  la  surface  du  corps  opaque  est  aussltangent  à  la  surface . 
du  corps  lumineux  ;  mais  les  deux  points  de  contact  seraient  placés  de  côtés 
différens ,  par  rapport  au  plan  tangent  qui  aurait  une  épaisseur  sensible.  Dans 
ce  cas,  le.  point  de  cqntact  est  totalement  éclairé,  car  il  peut  recevoir  toute  la 
lumière  comprise  dans  le  cône  qui  a  ce  point  ppur  sommet,  et  qui  est  circons*- 
critau  corps  lumineux.  Le  plan  mobile  qui,  dans  chaque  position,  est  tangent 
aux  deux  sur&ces  du  corps  opaque  et  du  corps  lumineux ,  de  manière  que  les 
deux  .^points,  de.  oontajct.  soient^  ^ur  le3  deux  faces  opposées  du  plan  tangent,' 
engendre  un  autre  nappe  de  la  surface  développable  du  cas  précédent,  et  tous 
les  points  de  la  courbe  de  coptact  de  cette  nappe  et  du  corps  opaque  sont  tota- 
lement éclairés.  Pqur  distinguer  ces  deux  nappes,  qui  sont  les  limites  Tune  de 
l'ombre^  et  l'antjre  de  la  pénombiie;  nous  appellerons  la  première  nappe  de. 
r ombre  y  et  la  seconde,  nappe  de  la  pénombre.  U  ombre  est  un  espace  dont  tous  les 
points  sont  totalement  privés  de  lumière^  Is^ pénombre  est  un  espace  dont  chaque 
point  n'est,  quç  partjelleinent  éclairé  ^ar  le  corps  lumineux. 


*  I 


*  1 


90.  Pour  éclaircir  cette  théorie  par  nn  exemple,  on  peut  supposer  que  le  corps 
lununeux  et  le  corps  opaque  sont  des  sphères;  dans  ce  cas,  les  deux  nappes  de 
la  sur&ce  développable  circonscrite  aux  deux  sphères  se  séparent,  et  chacune 
d'elle  est  une  surface  conique  droite.  La  nappe  de  l'ombre  devient  un  cône  droit, . 
dont  le  sommet,  situé  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  des  deux  sphères,  est  au 
delà  de  ces  sphères.  La  nap^e  de  la  pénombre  est  un  second  cône  droit ,  dont  le 
sommet  est  encore  situé  sur  la  ligne  des  centres,  mais  entre  les  sphères. 

Les  lignes  qui  séparent  sur  la  sphère  opaque  la  zone  éclairée  de  la  pénombre,, 
et  Ja  pénombre  de  l'ombre,  sont  deux  petits  cercles  de  cette  sphère,  situés. 

a3 


■ 


dans  des  plans  peipendiculairea  à  la  droite  qui  joint  les  centres. des  deux 

sphères. 

91.  Ayant  déterminé  la  surface  de  1,'ombre  et  dç.la  pénombre,  dans  l'hypo- 
thèse d'un  ^eul  corps  lumineux,  qui  éqljûre  un  seul  corps  opaque ^  ajoutons-y 
un  second  corps  opaque ,  qui  aura  comm^^  le  premier,  son  o|nbre  «t  sa  pénombre; 
alors  les  deux  corps  opaques  se  comporteront  l'im  à  Tégard  de  l'autre,  comme 
le  corps  lumineux  par  rapport  à  chacun  deux.  Un  point  pris  dans  l'ombre  de 
l'un  des  corps  opaques,  sera  en  partie  éclairé  par  l'autre  corps  opaque.  Da^s 
cette  hypothèse,  il  n'y  aura  plus  d'ombre  totale.  Les  points  de  l'espace  seront 
néanmoins  très-inégalement  éclairés;  c'est  cette  inégalité  de  clarté  qui  produit 
ce  qu'on  appelle  ordinairement  ï ombre  d'un  corps*     .  . 

Ainsi  lorsque  des  objets  sont  éclairés  par  le  soleil ,  l'ombre  de  ces  objets  n'est 
pas  un  espace  totalement  privé  de  lumière. 

.  L'atmosphère,  et  tous  les  corps  qui  environnent  les  objets  ,éc^irés.,  réflé- 
chissent la  lumière  dans  tous  les  sens,  et  toutes  les  parties  dq  ^'espace  reçoivent 
plus  ou  moins  de  la  lumière  réfléchie.  On  fait  voir  dans  les  cours  d'optique  le 
contraste  d'un  espace  éclairé  et  d'une  ombre  totale.  L'observateur  est  dans  l'in- 
térieur d'une  chambre  obscure,  dont  les  parois  sont  peintes  en  noir.  Une  ouver- 
ture faite  à  l'une  de  ces  parois  pencnet  à  la  lumière  solaire  d'y  pénétrer  :  on 
reçoit  cette  lumière  sur  un  tableau  blanc  v<ertical.  La  partie  de  ce  tableau 
frappée  par  la  lumière ,  est  parfaitement  éclairée  ;  |e  re^te  du  tableau  est-compte- 
tement  privé  de  lumière  sensible.  L'image  blanche  du  soleil  se  détache  sur 
un  fond  noir;  d'où  résulte  un  contraste  que  nous  jugeons  encore  pl^s  parÊdt 
qu'il  n'est  réellement,  à  cause  d'une  imperfection  de  l'org^pe  de  la  vue,  qui 
nous  porte  à  juger  le  blao.c  qui  est  en  contact  avee  le  n^ir,  plus  blanc,  et 
réciproquement  le  noir  voisin  du  blanc,  plus  noir  qu'il  n'est)|;éeUement. 

*  *    *  ■  • 

g^.  Lorsque  le.foyer^e lumière  cesse  d'être  un  corps étenduauxtix^îs dimen- 
sions, et  qu'il  se  réduit  à  une  ligne  courbç  lumineuse,  un  point  quelconque  de 
l'espace  qui  est  totalement  éclairé ,  reçoit  le  cône  de  lumière  dont  ce  point  est 
le  sommet,  et  qui  a  pour  base  la  courbe  lumineuse.  Interceptant  par  un  corps 
opaque  une  partie  de  la  lumiète  dirigée  vers  un  point,  ce  point  est  dans  la  par- 
tie de  l'espace  que  nous  avons  nommée  (  art.  89  )  pénombre.  Jl  y  aurait  encore 
pénombre,  dans  l'hypothèse  où  la  courbe  lumineuse  serait  plane.  Up  point  situé . 
dans  le  plan  de  cette  courbe  pourrait  ne  recevoir  qu'une  partie  delà  lumière  com- 
prise dans  le  triangle  dont  le  point  serait  le  sommet,  et  qui  aurait  pour  base  la 
courbe  plane  lumineuse; mais  si  Ton  suppose  le  foyer  de  lumière  réduit  à  un 
point,  alors  un  autre  point  quelconque  de  l'espace,  n'est  éclairé  que  par  un 
seul  rayon  de  lumière  dirigé  suivant  la  droite  qui  joint  ces  deux  points;  d'où 
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il  résulte  que  dans  cette  dernière  hypothèse ,  il  n  y  a  aucun  point  de  Tespace  qui 
soU  partiellement  éclairé,  autrement,  qu'il  n*y  a  pas  de  pénombre  possible.  La 
surface  développable  de  l'ombre  devient  une  surface  conique  qui  a  pour  som- 
met le  point  lumineux,  et  qui  est  circonscrite  à  la  surface  du  corps  opaque. 
Lorsque  le  pDint  lumineux  est  à  une  distance  infinie  du  corps  opaque,  la  sur- 
&ce  conique  de  Tombre  se  transforme  en  une  surface  cylindrique ,  é|;alement 
circonscrite  au  corps  opaque,  et  dont  la  génératrice  est  parallèle  aux  rayons  de 
limiière. 

Conclusions. 

93.  L'ombre  et  la  pénombre  d'un  corps  opaque  ont  pour  limites  les  deux 
nappes  de  la  surface  développable,  engendrée  par  un  plan  mobile  constamment 
tangent  à  la  surface  du  corps  opaque  et  à  celle  du  corps  lumineux.  Ces  nappes 
tangentes  à  la  sur&ce  du  corps  opaque  la  divisent  en  trois  zones  :  la  première 
de  ces  zones  est  totalement  éclairée,  la  seconde  totalement  dans  lombre;  la  troi- 
sième est  partiellement  éclairée  ou  dans  la  pénombre.  Cette  dernière  zone  est 
comprise  entre  les  deux  courbes  de  contact  de  la  surface  du  corps  opaque  et 
des  deux  nappes  de  Fombre  et  de  la  pénombre.  Un  point  quelconque  d^  la 
première  courbe  ne  reçoit  du  corps  lumineux  qu'un  seul  rayon  de  lumière  ; 
un  point  quelconque  de -la  seconde  courbe  est  complètement  éclairé,  c'est-à* 
dire  qu'il  reçoit  tout  le  cône  de  lumière  dont  il  est  le  sommet ,  et  qui  est  cir- 
conscrit au  cône  lumineux. 

La  zope  du  corps  opaque,  renfermée  dans  la  courbe  de  contact  de  la  sur&ce 
de  ce  corps  et  de  la  nappe  de  l'ombre ,  est  totalement  privée  de  lumière.  La  lone , 
renfermée  dans  la  seconde  courbe  de  contact,  qui  appartient  à  la  nappe  de  la 
pénombre,  est  totalement  éclairée.' 

Enfin  la  zone  du  corps  opaque ,  comprise  entre  les  deux  courbes  de  contact 
avec  les  deux  nappes,  est ^ sur  ée  corps  i^  limite  de  la  pénombre^  diacun  des 
points  de  cette  courbe  n'est  que  partiellement  éclairé  par  le  corps  lumineux. 

Lorsque  le  foyer  de  lumière  est  réduit  à  un  point  unique ,  ce  qui  comprend 
le  cas  où  les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  entre  eux ,  tous  les  points  de 
l'espace  sont  totalement  éclairés  ou  totalement  dans  l'ombre  ;  il  n'y  a  plus  de 
pénombre.  La  surface^  de  l'ombre  d'un  corps  opaque  est  un  cône  ou  un  cylindre 
circonscrit  à  la  surface  de  ce  corps. 


^■^i 


• 
*  *  *  /. 
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§   IL   DES   OMBRES    SUR   LES   DpSSIW»  X>E   L4.  GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE,   ET    DE   LA 

PEBSPI^CTIVE   LINÉAIRE* 

9/1.  On  sait  que  l'application  la  plus  immédiate  de  la  géomélrie  descriptive 
est  la  représentation  des  corps  sur  deux  plans  de  projections  (art.  l^',  liv.  i*'). 
Chacun  des  points  pris  à  la  surface  <le  ces  corps  étant  déterminé  par  ses  pro- 
jections sur  deux  plans  rectaogulaires  i  ht-  ct)ml»naison  rdes  lignas  droites  ou 
courbes  tracées  sur  les  plans  ^  fera  ^nnaîtreU  forme,  les  diroension»  et  la 
position  respective  des  obj-els  reprédentés.  JEtow.coBoplétei?  ce«e  description, 
on  conçoit  que  les  corps  sontrdftns  un  lQilft9U<^)9Îré ,  qu'ils  sont  eux-mêmes  en 
partie  éclairés,  en  partie  dans^Uombre  )  que  leurombre  se  projette  sur  d'autt'es 
corps  environnans,  ou  sur  las>  plans  dei  ptojwitions.  Les  lignes  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière,  le$<co^^.vlrs  d'ombres  portée»,  en  un  mot  tout  ce  qui 
résulte  de  l'hypothèse  qu'on  a  faite,  sw  la  manière  dont  les  corps  sont  éclairés , 
sert  Vie  base  aux  jugemensi  que  nous ^pocton^  sur  la  forma  el  la  position  respec- 
tive des  objets.  Les  lignes  déterminées  par  cette  hypothèse  -wt  aussi  leurs  pro- 
jections, et  la  construction  de  ces, lignes  est,  dans  Udoc  grand»nombre  de  cas, 
un  complément  nécessaire  de  la  description  géométrique  desi. corps.  La  cons- 
truction de  ces  lignes  n'est  d'aucune  utilité  pour  l'artiste' qui. ae. propose  d'exé- 
cuter en  relief  lin  objet  dont  il  a  les  deux  projections;  mais  elle  est  d'un  grand 
secours  à  l'ingénieur  chargé  de  l'examen  d'un  projet  qufil  nef  connaît  que  par 
des  dessins  et  par  des  mémoires  joints  à  ces  dessin^.'     ..  •     -  * 
'   g5.  11  était  nécessaire  pour  atteindre  le  but  qu'on  s'est  proposé'  eri  détermi- 
nant 4es  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière ,  et  les'  contours  d*otnbres 
portées,  de  faire,  sur  la  manière  dont  les 'corps  sont  éclaîfés',  une  hypothèse 
simple  dont  on  pouvait  prévoir  facilement'  toutes  las  ct)tiééc{oéncès.  Il  était 
encore  important  que  cette  hypothèse  ne  s'écartât  pas  bieaii(5ô\i^  de  ce  qUî  se 
passe  continuellement  sous  nos  yeux.  On- satisfait  a  ce^*fcdriditions ,  en  suppo- 
sant que  les  corps  sont  éclairés  ou  par  des  rayons  de  lumière  parallèles  entre 
eux,  ou  par  un  seul  point  lumineux  dont  la  position  est  donnée;  c'est  ainsi 
que ,  pour  un  instant  donné,  tous  les  objets  terrestres  sont  éclairés  par  le  soleil. 
J^  la  distance  dont  cet  astre  est  de  la  terre ,  lès  rayons  solaires  nous  semblent 
parallèles  entre  eux,  quoique  néanmoins  ils  convergent  sensiblement  vers 

terre. 

L'ombre  des  corps  éclairés  par  la  lumière  d*^uiie  bougie  ou  d'un  quiiiquet, 
diffèrent  d'autant  moins  de  celte  qui  résulterait  cf%n  point  lumineux  unique, 
que  les  dimensiqps  de  la  flamme  sont  plus  petites,  et  dans  tous  les  c^s ,  le  centre 
de  cette  flamme  peut  être  considéré  comme  le  point  lumineux. 


fit 


GÉOMÉTRIE     BESCHIPTIVE^  ]8l 

♦  * 

Des  ombres ,  dans  Vhjpotlàse  où  les  corps  sont  éclairés  par  des  rayons  de  lumih'e 

parallèles ,  ou  par  tut  seul  point  lumineux.  , 

* 

96.  Chaque  rayon  de  lumière  doit»  être  considéré  comme  une  droite  qui 
traverse  tous  les  milieux  transparen»,  et  s'approche  indéfiniment  des  corps 
opaques  en  conservant  toujours  sa  direction  primitive.  Les  rayons  tangens  à  la 
surface  de  chaque  corps  opaque ,  forment)  mi  une  surface  conique  ou  une  sur- 
face cylindrique  tangente  à  la  surface  de  ce  corps,  et  il  est  évident  que  la  ligne 
de  contact  de  ces  deux  suriacee  est  sur  le  corps  opaque  la  ligne  de  séparation 
d!" ombre  et  de  lumière.  Cette  ligne  e^t  en*  général  imé  courbe  à  double  courbure , 
et  dans  quelques  cas  particuliers  ûûe  couit^'  plane;  Chaque  point  de  cette  ligne 
est  sur  la  surface  du  corps  opaque  >  le  point  ^  contact  de  cette  surface  et  d*un 
plan  tangent  qui  pcisserait'pdr  lepoinl  lamineur  ^  ou  qui  serait  parallèle  à  des 
rayons  de  lumièife  dont  la  direction  esli  dontfée. 

La  limite  de  IV^rAbi^'tfrtn  '  corps:  oplkjUé'  quelconcjue  est  ou  une  surface 
conique^  on  utie'Mrfecé  cyHndrique,  Sèlôty'que  la  lumière  part  d*un  point  à 
une  distanùè'finiéiin  infinie  deis  corps  él5tai^és.  La  lijgné  de  séparation  d*ombre 
et  de  lumière  sur  <m  «orps  opaque,  |^ëût  ét¥é  cdùsidërée'  comme  la  ligne  de 
contact  de  la  «tir&ce  de^c^  coirp»  et  de  là  sdtfà'cedèrômbre. 


.1  M 


.  97.  Lorsque  Iq  corp^  o|xaquf  e^t  fuu  poly>ad)rQ  à  Capfss  planes,  les  arêtes  inter- 
sections des  faces  éclairées /^t  de.eeUes  qui  ae  le  «ont  pas^  forment  sur  chaque 
polyèdre  un  pçlygç^ietdopl^eM  gôoéraj  lea  côt^s  ne  sont  pajs  dans  le  même  plan; 
la  pyramide  qui  a  pQiir  base  loe  jv;4yfi;one  et  ipaur  sommet  le  point  lumineux , 
détermine  Nombre  du,  polyèdre^ .çet^e^ombire  se;  (irploage  indéfiniment  au  delà, 
du  polyèdre ,  à  partir  du^ply^ojM  qui  e^JU.  séparation  d'ombre  et  de  lumière. 
Lorsque  les  rayons  4^  laqaif^esont  parallèles  «ntre,  eux , la  pyramide  devient  un 
prisme  qui  a  de  même  pour  base  le  p9l};gpn^  .dont  chaque  côté  est  Tintersection 
de  deux  faces,  l'une  éclairée,  et  rautr^.qui  ne  l'est  pas;  les  arêtes  du  prisme  sont- 
parallèles  aux  rayons  de  lumière*    ;  .    ,  • 

•  98.  L'ombre  d'un^  corps  opaque  ayapt  pour  limite,  I4  partie  de  la  surface^ 
conique  ou  cylindrique  circonscrite  à  la  surface  de  ce  corpSf  qu'on  prolonge 
indéfiniment  au  delà  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière^  tons  le$ 
objets  placés  dans  cette  ombre  sont  totalement  privés  de  lumière;  mais  si  Ton' 
conçoit  un  autre  corps  opaque  pu  transparent,  dont  la  surface  dépasse  celle  de 
l'ombre ,  l'interseiction  de  ces  deux  surfaces  sera  une  ligne  qu'on  appelle  aussi 
ombre  du  premier  coips  opaque,  quoiqu'elle  ne  soit  que  le  contour  de  l'ombre, 
portée  par  le  premier  corps  sûr  lé  second.  Appelant  ombres  linéaires  les  contours 


I 
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d  ombres  portées  par  les  corps  opaques  sur  (d'autres  corps,  et  les  lignes  de  sépa* 
ration  d'ombre  et  de  lumière  ,  qu*on  a  -définies  (  art.  g6  ) ,  la  détermination 
de  ces  ombres  sera  l'objet,  du  paragraphe  suivant;  elle  comprendra  la  perspec- 
tive linéaire  que  nous  allons  définir. 

De  la^perspectwe  linéaire. 

99.  Chaque  point  d'un  corps  éclairé  n'est  visible  que  par  le  rayon,  ou  par  le 
petit  faisceau  de  rayons  de  lumière ,  dont  l^e  est  dirigé  vers  Tœil  d'un  specta- 
teur. Poar  définir*  la  science  quk>n  nomaio  perspective ^  nous  supposerons  qu'on 
ait  placé  entre  l'ceil  du  spectateur  et  les  corps  qu'il  aperçoit,  une  toile  ou  un 
tableau  parfaiteuient  transparent,  de  même  couleur  que  le  milieu  dans  lequel  il 
est  placé.  Quelle  que  soit  la  surface  de  ce  tableau ,  plane  ou  courbe ,  nous  conce- 
vrons que  chaque  rayon  Visuel  qui  le  traverse,  y  laisse  l'impression  de  la  direc- 
tion de  la  lumière^  de  son  ihteosité  efde  tous  les  accidens  qui  déteitninent  les 
effets  d'une  vision  parfaite  :  il  est  évident  que  ce  tableau  devra  produire  sur  l'œil 
du  spectateur  la  même  senssition  que  les* objets  eux-mêmes;  que  supprimant 
les  objets,  le  spectateur  n'en  sera  point  averti,  tant  que  Firnage  sera  sous  ses 
yeux«  Cette  image,  peinte  Sur  le  tableau,  est'une  perspective  complète,  qui  com- 
prend deux  parties  très-distiteles,/]u'on  nomme  j9en^e/iV^/^a«nf,  etperspec-' 
twe  aérienne.  Elle  se  réduit  à  la  pretùière  partie  \  lorsque  les  rayons  visuels,  en  tra- 
versant le  tableau,  n'y  ont  laissé  que  l'impressîôh  dfe  leur  direction.  La  perspec- 
tive aérienne  est  un  art  dont  les  règles  servent  de  complément  à  la  perspective 
linéaire  :  elle  a  pour  objet  de  mettre  sur  diaque  point  du  tableau  la  teinte  et 
k  couletMT^tt  rayon  visuel  qui  passe  parce  point;  les  grands  tableaux  des  peintres 
anciens  et  modernes  prouvent  assez  que  cette  science  est  arrivée  à  un  haut  degré 
de  perfection  :  cependant. elle  n'a  ja^i^iis  été  écrite;  <m  né  Fèpprend  que  dans 
les  atrfiers  de  peinture.  Un  géomètre  qui  serait  à  la  fois  peintre  et  physicien,  et 
qui  considérerait  la  lumière  souslè  t*apport*dêî'art ,  fehîit  un  travail  d'tme  grande 
utilité,  et  qui  manque  presqtve  entièrement  (ï).      ' 

1 00.  D'après  la  défirïitipp^^e  ^^  pe^^pççtive  linéairQ^  ia>  perspective  d'un  point  de 
l'espace  est  sur  ui>  tableau  donné  de  forme  et  de  position,  le  point  d'intersectioii 

,'      ?       M       "..M  ^1    V'i'  M"  >  -V^-'-T. y    ■"  ' I  •'■"** 

(1)  Monge  j^taàX  fortement  oooapë  lie  .plmevm  qQffttiviis  relirtive»  »  là  ^persp«cli¥e  aérienne^ 
On  a  troirré  dans  vès  j^iers  uoe  rëdacUpn.^  \^  leçqn  qii'^fmit  d'aburd-douiée  «aorÉ^des  nor- 
males âe  1 7^5^  et  postérîeapemeiit  à  l'ilcole  poîytechnîfoe.  Le  talent  de  Moi^ ,  «^onuane  profetsevr,. 
i>ril]ait  dans  tout  sott  ëdaf,  lorsqu'il  parlait  de  péiiûure  on  a^architectare.  On  a  rapp^é  des  sonve-^ 
nira  très-agréables  aux  élèves  qni  cm  ed  le  bonlîeuir  dé  l'entendre ,  en  publiant  %t%  Recherche^  sur 
U  Dessm  au  htm  y  avec  sa  Gé^méine  Htâiryrtwe'^  r^ttij^riWeen  i8ao  par  les  soins  îh  M.  Brisson 
et  de  Madame  Tcuye  B^onge,  .  , .  i   ,..  .i  ^  ;  -.  »       >     .     .   .  . 
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de  la  surface  de  ce  tableau  et  de  la  droite  menée  par  ce  point  et  par  Tœil  du  spec- 
tateur considéré  comiàe  un  autre- point  (art.  87  ). 

La  perspective  d'une  ligne  courbe  estlHntersection  de  la  surface  conique  qui 
a  pour  sommet  l'œil  du  spectateur,  et  pour  base  la  ligné  courbe  visible. 

La  perspective  d'une  surface  a  pour  limite  la  courbe  tracée  sur  le  tableau, 
qui  est  la  perspective  d'une  autre  courbe  de  la  surface  qu'on  nomme  contour 
appareni  :  cette  seconde  courbe  est  la  ligne  de  contact  de  la  surface  visible  et 
d'un  cône  qui  a  pour  sommet  Fœil  du  spectateur. 

La  détermination  ^es  ombres  linéaires^  et  la  perspective  linéaire,  ne  com- 
prennent que  ces  deux  problèmes  de  géométrie  : 

I  ^  Trouver  l'intersection  d'une  surface  conique  dont  on  connaît  le  sommet 
et  la  base ,  et  d'une  autre  surface  donnée. 

Ce  problème  comprend  le  cas  où  la  surfaice  conique  devient  une  surface  cylin- 
drique dont  on  connaît  la  base ,  et  qui  a  potur  génératrice  ime  droite  dont  la 
direction  est  donnée; 

a*>  Trouver  la  courbe  de  contact  d'une  surface  donnée,  et  d'un  cône  dont  on 
connaît  seulement  le  sommet. 

Ce  second  problème  comprend  le  cas  où  le  cane  circonscrit  à  la  surface  pro- 
posée devient  un  cylitidre  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  une  droite  donnée* 

La  solution  de  ce  dernier  problème  sert  de  base  aux  constructions  graphiques  ; 
relatives  aux  ombres  et  à  la  perspective  linéaires. 


§  in.  CDirsraucTioirs  graphiques  relatives  aux  okbres  et  a  la  ybrspective 

LlIviAIRES. 

Pu  cone  0u  du  cylindre  tangent  a  une  surface^ 

»ioi .  LoTsquVn  cône  ou  un  cylindre  est  tangent  à  une  sur£ice  donnée ,  un  plan 
quelconque  mené  par  une  droite  du  cône  ou  du. cylindre,  coupe  ïa  surface  sui- 
vant une  courbe  qui  a  pour  tangente  la  droite;  le  point  de  contact  sur  cette 
éreitt  appartient  ii  la  ligue  de  éontact  du  cône  ou  du  cylindre,  et  de  la  surface 
proposée.  . 

La  surface  étant  définie ,  des  plans  verticaux  menés  par  le  sommet  du  cône 
tangent,  ou  paraHèlement  aux  droites  du  cylindre  tangent ,  coupent  la  surface 
suivant  des  lignes  que  l'on  construit  par  la  inétbode  exposée  (livre  i,  art.  59). 

Les  tangentes  à  ces  lignes  inenées  par  fc  sommet  du  cône,  ou  parallèlement 
à  la  géeiératriee  du  cylindre ,  sont  des  droites  du  cône  ou  àa  cylindre  tangent, 
et  Jes  points  de  contact  sur  les  lignes  de  la  surface  proposée  appartiennent  à  la 
ceurbe  de  contact  de  cette  sur&ce  et  du  cône  ou  du  cylindre.  La  construction  de 
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cette  courbe  est  ramenée  à  la  solution  de  cette  question  de  géométrie  plane  : 
par  un  point  donné  hors  d'une  courbe  plane ,  mener  une  tangente  à  cette  courbe, 
ou  lui  mener  une  tangente  qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée  ? 

Cette  méthode,  pour  déterminer  le  cône  ou  le  cylindre  tangent  aux  surfaces, 
s'applique  à  toute  surface  dont  on  "connaît  la  génération ,  et  pour  laquelle  on 
peut  assigner  la  génératrice  qui  passe  par  un  point  quelconque  de  cette  Muface. 
Si  Ton  demandait  la  section  du  côn^  ou  du  cylindre  tangent  par  un  plan  donné, 
on  pourrait  l'obtenir  avec  une  exactitude  suffisante  pour  la  pratique,  ssLns  être 
obligé  de  construire  par  points  la  ligue  de  contact  du  cône  ou  du  cylindre  tan- 
gent et  de  la  surface  proposée.  IL  &u£Glrait  de  projeter  sur  le  plan  donné  la  ligne 
génératriûe  de  la  surface  proposée,  par  des  droites  concourantes  vers  le  som- 
met du  cône,  ou  par  des  droites  paralléle&à  celles  du  cylindre  :  les  projections 
de  cette  ligne,  considérée  dans. toutes  ses  positions,  seraient  touchées  par  une 
courbe  unique,  qui  serait  la  section  demandée  du  cône  ou  du  cylindre  tangent; 
connaissant  la  section  plane  d'un  cône  et  son  sommet ,  ce  cône  est  déterminé, 
.  UoL  cône  ou  un  cylindre  peut  être  inscrit  ou  circonscrit  à  une  ^urface;  dans 
les  deux  cas,  nous  les  désignons  par  cône  tangent^  cylindre  tangent.' Ijà,  détermi*» 
pation  d'un  cône  tangent  comprend  celle  d'un  cylindre  tangent  dont  la  droite 
génératrice  est  donnée  en  direction,  car  le  cylindre  est  un  cône  dont  le  8om<» 
met  est  à  l'infini  sur  une  droite  dont  la  directit^n'Cst  connue. 

I oa.  Le  contour  apparent  d'une  surface  étant  (  art.  i  oo).  la  base  d'un  cône  tan* 
gent  à  cette  surface ,  on  déterminera  ce  cône  par  là  méthode  générale  qui  vient 
d'être  exposée.  Si  l'on  regarde  le  ^mmet  du  cône  comme  un  point  lumineux,  le 
contour  apparent  devient  la  ligne  de5épai*atipn  d'ombre  et  de- lumière  sur  la  sur- 
face* Cette  ligne,  dans  l'hypothèse  des  rayons  lumineux  parallèles,  appartient  au 
cylindre  tangent,  dont  la  droite  génératrice  est  aussi  parallèle  à  ces  rayons. 

Des  deux  méthodes  (art  loi  )  par  lesquelles  on  détermine  le  cône  ou  le  cy* 
lindre  tangent,  il  est  à  ren^qner  que.la  première  sei^ement  donne  le  contpur 
apparent,  ou  Ja  courbe  de  contact  du  cône  et  de  la  surface  proposée.  La  seconde 
donne  seulement  une  section  du  cône  tangent;  néanmoins  ce.  cône  ayant  pour 
sommet  l'œil  du  spectateur,  et  prenant  le  plan  de  la  section  pour  le  tableau ,  la 
section  sera  la  perspective  du  contour  apparent 

*  « 

Des  surfaces  déi^kfyHibl^s  etde  leurs  enveloppes. 

io34  LorsquVne  surface  conique  est  tangente  à  une  autre  surface ,  un  plan  tan- 
gent à  la  première  surface  e&t  aussi  tangent  à  la  seconde  ;  le  contact  du  plan  et  du 
cône  se  fait  suivant  une  arête  de  ce  cône;  Fintersection  de  cette  arête,  et  de  la 
ligne  commune  au  cône  et'àia  surface  détermine  le.  point  de  contact. 4^  cette 
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sorface  et  dupfoxi;  il  suit  <le  eette  coimdératîon  que  la  courbe  de  contact  d'une 
sorSaice  et  d'ua  cÀne  tangoit  à, cette  sorfeecvest  le  lieu  géométrique  des  points 
de  contact  deiaAuvfacet  et  4es  phiDsXivffma  k>]^s^T£aLce  menée  par  le  sommet 
du  cône.  Dana  le  cas  où  la  suvface  jpiopoiée  est  développable,  le  cône  ou  lé 
cylindre  tangent  se  rédiû*  à^uaplan^  et.pour  déterminer  ce  plan,  il  suffît  de 
mener  par  le  somoitst  du  «ène^  un  plaaiqprioaoque  qui  coupe  la  surface  déve- 
loppsMesuivafiitttfie«Quiibe;  la  droite  "laiigeate  à  cette  courbe  menée  par  le 
somiaeM  etvl^rdroite  de  la  surface  ^kéveloppable  qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact ,*  àétenDiotnêle  plan  tangent;  Si  ce.  plan  devait  être  parallèle  à  une  droite 
donnée,  oa  ooi^fierait Jasiufaee  dév.elop|i^blfei  par  un  plan  parallèle  à  cette  droite, 
et  on  meBerailuaelaiigeDteà  lai  section  piarallèle  à  la  même  droite;  cette  droite 
tangente^  vet  la  drciate.de  la  «unfteeidévèioppable  menée  parle  point  de  contact, 
déterjslineÉaûnift  le  .plim  tangent.  Le^penl^  deplaas  taiigens  qu|on  peut  mener 
à  la:surfaod^dével«^abbv 'esbttgal.au  tiondMre  de  tangentes  ^*on  peut  meiier 
par  un  point  diMsné,  ou  paraUèlejBoent  à  une  droite  donnée ,  à  une  section  de  la 
sur£tce  dontJe.pIaopasse^pair  cepoînt,  ou /est  pari^Uèle  à  la  droite  donnée. 

io4«  De  qoelqueMBànîére  qu'une  surface développable  se  meuve,  les  courbes 
qui  résulteotdeiS^iittterbcolioniisuccessivéfi^&paDent  une  seconde  surface,  qui 
est  renv«lo|^dejrjeflp0oe  qèeipj|DColirtia  première  (art.  4^  9  li^*  1  ^^^  Ces  courbes 
étant  connues,  la  lifiiflide  contMOiloila  s^oCtte  ettyelqppe  et  d'un  cône  dont  on 
donne  le  sommety^seca  détenmî^.fia.oficÉf  la  «surface  mobile  considérée  dans 
une  position  quelcomfue  »es^  oaiipée  par^deUBauirfaces  adjacentes  suivant  deux 
courbes  f  et  l'élément  de  surfaHOfidéir^^paMe  t^m^iné  par  ces  courbes^  appar* 
tient  à  la  s^yfaeet^yetpCTpftt^fr  W  pkw^  tyngffit»»  Jai  sucfaee  mobile:,  mené  par  le 
point  donné,  touche.  cettesuiiwie^wyaatrUlie  droite,  et  ^élément  de  la  surface 
enveloppe  suivant  unie  pqjliim  de  iri^tte  dsoift&jdoac  k  point  d'intersection  de 
la  courbe  quiterB9iQie:oet(élitoe^^e|idiK(l%fd|[*oît0  rde4a^  surface  développable  à 
laqudle  appartient jCii9i<aemeiéléR9e^t,;esli^ui^  de  contact  de  la  surface 

enveloppe  de  la)SUx;^aQe.idéiEQl0ppablekddapbfle^eii^  pone  qui  a  son  sommet  au 
point  donnée  . ,    •     •..     i.       i  ,    ^   -  ^r.»   •  ••  .     r*  *•' .' 

Du  cône  ou  du  cylmdm.ùmgmi'0?iu^Mr^kse  em^ppe. 

1  o5.  Nous  déjbe^r^^er^ns  l^^QO^tang!^  (^i*^-  4^  9 

liv.  i^'),  par  une  méthode  particulière  plus  simple,  plus  exacte  que  la  méthode 

Poi^r  XîOfflpyefKlre  te^pBiniîij^^f ^r, JçqggJ  .fifAte^^^ttode  est  Éandée,  il  faut 
coosidéreTiSur,ui^f»yj^8fip#*JB#i|pik  la  caractéristique  de 

ren>:elqppe,  qjii.,^st  (,af^  i^Jà^vXn)^^^^  mobile  avec 

^4 
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elle-même,  et  là  coarbe  dé  contact  avec  un  càm de  même  sonmet  que  le  cane 
tangent  à  l'enveloppe.  Lorsque  ce&  deux  lignes  se  eoupent,  le  point  d'mlencv^ 
tion  appai*tient  à  la  Gomrbe  de  eolitact  de  l'envdoppe  ettlu  cône  demandé;  car 
ïenTeloppe  et  l'enveloppée  ayant  en  ce  point  même  plan  tangent,  ce  plan  patte 
par  le  point  donné,  sommet  du  cône  tangent  j^  l'enreloppe* 

Nous  allons  prendre  pqtis^  exemple»  Ufr  surface»  de  révolution  et  le^  aurfacM 
réglées;  elles  sont  comprises dahs  la  fittaaille  des  surfaces  enveh^pes^  car  les  pre* 
mîères  ont  pour  enveloppées  des  cônes  dmits ,  des  ^bères  ^  ou  des  cylindres 
droits,  qui  ont  pour  bases  les  sectkms  méridiennes  :  elles  ont  pour  caractâris* 
tiques  dés  cercles  ;  les  sut&ees  réglées  ont  pour  enveloppées  des  hyperboloîdes 
i  une  nappe,  ou  des paraboloides  hyperboliques,  et  pour  caractéristiques  des 
lignes  droites.  L'application  de  la  méthode  est  facile  pour  ces*deux  genres 
d'enveloppes,  parce  qu'on  trouve  directement  )mr  chaque  càractiéristique,  le 
point  de  contact  de  l'enveloppe,  et  d'un  plan  passant  pw  le  sommet  du  cône 
tàn^nt  à  cette  enveloppe. 

DiL  cône  ou  du  cjlindre  cifx:onscrit  aux  sur/aces  de  res^olution  et  h  leurs  eweloppes. 

—  De  la  sphère  et  de  ses  en\^eloppes. 

io6.  La  sphère  est  une  surface  de  révolution,  qui  a  pour  axe  l'un  de  ses  dia- 
mètres,  et  pour  section  méridienne  le  grand  cercle  dont  le  plan  passe  par  ce 
diamètre.  \a  coui4>6  de  contact  de  la  sphère  etd'un  cylindrée^  un  {grand  cercle 
dont  te  plan  est  perpendiculaire  à  ladi^te  génératiice  da  cylindre  tangent.  Un 
cône  touche  la  sphère  suivant  le  petk  cercle  d'intersedtion  de  cette  sphère  et 
d'une  seconde  sphère  qui  a  pour  diamètre  lai  distance  du  sommet  du  cône  au 
centre  de  la  première. 

De  quelque  mahière  qu'une  ^hère  constante  ou  variable  de  rayon  se  meuve , 
les  intersections  successives  de  la  sphère  mobile  sont  des  cerdes,  parce  que 
deux  sphères  qui  se  pénètrent  ont  pour  ligne  dHntersection  un  cercle  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  leurs  cenbres  (art.  i86,  liv.  i*^'). 
\jà  sphèse  mobile  considérée  dans  une  position  quelconque^  étant  coupée  par 
les  deux  sphères  adjacentes  suivant  deux  cercles,  la  zone  sphérique  comprise 
entre  ces  deux  cercles  est  un  élément  de  la  surface  enveloppe,  lieu  des  in  ter* 
sections  successives  de  la  sphère  mobile.Lorsque  le  cercle  qui  termine  cet  élément 
est  rencontré  par  le  cercle  de  contact  de  la  sphère  mobile  et  du  cône  dont  on  con- 
naît le  sommet ,  les  points  de  rencontre  appartiennent  à  la  ligne  de  contact  de  la 
surface  enveloppe,  et  du  cône  tangent  à  cette  surfece;  car  les  plans  tangens  à 
l'enveloppé ,  menés  par  ces  poi»ts,  passeraient  par  le  sommet  du  cône  (art.  io5). 

Si  la  surface  enveloppe  de  la  sur&ce  mobile  se  mouvait  elle-même  suivant 
mie  loi  donnée,  elle  engendrerait  une  nouveHe  surface  enveloppe.  Goamaissant 
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pour  chaque  position  cje  la  première  enveloppe  sa  caracierUiiqM  (art.  io5),  et 
la  Ugne  de  contact  <Je  cette  enveloppe  mobile  avec  le  «pne  ^ui  im  est  tan- 
cent,  Tintersection  <le  ces4euK  Ugiies>  serait  up  point  de  la  ligne  de  contact  de 
la  seconde  enveloppe,  et  du  cône  tangent  à  cette  envel^pe.  Il  en  serait  de 
même  de  toutes  les  enveloppes  sucoessives ,  qui  dériveraient  de  \%  mémf  sur- 
face primitive ,  pour  lesquelles  on  détemiaerait,  par  de>  procédés  analogues^ 
leurs  lignes  de  contact  avec  un  cône  dont  le  sommet  serait  donné. 

Du  coae  tangent  a  une  sur/ace  de  réifolution. 

107 .  Une  surfece  de  révolution  peut  être  Gonsidéréecomme  l'enveloppe  00  d'un 
cône,  QU  d^une  sphère,  ou  d'un  cylindre  mobile;  d'où  l'on  déduit  trois  mé- 
thodes pour  déterminer  la  courbé  de  contact  de  cette  surface ,  et  d'qn  cône 
qui  lui  est  tangent. 

Qu'on  imagine  par  un  point  quelconque  d'une  surface  de  révolatioa  deux 
plans, l'un  perpendiculat re  à  Taxe ,  €4  l'autre  passfint  par  Tas»;  la  section  du  pre- 
mier plan  est  un  cercle,  et  la  section  du  second  plan  une  courbe  méridienne.  La 
tangente  à  cette  courbe  menée  par  le  point  de  rencontre  des  deux  sections, 
rencontre  l'axe  de  révolution  en  un  point,  et  ce  point  est  le  sommet  d'un  cône 
droit  tangent  à  la  surface ,  qui  a  pour  base  la  section  circulaire.  Il  n'y  a  aucun 
cercle  de  la  surface  de  révolution ,  qu'on  ne  puisse  regarder  comme  la  couilie 
de  contact  de  cette  surface,  et  d'un  cône  droit  qui  aurak  son  son^met  sur  t'axe  de 
révolution  ;  d'où  il  suit  qu'une  svHHTace  4e  révolution  est  l'enveloppe  de  l'espace 
que  parcocurt  un  cône  droit,  qui  varie  de  manière  que  sa  base  ^tant  on  cei:^e  de 
la  surface  de  révolution ,  sa  géoéralrioe  est  une  tangente  à  la  section  méridienne , 
menée  par  le  point  où  cette  section  coupe  }a  ba$e  circulaire  ;  le  sommet  du 
cône  mobile  étant  coti<»tamment  sur  l'axe  de  révolution,  ses  intersections  suc-^ 
cessives  sont  des  cercles  de  la  surface  -de  révolution.  Considérant  le  cône  droit 
dans  une  position  quelconque ,  et  menant  par  le  sommet  du  côni&  qui  doit  être 
tangent  à  la  surface  de  révolution ,  un  plan  tangent  au  cône  droit ,  farête  de  con- 
tatct  sur  ce  cônc/et  su  base  circulaire  se  couperont  en  un  point;  ce  point  appar* 
tient  à  la  ligne  de  contact  d^la  surface  de  révcAution  et  du  cône  tangent  à  cette 
sur&ce,  dont  le  somn^t  est  donné  hors  la  surlace;  car  le  plan  tangent  à  la 
surface  de  révolution,  mené  par  le  point  ainsi  déterminé,  passerait  par  le  som- 
met du  cône  inscrit  ou  circonscrite  - 

io8.  Une  sphère  mobile  qui  aurait  successivement  pour  rayons  ^  les  parties  de 
normales  à  la  ^section  méridienne  d'une  surface  de  révolution,  comprises  entre 
la  section  et  l'axe  de  révolution,  et  de  plus  pour  centres  les  points  de  rencontre 
des  normales  et  de  l'axe,  engendrerait  la  sur&eede  révolution,  fl  y  a  pour  chaque 
position  de  la  sphère  mobile  (art.  106),  4a  mratîéristique  de  son  enveloppe ,  qui  est 
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un  cercle  de  la  surface  de  révolutîoii;  ce  cercle  est  coupé  par  le  cercle  de  con- 
tact de  la  même  sphère  mobile  et  do  cône  dont  le  sommet  est  donné;  Tinter* 
section  de  ces  deux  cercles  appartient  à  la  ligne  de  contact  de  la  sur&ce  de 
révolution  et  du  cône  -tangent  à  cette  surface.  > 

109.  Chaque  section  méridiàme  d'une  sur&ce  de  révolution  étant  jconsidéréc 
comme  la  base  d'un  cylindre  dont  les  arêtes  sont,  pecpendicuiatres  au  plan  de  la 
section,  ce  cylindre  est  tangent  à  la  surÊice;  £«isantiz^UTptr  ce  cylindre  de  ma- 
nière que  sa  base  se  trouve  successivement  dans  les  difFérens  plans  méridiens  ^ 
ses  intersections  successives  seront  les  sections  jaiâ:*idîennes  :  or  il  y  a  pour 
chaque  position,  du  cylindre tmobilç,  la  earaciénstifiietpj^i, e^Vune  section  mé- 
ridienne de  l'a' Surface ^  et  TaréCe i^e  coptact  avec  le  pUn  tangent  au  cylindre, 
mené  par  le  sommet  du  oône  donné;  Tinterseotion'  de  ratréte  et  de  la  section 
détermine  un  point  de  la  coUrbe  de  contact  de  la^.sur&ce  d<9  révolution  et  du 
eàné  inscrit  ou  circonscrit  à  cette  surface^  o     .  ,>../..'  t    1 

io6.C^s  trois  méthodesnes'appUq^entpasseukmetitJiiareeherchedela  courbe 
de  contact  d'une  surface  de.xévoluticoiitet  dlun  câqe  dpnt  le  sommet  est  donné; 
elles  serviraient  aussi  à  trouver  ceitei courbe  dans  le  cas  où  le  sommet  du  cône 
étant  à  Tinfini,  le  cône  tangent  deviendrait  un  cylindre  tangent.  La  surface  mo- 
bile  génératrice  de  la  surface  de  révolution,  étimt  un  cône  ou  un  cylindre ,  on 
amènerait  un  plan  tangent  à  cette  surfiaK^e.paralIèle  à  la  droite  génératrice  du 
cylindre,  et  ce  plan  tangent  serait  substitué  à  celui  qu'on  aurait  mené  par  un 
sommet  donné.  Regardant  la  sphère  comme  la  génératrice  de  la  surface  de  révo- 
lution, on  construirait  pour  chaque  position  de  la  sphère  mobile,  le  gipaud  cercle 
suivant  lequel  cette  sphère  est  touchée  par  un  cyiindre  dont. les  arêtes  sont 
parallèles  à  celles  du  cylindre  tangent  à  la  surface- dc.r^voliiition;  l'intersection 
de  ce  grand  cercle,  et  du  petit  cercle  commun. à  la  sphère  et  à  la  surface  de 
révolution,  déterminerait  un  point  de  la  ligne  de;conta<)t  de  la  surface  de  révo- 
lution et  du  cylindre  tangent. 

. .  On  ferait  pour  les  enveloppes  successives  d'une^  surfa^ce  de  révolution  quel- 
conque, les  mêmes  raisonnemens  que  pour  l^s  enveloppes  successives  de  la 
sphère  (art.  106  );  la  caractéristique  d'une  enveloppe  queloonqU(e,  et  la  ligne  de 
contact  d'un  cône  avec  la  surface  m<diile  qui  contient  cette  caractéristique,., 
déterminent  par  leur  intersection^  un  point  de  la  ligne  de  contact  de  la  surface  ' 
enveloppe  et  d'un  cône  tangent  à  cette  surface. 

Du  cône  tangent  à  une  surface  réglée, 

III.  Avant  de  construire  la  coutbe  de'contact  d'un  cône  <vu  d'un  cylindre  et  d'une 
surface  réglée,  rappelions  ce  qui  a  été  dit  (art*  1 44  ?  i»v.  1*'}  sur  le  plan  tangent 
à  cette  surface.  On  a  fait  voir  que- ce  plan  à  la  fois  tangent  et  sécant,  coupe  la 
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surface  réglée  suivant  une  courbe  qui  contient  le  point  de  contact;  et  comme 
ce  point  est  aussi  sur  la  droite  de  la  siu*face  par  laquelle  on  a  mené  le  plan 
tangent,  l'intersection  de  cette  droite  et  de  la  courbe  détermine  sa  position. 

La  surface  réglée  la  plus  générale,  est  engendrée  par  une  droite  mobile  qui 
s'appuie  sur  trois  courbes  données. 

Soient  Afi ,  A'B',  A"B"  trois  courbes  quelconques  d'une  surface  réglée  (  pi.  5, 
fig.  c)\  la  droite  mobile  prend  successivement  les  positions  AA' A",  BFB".  La 
droite  kklhl'  rencontre  les  trois  courbes  données. aux  points  A^  A',  A-',  et  si  l'on 
mène  par  ces  points  les  tangentes  kk,  M^j  k'h,  la  surface  engendrée  par  une 
•  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  ces  trois  tangentes  aux  courbes  données,  est  tan*- 
gente  (art  i33,  liv.  i^')  à  la  [surface  réglée  générale  suivant  la  droite  AA'A".  qui 
leur  est  commune.  Les  deux  surfaces  se  touchent  suivant  cette  droite,  parce 
quelles  ont  un  élément  gauche  commun  kkK*add\  Nous  avons  démontré  qu'un 
plan  passant  par  la  droite  AA'A",  et  tournant' autourde  cette  droite,  était  dans 
toutes  ses  positions  tangent  à  la  surface  réglée  particulière,  qui  a  pour  direc- 
trices les  trois  droites  AX:,  Aï,  A-'A;  d'où  il  suit  que  ce  plan  est  aussi  tangent  dans 
.  toutes  ses  positions  à  la  surface  réglée-  générale ,  et  pour  chacune  de  ses  positions, 
le  point  de  contact  est  le  même  pour  les  deux  surfaces.  Ainsi,  ayant  déterminé 
ce  point  sur  la  surface  réglée  particulière  que  nous  avons  nommée  hjrperboloide 
à  une  nappe  ^  il  l'est  aussi  sur  la  surface  réglée  générale. 

L'hyperboloide  tangent  à  la  surface  réglée  devient  (art.  1 349  l^v.  i^**)  un  para* 
.  boloide ,  lorsque  les  trois  droites  directrices  de  la  première  surface  sont  paral- 
lèles à  un  même  plan. 

1 1  ^.  Connaissant  pour  chaque  position  de  la  droite  mobile  génératrice  d'une 
surface  réglée,  l'hyperboloide  ou  le  paraboloide  tangent,  le  plan  mené  par  cette 
droite  et  par  le  sommet  du  cône,  tangent  à  la  surface  ^  touchera  l'hyperboloide 
eu  le  paraboloide  en  un  point  qui  sera  déterminé  ;  ce  point  appartient  à  la  courbe 
de  contact  du  cône  et  de  la  surface  réglée  générale.  Lorsque  le  plan  mené  par 
la  droite  de  la  surface  est  parallèle  à  la  droite  génératrice  du  cylindre  tangent, 
il  touchera  rhyberboloide  ou  le  paraboloide  en  un  point ,  qui  sera  sur  la  courbe 
de  contact  du  cylindre  et  de  \dc  surface  réglée.  La  courbe  de  contact  du  cône  ou 
du  cylindre  tangent  sera  donc  déterminée.  Dans  le  cas  où  l'on  ne  connaît  une 
surface  réglée  ique  par  la  loi  du  mouvement  de  sa  droite  génératrice,  et  en  sup- 
posant que  les  tangentes  à  cette  surface  qui  déterminent  les  hyperboloides  ou 
paraboloides  tangens  neso^tpaç  données,  on  peut  encore  construire  la  courbe 
de  contact ,  en  remarquant  que  le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  tangent  et 
parla  droite  de  la  surface  réglée,  est  tangenJt  à  cette  surface.  En  effet  ce  plan, 
qpioiquie.  tangent,  conpe  toutes  les  droites  de  la  surface  réglée,  placées  de 
chaque  côté  de.  la  .droite  p^r  laquelle  on  l'a  mené  ;  or  les  points  d'intersection 
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(art  r44,  Uy-  î*'')  forment  sur  la  surface  une  ligne  dont  la  tangente  est  dans 
le  plan  de  la  courbe  ;  donc  ce  plan  est  tangent  au  point  dé  la  surface  où  h, 
courbe  et  la  droite  de  cette  surface  se  rencontrent ,  puiscpi'il  contient  nne  tan» 
gente  à  cette  courbe,  et  une  droite  de  la  surface  qui  est  sa  pîx>pre  tangente;  le 
point  de  contact  du  plan  tangent  est  à  Tintersection  de  la  courbe  et  de  la  droite 
de  la  surface.  D*après  cette  considération^  on  déterminera  chaque  point  de  la 
coirrbe  de  contact  d'un  cône  ou  d\m  cylindre  tangent  à  une  surface  réglée,  par 
l'intersection  d'une  droite  et  d'une  courbe  construite  par  points.  La  détermina- 
tion de  cette  courbe ,  au  moyen  de  l'hyperboloide  ou  du  paraboloide  tangent , 
est  bien  préférable ,  puisqu'on  trouve  chaque  point  de  la  courbe  de  contact  pair 
n^tersection  de  deux  droites. 

Si  l'on  demandait  le  cône  tangent  à  la  surface  enveloppe  de  Tespace  que 
parcourt  une  surface  réglée ,  on  déterminerait  pour  chaque  position  de  la  soif- 
face  réglée  mobile ,  la  caractéristique  de  l'enveloppe,  et  le  cône  de  même  sommet 
que  le  cône  demandé ,  tangent  à  cette  surface  réglée  mobile;  la  courbe  de  con- 
tact de  ce  cône  et  de  la  surface  mobile  rencontrerait  la  caractéristique  de  l'en- 
veloppe, en  un  point  de  la  ligne  de  contact  de  cette  enveloppe  et  du  cône 
qui  lui  est  tangent.  , 

Des  points  limites  de  la  courbe  de  contacl  d'une  sur/itce  donnée  et  d'un  cône  ou  d'un 

cylindre  tangent  à  cette  surface. 

ïi3.  Le  mode  de  génération  des  surfaces,  en  détermine  la  forme/  et  lors- 
qu'on demande  un  cône  ou  un  cylindre  tangent  à  ces  surfaces ,  on  les  suppose 
prolongées  indéfiniment,  de  manière  que  la  courbe  de  contact  ait  toute  l'é- 
tendue dont  elle  est  susceptible.  Cette  hypothèse  convient  aux  généralités  de 
la  géométrie;  mais  les  corps  éclairés  et  pour  lesquels  on  demande  les  lignes 
de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  sont  terminés  par  des  surfaces  qiii  ôrit 
pour  limites  les  arêtes  ou  les  lignes  communes  aux  sur&ces  adjacentes,  et  on 
ferait  im  travail  graphique  inutile,  si  Fon  construisait  les  contours  des  ombres 
portées ,  ou  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  himicre,  hot*  de  ces  limites. 
Pour  éviter  ce  travail,  on  considérera  chaque  arête  de  la  surface  d\m  corps 
de  deux  manières,  4*abord  comme  la  base  d'un  cône  qui^auraît  son-sotnm^ 
au  point  lumineux,  ensuite  comme  la  ligne  de  contact  de  la  surface  du  corps,  et 
d'une  surface  développable  qui  serait  le  lieu  des  intersections  successives  des 
plans  tangens  au  corps  menés  par  les  points  de  l'arête. 

La  surface  du  cône  lumineux  qui  a  pour  base  l'arête  du  corps ,  rencontrera 
les  lignes  qui  portent  ombre  sur  ce  corps  en  des  points  ;  et  les  rayons  de  lumière 
menés  par  ces  points ,  couperont  la  surface  du  corps  en  d'autre  points  qui  seront,^ 
sur  l'arête  de  ce  corps,  des  points  limites  du  contour  des  ombres  portées. 
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'.  Ayaûl  meiié  par  le  point  lumineux  un  plan  tangent  à  la  surfsice  dévelpppabie 
qui  pa^e  par  i'aréte  du  corps,  la  droite  de  contact  coupera  cette  arête  en  un 
point  qui  sera  une  limite  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  le 
corps. 

Si  le  poûfit  lumineux  est  à  l'infini ,  le  cône  lumineux  qui  a  pour  base  l'arête  du 
corps  proposé,  se  change  en  un  cylindre  dont  la  droite  génératrice  est  paral- 
lèle au  rayon  de  lumière^  et  le  plan  tangent  à  la  surface  développable,  est  aussi 
parallèle  à  ces  rayons» 

.  Nous  ferons  l'applicution  de  cei  paropositions  à  la  détermination  de  l'ombre 
-d'une  vis  triangMlaire. 

Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  d'abord  considérer  les  lignes  de  sépara- 
tion d'ombre  et  de  lumière  sur  les  corps  simples  de  la  géométrie ,  tels  que  le 
polyèdre  à  faces  planes ,  la  sphère ,  le  cylindre  et  le  cône  droit ,  et  déterminer 
les  ombres  portées  par  des  droites  ou  par  des  cercles  donnés ,  sur  quelques-unes 
^e  ces  sttr£aices. 
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De  r  ombre  ctunpolj^èdre  a  faces  planes. 

T 1 4*  Lorsqu'un  polyèdre  est  éclairé  par  des  rayons  de  lumière  parallèles  entre 
eux,  l'ombre  de  ce  corps,  ou  l'espace  quHl  prive  de  lumière,  est  un  prisme  dont 
chaque  face  est  dans  un  plan  mené  par  une  arête  du  polyèdre  parallèlement 
aux  rayons  de  lumière.  Le  système  d'arêtes  qui  forment  sur  le  polyèdre  la  ligne 
de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  est  déterminé  par  cette  considération , 
que  chacune  d^eUes  efl^t  l'intersection  de  deux  feces ,  Tune  édaîi^  et  l'autre  dans 
l'ombre ,  et  que  ces  faces  sont  placées  du  même  côté  par  rapport  au  plan  qui 
contient  Fombre  de  rareté.  Si  par  un  point  quelconque  d'une  arête  de  polyèdre, 
cm  mène  une  parallèle  aux  rayons  de  lumière ,  cette  parallèle  ou  son  prolon* 
gement  sera  dans  Fangle  des  deux  faces  dont  elle  est  Tinlersection,  ou  en  dehors* 
Siàns  le  premier  cas ,  les  deux  faces  seront  ou  éclairées  ou  dans  Nombre.  Dans 
'le  second  cas ,  Tune  sera  éclairée  et  l'autre  dans  l'ombre,  et  on  sera  assuré 
que  leur  intersection  appartient  à  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

Les  faces  du  prisme  d'omt^e  étant  connues,  on  cherchera  les  lignes  d'inter- 
section des  plans  qui  forment  ce  prisme,  et  des  surfaces  planes  ou  courbes  qui 
terminent  les  corps  dont  la  position  par  rapport  au  prisme  est  connue  ;  ce$ 
lignes  seront  les  contours  des  ombres  portées  sur  ces  corps  par  le  polyèdre. 
Leur  construction  est  une  application  très-simple  de  la  géométrie  descriptive  ; 
et  pour  en  montrer  un  exemple»  nous  supposerons  qu'il  faille  trouver  l'ombre 
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d'une  cheminée  sur  un  comble.  La  solution  de  cette  question  se  rédiât  à  trou- 
ver Tombre  d'un  point  et  l'ombre  d'une  droite  sur  des  plans  donnés  :  or,  Tombre 
d'un  point  est  sur  la  droite  menée  par  ce  point  parallèlement  au  rayon  de  lu- 
mière, et  l'ombre  d'une  droite  est  dans  un  plan  conduit  par  la  droite  parallèle- 
ment  à  ce  rayon  de  lumière,  en  sotte  qlié  là  droite  étant  verticale,  le  plan  qui 
contient  son  ombre  est  aussi  vertical  ;  dônfe  les  parallèles  au  rayon  de  lumière 
menées  par  des  points  donnés ,  et  les  plans  parallèles  au  rayon  de  lumière  me- 
nés par  des  droites  données ,  rencontrent  les  pIShs  ou  les  sur&ces  aussi  donnés, 
suivant  des  points  ou  des  lignes  qui  détermin'éilt  les  ombres  des  points  et  des 
droites ,  qu'on  suppose  éclairés  par  des  rayons  de  lumière  parallèles  entre  eux. 

•  •  •  •  • 

De  Combla  d'une  cheminée  sur  un  comble.  (PL  i .  O.) 

11 5.  La  cheminée  porte  ombre  sur  un  comblé  de  bâtiment ,  et  pour  décrire  le 
bâtiment,  nous  le  rapporteroqs ,  suivant  Fusage  des  architectes,  à  trois  plans, 
l'un  horizontal,  qu'on  appelle  simplement /^/o/i,  et  les  deux  autres  verticaux, 
qu'on  nomme  élévation  ^X. profil. 

Description  du  bâtiment,  {Jig*  \j  a,  3.) 

11 6.  Le  plan  de  te  bâtiment  [Jig:  i)  est  un  rectangle ÂBCD ,  dont  les  côtés 
AB,  BC,  CD  représentent  les  faces  verticales  extérieures  de  trois  murs  droits. 
Le  long  de  ces  murs  règne  une  corniche  dont  la  saillie  est  la  même  sur  les  trois 
faces.  Les  filets  extrêmes  de  cette  corniche  se  projettent  sur  le  plan  (y%-.  i), 
suivant  les  droites  ËF,  FG,  GH^  La  portion  de  corniche  correspondante  au  petit 
côté  BC  du  bâtiment  se  termine  aux  deux  plaitt  verticaux  ^  dont  les  traces  hori- 
zontales BF,  CG  divisent  en  parties  égales  les  angles  droits  EFG ,  FGIL 

Le  comble  du  bâtiment  a  la  forme  d'\m  prisme,  dont  les  arét^  soni  horizon- 
tales, et  qui  a  pour  base  un  triaqgle4ont  le  plan  est  incliné  parjrapportau  plan 
horizontal  On  nomme  en  charpente œtte  partie  triangulaire  du  comble,  corres*** 
ponds^nte  au  petit  côté  du  bâtiment^  croupe  droite;  l'autre  partie,  formée  de  deux 
plans  également  inclinés  par  rapport  à  l'horizon ,  se  nomme  long  pan.  La  droite 
intersection  de  ces  plans  s'appelle  ligne  de  couronnement  du  comble.  Le  triangle 
KMN  ijig'  i)  est  la  projection  horizontale  de  la  croupe;  les  trapèzes  IKLM, 
IKON  sont  les  projections  des  longs  pans  ;  la  ligne  de  couronnement  a  pour 
projections  {Jtg.  i  et  a)  les  droites  IK,  l'K';  les  lattis  de  long  pan  et  de  croupie 
se  prolongent  jusqu'à  l'extrémité  de  la  cortiiche.  Trois  surfaces- cylindriques, 
telles  que(NMFG,  N'G')  (^g*.  i  et  a),  raccordent  les  plans  inclinés  4es  trois 
lattis  et  le  plan  horizontal  supérieur  de  la  corniche.  Le  raccordement  se  fait, 


r'siMT  la  corniche,  suiyant  les  horizontales  qiii  ont  pour  projections  ks  droites 
HG;GP,  FE  (^^.  i) ,  et  la  clroitp  unique  GH'  (^g.  a);  a*  sur  les  pïans  des  lattis, 
suivant  les  horizontales  dont  les  projections  sont  ON,  NM,  ML  {J!g.  i),  et  C/N' 

Le  comble  est  traversé  par  une  cheminée,  dont  les  quatre  faces  verticales, 
extérieures  coupent  le  plan  du  lattis  de  long  pan ,  suivant  un  parallélogramme 
qui  a  pour  projections  (^g.  i  et  a)  aicd,  dbdd.  Les  côtés  cuL^  cb  du  parallélo- 
gramme abcd^  prolongés ,  coupent  la  projection  horizontale  KNG  dé  l'interscc-  ' 
tion  des  plans  de  lattis  et  de  croupe,  aux  points  z,^'.  Élevant  les  perpendictilaires 
zzj  9^  à  l'intersection  des  plans  de  projections  C/%.  i  et  a),  qui  coupent  la 
droite  K'N'  aux  points  z',  ^',  et  menant  par  ces  points  les  horirontaiès  £hd^  vdc^ 
on  aura  ia  projectiop  verticale  dtfcd  qui  correspond  &  la  projection  hont^on- 
taie  aJbcd  de  la  section  de  la  cheminée  par  le  plan  du  lattis  de  long  pan*    ' 

Lies  quaU^e  faces  intérieurj^s  coupent  ce  plan  du  lattis  suivant  un  autre  paraU 
lélogramme,  qui  a  pour  projections  {^Jig*  i)  a/9>J^-  Le  bandeau  de  ta  cheminée 
a  pour  projection  horizontale  efgh  {Jîg.  i) ,  et  pour  projection  verticale  {^g*  2  ) 

Le  comble  et  la  cheminée  étant  éclairés  par  des  rayons  de  lumière  parai* 
lèles  à  la  droite  (ST,.ST),  oh^ demande  i®  le  système  de  droites  qui  séparent 
l'ombre  de  la  lumière  ;  a^  les  ombras  portées  par  les  lignes  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière ,  sur  le  corps  de  cheminée  et  sur  les  trois  ^lanfs  du  comble 
qu'on  nomme  longs  pans  et  croupe ,  plans  qui  se  rencontibent  au  point  (K ,  K')  de^ 
la  ligne  de  couronnement  (JlIi^KT). 

Lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  la  cheminée. 

1 1 7.'  Eafaisant  abstracticm  du  creux  de  la  cheminée  et  de  son  ouverture  supé* 
rieure  {afiyJ^^  ^jT),  ^  bandeau  est  un  prisme  plein,  qui  a  pour  projections 
horizontale  et  verticale  les  deux  rectangles  ç/^A,  e'f^H.  La  ligne  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière  stir  ce  prisme,  se'compose  de'la  verticale  (A,  A/^),  des 
deux  horizontales  (4^/')>  (>^»  ^' f^^  ^^  ^^  verticale  {e^eg),  et  des  deux  hori- 
zontales (^eg,^)j  (gh,  gfk').  La  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  le 
corps  de  la  cheminée ,  se  réduit  aux  deux  Tcrftcales  (  a^  a' a"  ),  (  b^  bîf.  ) 

Ombre  du  bandetm  sur  la  eheminée. 

i  i8«  Lé  contour  dénombre  que  le  bandeau  porte  sur  la  cheminée,  se  coippbse; 
de  l'ombre  portée  par  le&  horiiaontales  (f  A,  gh  >,  {eg^if)  sur  les  faces  verticales 
èc,  ca  {Jig.  i)  du  coffps  de  la  cbemiftée.  En  œeôant  pw  le  point  g  {fig.  a  )  une 
parallèle  âr's  à  •»  projection. verticale  SX'  du  rayon  de  lumièfe,  elle  coupe  la 
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i  point  ^9  p 
taie  (é^f/ê^jdu 
L'ombre  du  point 
(  h-JT'i  hir')  au  rayoii  (le  liimieré'  x  oV^ 
fece 

(A; 

lrerti( 

fc/fcf.  i)  dû  côrbs  dé  cKieimnëè. ^  '  '  '  '  '^  "/'/  ^'"'^'M  '^•'"  *'"'!  ^""•*  -"'  "'  '-"^  "j 

'      ,i    •    ■'  -'.  M  1-1  altitaosnoH  noilo-^ioiq  woq  G  j*j(jxni3if:>  ol' îjioo  îil 
croupe.  Cette  is^t^  p^\m%i^f>^^  ^j^xs'^  6Sê'J^9ùft»t»Mii<if«*J|>WîW 


plaq  de  croupe  au  ^m^{jy  j'i^ç  lwk^!tfiî^hfëJ!;>(<è^  W^^  ^^^^p^^M 
rorobrequiest  pprtée  pff4'4WH2^«»Jfe^Wé';il[^ J^/»lff«f  PteJl^^t-itloiirtfi* 
projection  hQrizoptale  ^sf,  ;i9,(efeo%lbI<i§»ft#^&îi^(fil»l<«^ifiWJ>f.}f  ^|9^ 
MN'au  pointR  de  la  droite  M])<^,  quon  détermine  en  nièi^.i|^]pa^.l^r|f(i^^^ç 

rhorizontaïè , (^A ^/K ) .pf P^pj^  ^, p^f qf  (^^'à,.»^^«ffl«!U^(fy» i/k:v^\k- 

la  projection  hprizoû^tate  ^;r  4ftÇ^^ieM^Wt^'F9»pite^%«¥A?Wî^HW^'^ 
Vombre  de^Ia  y^C2XeXl^^]l?^^\lfei[^y^^e^^j§s^fils^^j^^ 

qui.rcnçont^  H,  4r?^P, .'^7<iPfplWW^«  rft»i  BW5?  alî^MBï'Çftmi^toRFR'lfl**^® 
èpupe  la  droite  ^A;?^,I?PHï^^p  <îf^<«j<?ffPFMfflM^KW»iÇ^?ffifrff^H**^^^^ 

çjoirt  //R  est,. la,  ppjçetipij„%^n|^e,3l,eg  ttS^-Mi  Û'^i^Û 


oinbre$.  q^^eiIps  pôf;tep,1:  s^fj  îf  ji4ftft^f.4ft4^i?fi^f  .^ftRçiî«ïtf  ff^^S**..  .. 
projections  hori^piïtal^^^^fi^,qr9Jtjiç^.^^ç,3JS^ 


^?  ,!'kçpK^  ^f^lçç^iwifofl^^^Vm^  lf»^^f^^    jÊ<(^i^R5  AbJkéoiff  ^iî^.- 
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est  la  proieclidiihonzèp^ale  de  1  ombre  portée  narl^^  siirlé^latfU 

rayon  de  lumière,  s 


f^.^.^":?»li«  C^#)  Pr,^  f  î^f^rf^oMafff  4?Ç  te'«  fl«.»«"ê; pan .  et,  pour 

du  lattis  dé  long  pan  aut  p8ihtlr{«,  «),(«,•  )•  ta,  droite  j-j»  Ç^^.^,)  «^Oiqpe  1,^ 
droite  ca3  au  point  a,  extrémité  de  la  droite  a3,  projection  tiorizontaîe  de  l'ombre 
de  l'arête  vertia»le><<«»  e(g\}.Atfi^n^m^  H9,UkVimbit  ^  kL\«éiHcale  (a,  «'a') 
du  corps  de  cheminée  a  pour  projection  horizontale  la  parallèle  ai  à  ST,  et  cette 
p*àBêlè'<feiiiSe-fedr<fiiië  tff '*i'j)Wnf>i'|«^ftiirïidit\ue  le  contour  deVomire 


layiff.'^rY»  p''^i'j^'-3rj^noia\tun^Krv9i  egai  a  ceiuides  deux' lattis  dé  long 
i^À;  'be'ieéttiiil  yank^âé  phjeikb)é'Ùéi\^bl^màiisiiliiK-  et  ii6ùs'-à'«in  feront 
M?èkejlië4J«« A^9flftlMQ)^'^te>*ti3flèrté^ c^^^'omatià  lés  pï^ns  àé  proi 


péiâii^j^à^  5^^  iàîÀ^Wi  S^'V ^^^nt't:^^,  »)  .  honzonl^le  4' 


pondent  cnprojgi»iétlJ4i«lfcfl«j5I^Ja5t«iiIiéttMaë©W/jt/;'i'dù  triabirfe'W/t' 


1^  Pour  le  plaix  de  lattU 4e croupie) JM^HT, {jfig*  i )  4-#.>*.***»;' .  6.K1',  {Jig.  a). 

a°  PourleplaadelattiSr4«Jopg,p^p  l|LIft5î(jyî5g-.  %).. ydéçiXl^^Jig.  a> 

3<*  Pour  le  pian  de  lattis  ^lppgpUliI^JiJyï|{^.,  I)^  ..M.*.f  .A'>.V3'4;(^.  a). 

On  aurait  pu  déterminer  rhorizoptalc..4'3i'(i>^g^^ja)  ^p^^e  serTantî  du  profil 
(./%•  3) ,  sur  lequel  on  a  projet!^  le  rayon  dp  Jqpaière,(Sl,  ST  {Jig.  i  e^  a)  suivant  la 
droite  S'T'.L'horizontale(ç/;^/')  éfapt.proje^^e^ui  If  e^  profil  a^^ 
é'Ji'  à  S  T',  coupe  la  jdroitç  %  a^  .point  ,4".s jfnée  |SU«  Vhcffisç»)^^©  UX  prolongée 
La  projection  horizontale  de  ce  poj^^t  4''i^^»f.,^(i/%'if^)rla.p^'Wi*»I&vnie- 
née  par  le  point  û>se  confopd  avec  la  droitç,3^-;.  .  ;  .         ,,  .h;i.  .|  »  I     ^^ 

De  r ombre  (Tune  seconde  cheminée  (JT/JT^,  (fi^.  iahl'ib,  pl^i*  0.)surïepùin  de 

lattis  de  longpaniîKNO,  ftNaaSg.  1  ^/a)  (i)!      '" 

I  a  a;  La  cheminée  (X,X')  et  son  bandeau  étai\t  donnés  dié  forme  et  déposition, 
on  détermine  l'ombre  qu'elle  porte  sur  le  plan  de  l'un  des  lattis^ de  long  pan, 
«n  procédant  de  la  méibé  maùiètey^  pèutlà  pt^xtfîèil^  cliêkhinée.  Après  avoir 
reconnu  les  droitfe^horiaoîîtales  et  Vertîéales  V  qtfi  tei^îent  Islli^e  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière,  oh  cherche  Tombée  âé  ces'(ht>îtes  srut  le  plàh  de  lattis 
de  long  pan  ^  elle  corttour>éefcei«yotflJh*'ëst*eri^jcciioh'hoW2ontâIé(;/%.  la) 
ai  ia345678*,«nprojecKôiïT*rtiéirte't;%^/'l*)tf*V^ye'53ViV^^^  '  '  ' 
-  Pour  construire  ceg  pipjéetioitëy^bti'mèrie ^ht  Ffiorizontale '(/»,'y*)  nn  plan 
parallèle  au  rayon  de  lumière ,  qui  coupe  le  plan  du  lattis  de  loAg  pan  suivant  la 
droite  (/W*;  in*).Lè8pûrall*les^^6,>!i5  k'ST}{Jig.  m)  intej^eeptciït  sur  la  droite 
mk  le  coté  56'de  la  pBrojeolioi4^horikwwtQlëjîa^<^^  de  la  chemi- 

née (X',  X').    •     -       '     '     '.  MM  ..'   .:.^/^  î  '».'.■•  •     ..-         .     :     »        » 

.  Un  second  plan  par allèleiati^ rayon  d^  twitrièt^ ,  mené  par  l'horizontale  (^/k ,  A') , 
coupe  le  plan  du  lattis  de  longpah'suivanf  la  droite  (A7',  /7);  le  point  7  (Jîg.  là) 
étant  déterminé  par  la  rencbnlo^de  la^droité  A6,  et  de  la  parallèle  47  à  56,  on  à 
.67  pour  la  projection  de  l'ombre  de  l'arête  verticale  du  bahdeau  (fc,y*A').  Les 
parallèles 53, 4a, et  l& ,'eoilpent  Ift^araHèleà ST  menée  pat»  le  poinVè^^aiix  points 
a,  3  eitrémités  de  Im  prejeetion  »3  «de  l'ombre  de  Id  verticale  (è; c^^)  du  ban- 
deau. Menant  les  parallèles  tfi,"*8  k  ST,  là  ^parallèle  af  à'  56;  et  !â  parallèle  78 
il  35,.  on  à  la  projection  horizontale  totale  ai  a3  5678^  (y%-.  la). 
';  Le  prisme  vertical  abcd  {Jig.  1  a)  du  corps  de  là  cheminée  coupe  le  plan  du  lattis 
suivant  un  parallélogramme  dont  la  projection Terticsde  {Jîg.  j  A)  est  a'bcd\  Les 
.droites  ^,  ch  {Jig.  \d)  étant  prolongées  jusqu'en  NK,  et  les  points  de  rencontre 

.  .(i)  Les  fig,  \a  et  lé  sont  traeëes  «ir  to ptani  àes'/^.  1  el*i;  on  les'  âïstiîigue  par  ïes  lettres 
a  et  &,  parce  qn'oft  te  lert  pouf?  rcxiflie*licm4e€as  figures  de  leilies  ou- chiffres  ^jà  empîoycs 
4aQs  Ica^f^.  i  et  a. 


«tantmis en  projecttoayertioâle  siir dadic 'autres *pomt8  delà drmte  KTî'  (^.  a), 
les  horizontales  menées  par  cés^  derhlers'poiilts*,  conpent  les  verticales  à/f,  bbr 
{fig.  li)  aiiK  sommets  al  y  Hic  y  i'  ^M  pa^Uëlôgfamrtie  a'bcd\ 

Les  verticales  élevées  par  les  point$  ['S,  6;  7,  Jî^,  ta)  et  projetées  (y%.  x6)^ 
coapent'le^ dfôitte/'A^,  AY  aux pdiiïts  5*,  &;j\  MenàM  Thori^ontale  7'B'  de  roéftie 
longueur  que  78  {Jig.  irf)>  ^*  joignant  Ites  points  d\  8',  la  droite  ctS'  est  la  projec- 
tion verticale  cow-espoftdahte  à  là  projection  horitontale  M  (J!g.  la.)  La  paral- 
lèle a  I  '  à  rf*8  'J^J  I  à)  contient  la  projection'  verticale  l' correspondante  au  point  1 
(Jlg.  la.)  Laparallèfe  l'a'  à  y6'détfermine  le  poiiit  i'  correspondant  à  a  (jTg.id); 
la  parallèle  a'3'.à  d'8'  contient  la  projection  verticale  3'  correspondante  à  3 
(y^.  i/i)  ;  menaiit  Thorizontale  ^^\{fig*  1^)9  pn  a  pour  la  projection  verticale  du 
contour  de  Tombre  portée  par  la  cheminée  (  X,  1i!)  sur  le  plan  de  lattis  de  long 
pan,  U/igure  (<fd'ïïf&i'^!^'iWtf.)  .  .  ... 

i$kà.  Popr  cpmpléter,V€a^^catipci4eU>prQ«iàr9^  avpbtWy  qou$ 

n'ayonsà  oof»id^r  qp6.1!oop)3)ff(dii.l^^  et-I'oiahre 

lie  la  corniche  t^xxr  uae  bf4  ^lair^e  dM  wMf.  /t .    <  1»  >j. 

T^  face  du  mur  GO  («/%*  UpL  .FvO«)jqui.esfi  ^méft^^t  .ht  lace  à  angle  droit 
£B  qui  est  dans  Fombire^se  coupent  jfuivant.uBe  vei^oaleC,  qui  porte  sur  le 
plan  horizontal  (/%^  i) ^J'ombre  CC' parallèle  à  &T,  projection  horisontale  du 
rayon  de  lumière. .    •  .    »    ;«  v    ,..    ,1 .  .    . 

L'horizontale  de  lacoriiiche  (GH^  •}  i'«ia{)  (Jtg^  i^eta)  porte  on^e  sur  la  face 
verticale  CD  c^u  muiÇj  ft  ^e  contour  de.J'oipbm  estune  autre  horiœntaLe  qu'on 
détermine  en  menant  par  un  point  (^,  ^'  )  de  là  première  horizontale ,  uneparalr 
lèleaurajonde  lumière  qui  cpupe  le  pfeu vertical  CD  au  point  (lo^io'),  dont  la  . 
projection .  verticale  (Jig'^)  est  10'..  L/hoviaontale  io'.i3  est  la  projection  ver- 
ticale de  la  limite  (^e  l'ombre  portée  pai>.la»<cofiM8be  sur  la  face  verticsde  CD, 
{Jig.  i)  du  bàtîment*     \  .      ...  .^    .1   ^  1  r»     •*•.    ... 

Cet  exemple  siil^  pour /aine  jv^ir  oomiBc^t  on»  fl^tenamerait  Tombre  d'un 
polyèdre  à  faces  planea,  quelle^  que  lut  la  posîtiodadeiteft  arêtes  par  rapport  aux 
suifaces  qui  roçoiveat  les  on^f^  .pi^es  par  ci^il  ^^^ 

•  "  ■  '     • 

OMBMS 'B^UITE  *SfPBiRB.  ^M.  2.*0}. 

ia3- Une  sphère  suspendue  à  l'extrémité  d'un  fil,  est  éclairée  par  des  rayons 
de  lumière  j^aUèlês;  cax  deioandelaligM  deséyaéatifMi  d'onbre  et  de  lumière 
sur  cette  sphère  ,etle  contour  jdeJVnnfail^  qti^ette  porte  sur  un  pian  horizontal 
clonné(/i/.  2.  O)? 


Soit  XY  (>/.  a.  O)  Ià-U^(»<ëVfftWte*t«3tfïafeSJA^ 

quels  on  rapporte  arièipfaètè*%'?ây61i>Jlff/'ae»hl^1é'«t^£kHi' j'|ikt'^^^ 

les  points  A,  a.i:a  aMiri(^'èè'\à''^M{&k ëkté^i^èi^miié'^^tàlStûi ^to^ec^ 
ti6nsL,fa'utl^yoril6iiiîuiiu!£l"^'snoilfi.i..(..lin«,^l;,AîiKv.../y  ■!.;<,  .;  ' 

On  sait  (art  106)  <|tte'Hti»gii^^^âë^^ki'3'ti%»<î^  ë^a^HkinHrè'^i^fe 
spbère,  est  xvù  ^tsnd^ërt^è'âd^lg  ]^W'W^ë^el^ifcàti)^-l/'Ik<^lu%ci9^B'deIù^ 
mière.  Pour  construire  ce'^é^^;{<Al^rfÊ^rté' Ri!<^kéSr^<à^'^''âéM4ki(i'» 
vertical  dfe  ^i^Ôj^«ft>ifeV''«Aft^^fiii^ti^^iQPY'iM"W'ja{to'^ftft*ièoA*ï'tt<<Ii^^ 
lèleèla  projécH6h  ho^àU^  {i'(e^f^lî>)dï^l^«d>!i'ôil'^i^Jétiè'itii'^'^;ifl 
le  centre  de  là  spbère  ët'la'tiki^âèlê  lb¥âWl]^ftinfi^a%«fîè'^ti^r^èë'éeâl^ 
Cette  paraHèl4  i:oÂi<e  Itf  pl^A'^HiSblHàrik-^m  îi^Wm^Hki'^^kiaiica'^ 
laires  Aa'fetlW'  stir  XT^fi^«à4W'Jï'rf>=ëaJt';^'titfi^*a^^fe^àti^i^i^ËAS^é» 
aW,  dont  les  côtés  <tJ%<â'&  ià^f;  TUA  j'trrié'ffti'àHèiyûi  Wj^o^fci»inelik't»à'^iit' 
par  le  centre  de  la  sphère ,  et  V!aii^  ^'w^^p^callèfe  à  la  projection  horizontale 
AD  de  ce  rayon.  La  perpendiculaire  ea'fz»x  côté  a'd\  menée  par  le  point  a' 
déterminelfthgaeidea^pànBtMiv'^iiihte^Wi  liHni^iftai<i9S|ih<iBi6eïl0<4i|[riè 
est  un  grand  cercle  de  la  sphère  du  di;dmitrBtf/^  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
au  plan  vertical  X'Y.  La  projection  horizontale  de  ce  grand  cercle  est  une  ellipse 
qui  a  pour  grand  axé  le  d^^^ry^lf^WWfVaM'^^iéè  ^é'iPpS^^tifit  ^u 


construira  ce?  points  de  4a  ipaniereiwîvantei      ■•     ',      ,  '  ,. 


1^  Constructions  des  pomuxL  trae  VjsUwse  etghjfof^lesauêis  lesÂingentes  sont 

■    .      ••    ">    \,- '{  ,if^i)  !r  ,8,«niinifl^.>  înoe  ?i.^'\j> ')«qilfo'l  ah 's  ,'<*  "^fn  <><j 


la  spùere,  a  pour  pioa^çpi  .spr  œ  m^J^mo^^d\fi^%ifél^'^''^'^ry^ 
tpurnerce  cercle  au^w,a<  sa  ^^c^l^^^u^^ 


(V^.ik)M'm^f^Pii^¥if^\?iSf^B6\^}A^  points  p  et  y  du 

gïw4  c.Ç5^-TOr»î-**Hji«8»t««'idR9P,W.<rfî?^f  .j^Pi^-fiftf^  les  .tan- 

geptes^' jf6f«?Ç<i^e^t>fl^Wèi%^|^dfiqitfi,PF^>^RiiM[h  j^  dj?  ces  points, 

sur  le  plan  X%  sont  ret  j,  sur  le  planiiomont^Jl^^^l  fi%M1  Ifi  pl»n  verti- 

(  î^!*-.f,ï«MYD*'ï)il^#ifS:à{Wwiffa*/^îLf^  Bf'ÎÇfefl'èfiî^'tJfii^i'^Ç  ?st  le  grand 

îJfl^PÏ»Pftfto§lW»«l^%?ï4ij»»YgCcl^^rJSd}Hftflint^  peïjjrt,  av^c 

«ft  l^«iS?  lfô|<^^llé<lÇbRÇÎi!fâjpÇF.f?l^%H?  ^Jft,«^\^?»e^  wmtenus  dws  les, 
P*?ffa  ,^*OT^^S§/ff§^nBHrf^omîl  5lÇfïffi,4l»rPl»P  f  «T*iÇaI  XT;  r  et  r', 
0\\^(Ç^^q^Çf^yBiP^m^®?«  Tfiîîiî'ill*lSMrl?ftMî'ffi;P|'«»X!X»  XT,  des  méwe» 
B?WÎ5*»onç!ft%?^'#«¥i5''W%6  et4ç  AMWftÇrfl»'^»  ^  r»prts  ^vpir  n^ené  les 

..  Jia(j([  ol  iBq  oàflsm  j'V»  àlôj  i;B'\r)'b  oiif.liir)ilni')(['r>(|  i.i    ■.  .  '   j  «« .    ,;   .;, 

'iiir.]ii-)i\;(i^rp-iq  i^o  nfilq  al  lirob  ,\vânOsalÊrI)  ubriiu!'!*-  s.',  i 
t.-'ilil,  >  :»riij  Ja'^ol'jiso  biiKiyao  yb  olr-liioxiioil  fioi)o''in'i  !  "■    '  >  |. 


y 


•  « 'A      >  • 


j»7J]i;TÏTosnuiTTTonDT>lO^^"^I7r3jrmD  BF^X^  y'  Y"      '       .    'V  ' 

BÏ!ff«.W^^î(fiti»fffiMB!ftft4s^«flîî.^fl'iPM#«^^^  en. 

¥.taft'i)ft<WW^f^8l?%,*,ii^è§^!S^f^fimÇÎ#l^^'t'?p  ?  on  obtient  cette 
';P^KP*;K^W^*^^  W'^^-^^ife^^l'^'^'Bfe  .^^"îi^l-^Ç^^f  \f9'.  Elevant 
^Ç*rj?W»i^?f>??^4%  ^f^'^^r^'^B^^n^^^W  illÇ^ffl  cercle  de  la  sphère, 


dont  le  ccaitrejsst  en  a',  le^  ta 


section^  /^>^',  sont  évitleniment  parallèles  a,  la  droite  aQ  r  or  ces  points  tt?  ^ 
ont  pour  projections  sur  le  plan  vemçal  XT- deiix.-pointsf'  et  z  du  diamètre 
^fljiQWM>ntk  la  même  distance  du  centre  a:  donc  si  1  on  mené  par  ces  der- 
mers  ppiots  deâ  plans  honzontaiix,  4$  couperont  la  spnere  suivant  deux  cercles 
quioBtDour  nrojecuonSiOprizon tares  un  cercle  unique  du  diarpetre  connu  5^b, 
ou  7j&8.  Ce  cercle  étant  cçmpé.pâr  Tes  Perpendiculaires  fV»  zL  a  XT,  aux  points 
et /^  ces  points  sont  Tes  projections  horizontales  des  points  ^,  'Tt  de  la  sphère. 
'  Elevant  les  perpendiculaires  Y/,  zi"  aXY/les  distances  dés  points  /,  z'au  dia^* 

connues  des 


que.  les 
points  y  les  tan- 


^0<%  GiOMiTmiB  .DESCRIPTIVE. 

pour  traces  sur  le  plan  vertical  XY^  des  horizontales  i/if\  zz"  qui  coupent  la  ver- 
ticale  A  a  aux  pmnts  i^',  z ,  dont  les  distances  au  centre  a  sont  ésnades  entre  elles 


et  de  uiéitte  longueur  que  les  pèrpendicutau'es  abaissées  du  point  a'  (plan  X'Y) 
sur  rhorizontale  5<^  ou  72S  dJfCcefifKA..?  "^'  i  v^  »  c\ u.  r 

3**.  Constmetion  des  points  ^y'i'  de  j|(#îwa  qtfitji^iyy <4>rf4!^iyy^  les  janffçKfes  sont 


.  '« 


I  ^6.  Les  plans  iiorÎEontaux  nen^s  par  les  points  Cy/'àu  pl«q  vertical  TY  cpupén  t 
la  Sphère  suivant  deux  petits  cercles  du  diBmètrtJii^  dont  la  projection  horizon- 
tale est  un  cercle  de  même  châmètre  déçnt  du  point  k  comme  eeotre  ;  ce  dernier 
cercle  est  coupé  par  la  parallèle  ÀD  k  la  projection  horizontaleX  du  i*ayon  ide 
lumière  aux  points  Br,  F  ;  les  points  (£»  ^) ,  (F»/)  ont  par  hypothèse  pour  projec* 
tions  verticales  sor  le  plan  XY,  les  points  e^f;  doiic  si  Ton  prend  a^ bM  at' 
égale  à  a  ^  ou  di ,  les  horizontales  iV,  ^/^  et  les  perpendiculaires  Ec',  F/'  à  XY 
se  rencontreront  aux  points  e\  /'A^  Fellipse  projection  du  grand  cercle  de 
séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  la  sphère.  Mais  les  tangentes  aux  points 
(E,  e),  (F, y)  de  ce  grand  cercle  sont,  horizontales  ;  donc  leurs  projçctions 
f9\  et'  sur  le  plan  vertical  XY  le  sont  aussi. 

Considéi^ant  le  grand  cercle  de  séparation  d'ombre  et  de  liùnteresùr  la  sphère, 


On  construit  chaque  poinf  d^^ç^e^te  e^ipse.,  en  menant  un  rayo^  lumineux  par 
un  point  de  la  lignç  ^e  séj^^uf^pn  d^ombre  et  .^  lun^ièfe,  et  eii  prolongeant 
ce  rayon  jusqu'à  ce  qu'^l^çpupp.le  pl^n  tprizibp^^     [^  \      ;    • 

j>z  l'bMshB  Éà  Kit*s'Dà'i?Rcin  DR  iM^.  (Pi  '3.;0/)i»  ■ 

1^7.  Le  puits  ittiitt^îr^^^t^nae  cp^:g(v^ipn  .qui  a  la  ^gurp  d'un  cône  tronqué 
renversé.  On  donne  au  diamàf^^^rp((riçj^l^  djffeipètres,  à  rinftrienr  trois ,  et 

à  la  hauteur^  dix-sept,  j^ç^ . teri^|prpyeiianies  4»  4^^.^  ^^  relèvent  sur  ks  lèyres 
du  puits  avec  un  talus  suffisant  pour  qu'elles  ne  retombent  pas.  Dans  le'lén  J 
de  chaque  puits,  on  'enfonteeii*  piqtmt  ffnrt  mèli»è^-<Jn  fetagrièur,  très-poîntu  à 
reltrémité  supérieure,  ;I^our  SiBïil«ïfr  }^  pi^ts  pîiKtaires  à  If^fSp^e^é^^  ou-^ 
vrages  fortifiés,  on  les  di^qç^i^^l^oÂ^'iûLi;  q^i^tf^ r^^  p^i^lèjes  en,<çimconce. 
Ayant  tracé  de%  triangles  é<;(iiiistj^^ux  dei sept  mè;ti;^f  (j^  Ç^jf^?  ^^  extrértaités  et 
le;»  milieux  de  ces  côtés  3C)pj^  l^p^f^^  ^tf^^^^  \^^iT^^^^i%^^^,  ^ 
intervalles  des  puits  achèvçQi;  ,d/s  xpi^dre  .lj&  tprrftin,  assez  irr^lier  pot^»  tj^oe  les 
troupes^  infenterie  ou  cavajcjrf^  jie  pui$$e.nt.pas  s'y  former/(yoycÈ  te  Trffî^ 
éCAri  mUiiaire  de  M.  Gay  de  Vemon.  Paris ,.  f  8o5 ,  page  ai^S.  )' 


\Tant  de  tracer  le^onilfmdo  pvits  cooM|»e  (J^.  i) ,  nous  considérerons  deux 
autses  excavationfl)  Tune^niMpliénquei^.  9,  et  Vautre  cylindrique  ^y^^.  3- 

'    ^  De  rexcMoiùm  hémi^jphénfmf.  {¥i^.  ^^  pi.  3.  O.) 
ce  centre  un  rayon  de  lumière  (AL ,  «/),  leplaÉai  vertical  qui  passe  par  ce  rayon  y 


horizontal  fiDlÇF  de'^a  spliere  comme  Va  base  d*un  cylindre  dont  les  àrétes  sont 
parallèles  au  rayon  de  lumière  ;;br  ce  cylindre  coupèfà  là  spKère,  suivant  un 
autre  grfind  cercle  (a^rt.' 109,  Jlv.  i^),"  dont  le  plan  passera  jpar  les  points  E,  F  du 
tnHsième  srana  cercle  gui  ser^lit,  âur'la  spnere/Ia ligné  de  séparation  d'ombre 
et  de  lumière;  mais  ces  l>omts  sont  les  extrémités  du  diamètre  £F  perpendicu- 
laire au  diamètre  BD  du  cercflê,  tiorizontal.éBEF;  donc  le  grand  cercle;  intersec- 
tion de  la  sphère  étdu  cyliqdre;  est  dans  un  plan  perpendiculaire,  au  plan.ver-^ 
tîcal  AB  ou  X Y,  mené  par  te  centre  dé  là  sphéf e  paraHèlément  au  rayon  de 
lumière.  Pour .  déterminer  la  )race  ac  de  ce  pian  ;sur  le  plan  vertical  XY,  il 
«suffira  de  mener  oar  le  poin^  ^  une  paraitèle"^  4t  ^4  droite  o^;  cette  parallèle^ 
coupe  le  demi-cercle  ^t/au  jpoïi(t  c  i  paV  lequel  On  ipèiie  là  trace  ac^  [ 

îjt  plan  de  l'ombré  dii  bor^t  ÉBFti  dâiis  Tintériéiu*  de  l^émispbère,  ayant  pour 
traces  sur  le  plan  horizontal  la  clroite  Ëï",  et  sur  lé^plan  vertical  la  droite.^,  il- 
coupe  rhéïoispbère  siiivaiiit  ûu  IJeÀ^i  grand.  çercYe'dont  la  proje<^(ion  borizontale 
est  la  demi-elU[^e  ECP*  Cette  jEiUipse  a  pour  gi^nd'aise  le  diamè^  £F,  et  pour 
demi  petit  axe.  la  droite  ÂC,  projection  horizontale  do  rayon  ac  du  cercle  iod. 
Prenant  sortie  cercle  horicontal  BDEF  UA-|Mttt  quelconque  (M,  m)  y  et  menant 
par  .ce  point  unepat-s^tèle  {US ,  'mn}%  m  xêytm  ^  luinière ,  la  droite  mn^  pro^ 
jection  verticale  de  ce  .rayon,  coupe  la  droite  ac  au  point  /i,  d'où  Ton  abaisse 
la  perpendiculaire  nH  à  XY,  cjui  cOupe  les  drortes  MN,  Itf'N'  parallèles  à  AB, 
auix  points  ^^  If  de  Tèllipse  £CF:  Le  cercle  (£CP ,  ac)^  partage  î'bémbphère  en 
<ieux  parties  f  BC£F^  àèce)^  (DÊCP,  adc) ,  Tunèdans  Tombre ,  et  Tautre  éclairée. 

De  rexcaçcuioncxlindrîgue.  (Fig.^^pLi.On) 


lag.  Soit  BDEï*,  le. cercle  horitàkita! / basé  d\in  cfyfindre  vertical,  dont  la: 
section  par  le  ptan  vertical  BAD  par^lèle  ab  Myon  de  lilmi^ ,  est  le  paradlélo-^ 
graro'm^  èi/àd  ^  dans  lequel  on 'aiie/i:=:d'«/= BAD  diamètre  du  cercle  BDEF.  Le 
cylindre  qui  a  pour  base  ce  Cercle  ^«et  dont  les  ai*éles  sont  parallèles  au  rayon  de. 
liimiere  (A L ,  dl)\  pénètre  le  cylindre  verticail  suivant  une  courbe  platle  (art  1 90 , . 
liv.  I  ^') ,  dont  le  plan  passe  par  les  points  E ,  F  dei  droite  verticales  qui  formtntsur 

a6 


eylÎAclM  la  ligne  de  séparation-  d'anbre  et  de  lumièM.  MaU  ces  "points  sont 
les  ^tFimi%6ê  du  diafx>èti«  j^  pei^ifendîoulaMreamxlmaiètfe  K)  ^  eerele  hori*^ 
zontal  BD£F;  donc  l'ombre  parlée  «par  ce  «cercle  sur  le  cylindre  vertical,  est 
dans^  un  plan  pèrpendûaiiaire  à.  celui  du  paraUélo^anune  bb'def.  Pour  déter- 
flâner  la  ttace  oc  de  ce  plan ,  it  stiffit  ^ -mentfr  U'  panMèle  àé  k  la  projeetion 
yartieale  al  du  ray^n  dfe  iuimère  çxf  tte  parallèle  coupe  la  àtoiïtdJ  eu  point  c 
de  la  droite  4ttr.  /i    '•  -  -^  '     -  '  \. 

*  Le  plan  de  l'ombre  .dti-bwd  £BF  dans Tinlérieur  du  cylindre t  ayant  pour 
traces  sur  le  plan  horûsontat  la  droite  £F,  et  sur  le  plan  Têvtical  ladrwte  acy 
il  coupe  le  cylindre  vertical  (EBDF,  bVdd),  suivant  la  portion  d'ellipse 
^£DF,  oc).  La  partie  du  «creux  eylindrique  au<leèsoos  du  plan  de  l'ellipse  est 
dans  l'ombre  -^  la  partie  aunlessus  veste  éclairée* 

Du  piUts  mUitaire.  (  Fig.  i ,  pL  3.  O.) 

i3o.  Soit  BCDE  (/%.  i .)  le  cercle  qui  est  la  section  du  puits  par  le  plan  du  sol 
qu'on  suppose  horisontal.  Un  plan  vertical  CÂE ,  mené  par  le  sommet  (A ,  s  ) , 
du  eàne  qui  forme  l'intériepr  du  puits ,  eoupe  ce  cane  suivant  le  trapèze  CE/g\, 
dont  le  eoté  CE'  est  sur  la  droite  XY ,  intersection  des  deux  plans  de  projecr 
tion ,  l'un  horizontal  i  et  Tautre  vertical.  La  parallèle  au  rayon  de  lumière , 
menée  par  le  sommet  (À,  /),  du  c6ne  tronqué,  coupe  le  plan  horizontal  ou  le 
plan  du  sol  au  point  (H',  H).  Les  tangentes  HI ,  HK  au  cercle  BCDE,  menées  par  le 
point  H^  déterminent  les  droites  AI,  AR,  projections  horizontales  des  arêtes  qui 
sépareraient  sur  le  c6ne  en  relief,  Tombre  de  la  lumière.  La  portion  IBK  du  cercle 
BCDE ,  comprise  entre  les  points  de  ccmtact  I  et  R,  porte  omlure  dans  l'intérieur 
du  puits,  et  pour  construire  le  contour  de  cette  ombre ,  on  se  sert  d^un  second 
plan  vertical  LAD,  mené  par  le  somipet  (S,  ^),  du  cène  parallèlement  au  rayon 
de  lumière.  La  section  du  puits  par  ce  plan  est  Ç/!g.  i  a),  le  trapèze  àt^*§f. 
'  Le  contour  de  l'ombre  portée  par  le  cercle  BCDE  dans  l'intérieur  du  puits,  est 
une  courbe  plane  (art.  r  90,  liv.  i  ^^);  mais  les  points  I  et  R  du  cercle  BCDE  appartiens 
nent  en  même  temps  à  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  le  c6ne 
du  puits  vu  extérieurement ,  et  à  l'ombre  portée  par  ce  cercle  sur  le  même  o6ne 
vu  intérieurement  ;  donc  la  droite  IR  est  dans  le  plan  de  cette  ombre  portée.  Or, 
cette  droite  IR  est  perpendiculaire  au  plan  de  l^J^.  la  ;  donc  le  plan  de  l'ombre 
lui  est  aussi  perpendiculaire.  Ces  deux  plans  ont  pour  intersection  commune  la 
droite  im  {Jig.  i€z),d€«itle  point  i  est  déterminé  par  la  rencontre  des  deux  droites 
'KI,Xnf'.  On  trouve  le  point  m  en  menant  par  le  point  h  (Jtg.  la),  la  parallèle  ^m  au 
rayon  de  lumière  //',  qui  coupe  la^droite  /^au  point  m.  Le  rayon  jII'  passe  par  le 
aoipmet  /  du  cône  tronqué  %  la  droite  f^  est  Un  diamètre  de  la  petite  base  de 
ee  cône  égal  à  }a  droite  ^  (/%.  I  )• 


îjit  pUn  éé  l'ombie  (IK ,  un),  a  pour  fTMé^  su»  fes ptdfis  des  bues  âà  c6ne 
tronqué  V  i^  <^îiei^IKt  l^^S  eMàes  dM  cercles  Goncentriques  BCDE,  FG^G^j 
il  coupe  le  c6âe  âuÎTSMt  Une  éUipse  qui  serait  projetée  sur  le  plan  horissoMat 
suitant  tfne  autre  df  ipse  iNMlf  K ,  dont  le  êomtÊM  M  est  sur  ta  perpendieutairc^ 
M/n  à  XT  ou  à  ta  droite  LADw  Mais  parée  que  I#  côAe  est  tronqué,  et  qu'il  se 
termine  au  plan  horizontaiy'g:'  (/iff.  w),  la  projeciioti  horizontale  du  contouir 
de  Tombre  sur  le  cône  tronqué  ^  se  compose  des  deux  branches  égales  d*ellipses 
IPN ,  KPIT ,  qui  se  terminent  aux  points  IT ,  ÎT  de  la  projection  FF'GG'  de  la 
petite  base  do  cône  tronqué.  L»  eordè  W ,  prolongée  y  passerait  par  le  point  n 
(/gr.  ïtf),  de  hi  droite/y. 

Menant  par  les  points  »,  îf  des  parallèle»  IfS,  N'Tà  la  droite  AL,  qui  coupent 
le  cercle  BGDE  aux  points  S,T ,  Parc  SBTde  ee  cercle  porte  ombre  sur  le  plan  de  Isf 
petite  basedu  cènetrohqué.  L'ombre  du  cercle(BCDE,  XY)  sur  un  plan  paraflèié 
à  ceint  de  ce  cercle,  est  tm  autre  cercle  de  même  rayon  que  le  premier ,  dont  ori 
détermine  le  centre ,  en  menant  par  le  point  (  A,  A'  )  une  parallèle  (AO ,  A'of  au 
rayon  de  lomiére.  Cette  parall^e  eoupe  le  plan  horizomal^  delà  petite  basê^ 
du  cône  au  point  (0,d)  de  la  drotte-LAD  prolongëe.  L-arcHN',  décrit  du  point  (3 
comme  centre  avec  un  rayon  Gff  on  ON%  égal  àAB  ou  Aî>),  forme  aîv^c  les  por-' 
tions  d'ellipse  fPS ,  KFN'  la  projection  horizontale  du  contour  de  l'ombre  portée 
par  Tare  IftK  du  bord  supérieur  du  puits  dans  Fintérieur  de  ce  puits. 

Cçmtruction  d'un  point  quelconque  (P,  p),  <>«•  (  P  ^  p'),  d^.  contour  de  VonArt 

portée  dans  V intérieur  du  puits  conique  par  le  bord  supérieitr* 

•  •  ■  ' 

1 3i  •  n  y  a  deux  manières  de*constrntre  ce  pomt  ;  ou  en  considérant  le  contour 

de  Tombrécomme  Fintersectton'd'un  cylindre  et  d\m  eône ,  où  cpuime  la  seçtioif 

d^m  cône  par  un  plan^donné.  Ayant  mené  par  le  sommet  du  cdtie  (  A ,  ^) ,  une 

parallèle  au  rayon*  de  lumière  qui  coupe  la  base  coAimune  du  eône  et  du  cy^ 

ïindreau  point  (  H ,  H') ,  et  par  cette  parallèle  une  suite  de  plans  coupans ,  les  traceur 

de  ces  plans  passeront  par  le  point  If.  Soit  HR ,  Fune  queïconque  de  ces  tracés , 

qm  coupe  le  cerde  BCDE  aux  points  B  et  Q  ;  ht  parallèle  au  rayon  de  lâmièré , 

menée  par  le  point  Q ,  et  Taréte  du  cône  menée  par  le  point  R ,  se  coupent  au 

point  (P,/?) ,  ou  (P  ,^  )..  Le  point  P  est  Tintersection  de  la  droite  AR ,  projection 

horizontale  d'une  arête  du  cooe^  et  de  la  droite  QP,  projection  horizontale  de 

Tamle  du  cylîiMtre  de  hunîère  qm>  a  pour  bwe  le  cerde-BCBË,  etkdetiî  arêtes 

do  «me  et  du  cylindre  étant  dans  le  plflk  dont  faD  trace  boii^ontule  est  HQR/ 

En  menant  une  autre  trace  BQ'R%  la  draîte  AR'  et  la  porallëe  Q^à  Q^ 

9e  coopeaatent  an  point  /»'  de  l'eUipae  IMKLé  O»  trou^erïik  encore  ce  point 

(F  ffl,^  du  GMrtonr  de  Tombre^  ea  le  considérant  comme  âppoflrteftànt il  la  xcM 

tion  dac6nepar  leplan  (IK^  â»),^.  t  a)i  *        . 


■ 


k 


Menant  par  m  j^oflnk  l^ftflCM^%i  ^siji^>tla^ceraleifi€lffi>  one  paMttfefer 

l'on  abaisse  là  perpéfl(lll7idàir«^/«^<«to^  ^^lA^U'^^^^pi^i^^^^ért 
prolongée  ^  rencontre  les  droites  Q  P,  Q^  F  parallèles  à  ISIXfiWKb^aàM  Pset  V. 
Élevant  la  perpéndii3ttlàirè*FWf^.%Y4i€lnJUflAè({i^^ 

sera  la  seconde  pfit)jectr<]iH'yMt*Wie«fltt'iH*iot  ^fV9^y>^'  '•  '^  ^^***^  '^''  <  '  '^   '•  '•  '  ^    ' 

De  la  tangente  en  mu  pomt  P  ouY  aerelïtpse  ÏRlk.     ,  ' 

i3a.Les  traces  horizoïltai^  de^'pIafn6*taPg€iu>JKieèn«eta(iitcyl»^^ 
(P,  p)  de  leur  intersection ,  sdnties  tangentes  Q'f  >  &'^  du  cerob^fiCDE v  HMBées 
par  les  points  Q",  R':  or  ces  ti^ces  se  cM^nt  efo  f  ;  donc  la  dreiâe  ^^  «sC  1^.  tan- 
gente au  point  F  de  Fellipse  IMK^^Aim  pointS'  I  et  K>4e.â9tti»jelUp9e^l€SfJaw^lati- 
gens  du  cône  et  du.  cylindre  se  confondent  ;  mais;  le  plan  «an^at>au  point  I  sera 
coupé  par  le  plan  (IK.,  ipnm)  siûvant  lune  dimte»  dcfot)a*pqo)<«IÎMBbohzontateIU 
sera  la  tangente  au  point  I  de  Tellipse*  Le  plan  taa^eiU'quira  pour  faraoe>boBi- 
«ontale  là  droite  HI,  est  coupé  par  k  pla»  horiAontal.y^^  otij^^suivanâla  tan- 
gente 4U  du  petit  cercle  FFG64»paraHèlfi^l& tangente  HI  du* cercle. SGDE; 
or  ce  [dan  horbontal  ceupe  le  plan  IR>  ipnm  suivant  rhosîaçataleKJKXXti  donc 
rintersection  des  deux  horisontales  4u,  SrN-U  détermine  le  pointai!  deJa  tan- 
gente lU.  Prolongeant  la  droite  NK'  en  Y,  et  prenant  KXsxrflfU,  la^iduoite  KV 
est  la  tangente  au  point  Ré  . '•      l  .     .;  ...  ,^t     ' 

Ayant  la  projection  borieontale  IPNK'F&  du  contoor  de  Foinfeiie  portée  dans 
Fintérieur  du  puits ,  par  le  bord  circulaire  et ^upérieucdece  puits;  etwiepnqec* 
tion  verticale  {fig.  \d)  de  ce  même  contoor,  il  seiia  Êtcîle^d'an^lédrâe  ta  seconde 
projection  verticale  sur  le  plan  XY.  I^es  points  i'rPy^.  ^  cette  projection,  coires* 
pondent  aux  points  I,  P>  M  de  ^projection  horizontale,  et ausr points  i^//,i», 
(/%*.  lâr).^  On  p<^uiTait  se  dispenser  de  construire  la  partie . ponctuée  m'is.de  la 
projecticm  verticale  {Jîg.  i  ),  qui  est  au-dessous  de  rhorL&ontale.>^;  lapais  en  la 
construisant^  il  faut  observer  que  le  pobact  j»  où  elle  est  toudiée  paribidooile^jE' , 
est  un. peu  au-dessous  de  rhoricoDtale^,  projection  de  la  petite  base»  do  puits« 


OirnsS  I>£  LA  JTICHE  SPEJÉRIQUE.  (PL  4*  O'} 

i33.  La  surlace  intérieure  d- une  niche  ^phérique  est  formée  d'tm  i^^ëre  ver- 
tical, qui  a  pour  base  un  demi-cercle  horizontid,  ef  (â'dh  qàart  dé^phèèé  de 
même,  rayon  «que  ce  cercle,  qui  termine  la  partie  cjflîhdtiqùè.'     i  '   '    '  " 

Spit  {^  vl.  4.  O.)  ABCD  le  demi-cercle  base  dii'c^yitridrfe  Be  laînichfe  spbériquè  ; 
un  plan  vertical  ÂB  coupe  cette  hichè  suivant  la^f^gtirèA^is^  compdéétf  dès'dêtix 
verticales  égales  A'â,  F*,  et  d'ûudemi-ccrde'a^  tàtigent  àciJs'dëtii^^        atec 


jpéiaÊ»antè.  QidlS^figtee^tsbtrapée^â^i^^l^mr^^  parallèle  au  plmAB. 
oulf{Ml)(lM'dcp9iémit«a>eH^\X^  tM«^^  centra 

verdcal  AIT  de  cfette  ofmhre  ot^^  Iftjcj^indr^j^  *îy»«fibft  §¥iy«"pM' W^f«  <P ,  DVf). 
L'^lNQabre  du  pQ»ti^(A  i  a)  est  (D;,  #/)  v^la  parallèleD'a'  à  ad  coupe  la  droite  A! a  au 
point  a';  d'où'à  suit  que  l'ombre  (D,  W)  est  poitée  par  ta  j^Vtion  (A,  flw)  de 
l'flûpéte«v«iMBaled«c]rliiiidb«.,  «donft  ^prQ)eçtipi;i,^9r^ptis^  e^t  le  jK>îat,A.  Elle  est 
suivie  de^lVHtibiie  portée  par  le  demirper^e  iae  &m  le  cylii^dre  vertical.  Ce  demt- 
cerde  louiKe  l*«rertîcakf(A,  A-a)  au;  p^tfit  ^;  or:l^,pir9J^tiQnj|  yc^gonales  9U 
obliques^ do  deuxiiignes  ^quî  se  toochept ,- su|^  une.^i^^ce  quelconque,  seront 
eocore  'réoîproc]oca9em  tang^tes;  dotio^  qu^U^  qu«>  soit  la  projection  veiti* 
eale^  dgk  de4'<Mibr9^  ppvtéefMur  le  demi^ceral^  atUi  sor  Ip  c^t^indre.  vertîcjal  ABD , 
cette  c<>«rbe4i^Aserataii^;BateeB!  un  point  i/ à  la  verticale  DV.        ,.      .    . 

Pm»  détero)îiiér  la{>QiëQn  du  demi-cercle  (AB ,  aeli)  qui  peut  porter,  omhre 
eu  Mrle  c]rlitidf0,  <n  fHat  la  sphère  de.  la^nicbe  y  oa  mène  une  tangente  au 
demi^<ie£cte.iie^^^paaai|èlarà  p'oo  à  la4l'0i|t«  CA-.  L^  ppuvt  de  contact  1  détermiQe 
la  portion  a»4^  demi-otrcle  aelf,  qui  p^ut  ^porter  omb^e  sur  les  dçux  surfaces 
intérieuMside/ta  niche.    .    t     .    ^      ..     *:  .  . 

Le  rayoa-  de  lumière  mené  par  un  point  qudconqua  (  F,/*)  du  deioi-cerele , 
;CO«ipeïte  ryttûdre  vOTtical  AJBil>au  pod^tr(G>  g)j  dont  la  projection  veir^cale  g 
,appartiivtT4  la  courbe  f^^« 

i34&  Pppninmvei)  Tomln^portée  par  le  demircercle  aeb  de  .la  sphère  sur  elle-- 
même^ on  regarde  le^plan  de  ce  cercle  Gomme  horûcontal ,  et  on  rapporte  le  rayon 
de  lumière  à  un  jiouveau  plan  vertiml.  cVf ')parallèle  à  p'  ou  à  ce  ;  alors  le  pro- 
blème {woposé  ne  ^lif£ère:pas  de  celui  quVm  a  déji  résolu  (  art.  ia8)  pour  le 
»  creux  s|ihénqse.  i-  •    .     '.'•--,  ^ .  ^  :  -  ■    ■    r 

Regardant  cf  coinme  une  pn^ectîeo  belÎMOtalejlii  rayon  de  Uiimère  /  on 

-toiistraît'faii^  a^AïqiUB  k^^ij^fsenioA  iûiaMctsa  projettion  «e,  et  on  pcojette  les 

points  c,  e  de  cette  projection 5  sur  sa  fiarallèle  c'e'ê'é  Pii  poipt  d  comme  centre 

avec  dé^=,ce^  pour  rayon,  oadécrit  un  d^mi-cercle  éHfl ,  et  on  mène  la  parallèle 

dhkch,  qmcdupecédétei-<i€^cleèn  A'(  L'9mbr$p^itéep^4eî;rand  cercle  (oe^y^c'f') 

.€blnsXint)érîe^]p  4^.  |a,  9p)i/èr,e  ^est  u^  a,i|^e  gKand  cercle  9  4ûnt  la  tracç  9ur  le  plan 

fdu,prenMe];,e^t  cç\.  Ce  s,eQQn4,grai^  Q^rc^e  a.pQur  trace  sur  le  plan  vertical  éHf! 

auquel  il  est  perpj^ndiçulaîre,  }a.^drp!ite  çK-^  Sja,  projection  sur  le  plai^  du  cercle 

oH»  est  i)n.Çiellipse.  JL.^,pq|^qa^^,de'  cçtte  ellipse  a  son  origine  au  ppint  i^ 

iQt)ersçjç69ii  4*^ c)[^àjki-çerf le.fïe^et de  l^^jjroitejicyr';  Textrémité k e$t  la  projection 

i4S  VfflL^j^^^^^^^i^P  ^^  cei^cle  hori;&ont0l  ab^%  4u  cerçU  inpliné  .contenu  dans.îe 

plan  d€»s  droites  ce',  dL  Pour  coiistruire  ce  point  A-,  on  élève  la  perpendiculaire 


2o6  GlOVi'TB»    DBMmiPTIViC; 

bO  à  cVi;  qui  ooope  la  droite  ^A'  ou  poisl  w;  pottant  la  diitatite  ^i?^  en  «u^êur 
k  droite  9^  prolongée,  et  tirant  la  dioMe  ionV  cette  droife  eonpe  le  èercW  0^ 
au  point />  du  cercle  horiaootd  o^^^  dont  ie  pin»  a  tdunié  aotsor  de  lliorizon^ 
taie  ab^  pour  venir  s'appliquer  sur  le  cercle  aeb.  La  perpendicakore  vx*  à  Tho^ 
rizontale  cA  coupe  cette  horizontale  au  pomr  k.  Éfevantia  perpendiealaîré  kl 
à  erfb',  qui  coupe  le  cercle  Mb  au  point  /,  le  demi-cercle  aeb  est  divisé,  au  point  /, 
en  deux  arcs,  Tun  ael^  qui  porte  sur  la  partie  cylindrique  de  la  niche,  fomhre 
dont  la  projection  verticale  est  la  courbe  dgk;  Taiître  H  qui  porte  sur  la  partie 
sphériqne,  l'ombre  dont  la  projection  .verticale  es^  l'arc  d'ellipse  iqk.  Un  poiitt: 
quelconque  (/?,/!')  de  Tare  ff  porte  une  oinbre  située  sur  le  rayon  de  lumière 
{qq^pi)  y  qni  est  rapporté  aux  plans  des  cercles  'ajeb€idK€\  or  la  projection/?y 
de  ce  rayon  coupe  la  droite  dK  au  point  ^ ;  donc  la  perpendiadaire  q'qs  à  bci 
coupe  la  parallèle/^  à  ce,  au  point  q  de  l'arc  d'ellipse  iqk. 

Les  plans  tangens  à  la  sphère  aux  points  {p,  /),  (y,  q^  passent  (art.  1 07)  par  un 
point  r  de  la  droite  crd;  or  cette  droite  est  la  trace  du  plan  du  cercle  aeb  y  et  du 
plan  de  l'^ombre  dont  la  projection  verticale  est  iqk;  donc  le  point  r  appartient  à 
l'intersection  de  ces  deux  plans,  et  par  conséquent  à b  droite  rq^  qui  est  la  tan- 
gente de  la  courbe  iqk  zm  point  q  de  cette  courbe.  Une  construction  semblable 
donne  la  tangente  ko  au  point  k  ;  iLsuffitde  mener,  par  le  point  /,  la  tangente  la  au 
cercle  aeb.  Cette  tangente  là  coupe  la  droite  cd  au  point  Oy  par  lequel  on  mène  la 
tangente  ok  de  Tare  d'ellipse  /y*.  Cette  droite  c*est  aussi  tangente  à  la  courbe  %^, 
parce  que  cette  courbe  et  l'arc  d'elRpse  sont  des  projections  dbliques  d'un 
cercle  vertical  sur  deux  surfaces,  savoir  le  cylindre  et  ta  sphère  de* la  niche, 
qui  se  touchent  suivant  le  cercle  horizontal  commun  à  ces  deux  surfaces. 

(hnclttsioH*  

*  •     •  •  •  .      • 

1 35.  Le  contour  de  l'ombre  portée  par  le  bord  extérieur  de  la  niché,  dans  Tinté- 
rieur  de  cette  n\t\k%  se  cbmpoae  i^  d'une  rtrtica^e  ( D,  D'  1/);  %^  dîune  courbe 
à  double  courbure  (  DGK  ^  4igk  >  inter^ectiàn  de*  àmà  cgrlinikes  ;.  3p.  d'uir,  ^c  de 
cerclé  (RQ(,  Aç^/),  dont  la  projecUbn  horizontale  KQI  ae  déduit  d^  la^pisojec* 
tion  ék*  sur  le  plan  du  cercle  ddhl%'^  Les  points  K  et  I  résnitsent  4e  Finteisection 
des  perpendiculaires  KK^et  1/  \  iXY ,  et^  des  lignes  AB ,  AffiD  du.phni  bor&ontal. 
Quant  au  point  Q,  qui  correspotldvà  unsf  point  quelconque  q  de  la  projection 
verticsde,  on  l'obtient  en  iioenafiC  la  perpendif^nlaire  q&kHYf  quàcpape  la 
droite-AB  au  point  S,  et  en  poi^taatsur  c^té  perpendiculaire  la  èfiàlt  è(i^^=:s^j 
distance  du  point  ^  à  la-  droite  e'e^  du  plan/de  prqeqtion  ^^xilirâre. 

L'ordre  que  nous  avons^ûivi  pour  feiire  connaître  les  ombre»  de  la  niche ,  est 
l'inverse  de  celui  qui  eonrvilBnt  au  tracé  du  contour  de  e^  ombres  ;  aÎQfii  l'on 
construira  d'abord  l'ombre  (RFQ,  kiq)  du  bwd  de  la  sphère  siir  elle-même  ejB 


r 

qtti  doQûera  le  point  k,  Tuae  de»  ex^réoiités  ile  la  courbe  kg<i  et  la  taD|;eDte  A:o 
eu  c«  point  GowaîsMiit  d'aîUeur»  Vaaln  extréiaîfcé  £/  et  te  langente  D'tif  en  ^e 
poiotf^  on  détewptnega  h»  ipoînl»  interm^diAve^^  tela  que  g,  de  cette  couriie 
4y^^  qui  é0t  la  prc^eçtÎMv  i^etticak  de >rombfé  pcurtée  par  le. bord  oreulatre 
de  la  loehe  sur  la  partie  cylindrique  4e^  cette  niche. 


f»i       >  ' i  * 


•'  *»  . u« 
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OMBa^S  DU  POIfT.  (  PL  5.  O.  ) 


'  i56,  iJc  dessin  du  pont  que  nofus  allons  expliquer,  comprend  des  exemples* 
1®  d^ombres  portées  par  des  droites  et  de«  cercles  sur  des  surfaces  planes  ou' 
cylindriques  ;  a^  de  lignes  de  séparations  d'ombre  et  de  lumière  sur  des  cylin- 
dres. Ce  dessin  se  compose  des  trois  parties  ordinaires,  ptan,  éléç^ation,  coi^, 
qui  font  connaître  la  forme  et  les  dimensions  de  la  première  archef  d'un  pont 
en  plein  cintre ,  adossée  à  un  mur  de  quai.  Les  hachures  k  lignes  parallèles 
ont  pour  objet  de  distinguer  les  parties  du  pont  qui  sont  dans  l'ombre. 

BxpUcatiùn  d»  dessin.  (PL  5. 0.  Fi^  let  a.) 

•   '       •  •    •        •      ' 

La  droite  AS  du  plan  {Jig^  i  )  représente  la  face  verticale  du  mur  de  quai  ; 

f  arche  adp^^e  à  ce  fnur  est  comprise  entre  les  deux  plans  verticaux  BC,  B'd 

perpendiculaires  aux  plans  ÀB  A'fi'  ;  XY  sépare  \^  plan,  de  V élévation  {Jig.  a.) 

Le  plan  vertical  XX  parallèle  au  mur  de  quai  passe  par  le  milieu  de  l'arche , 

et  coupe  le  pont  suivant  la  figure  que  nous  allons  décrire. 

*  «  • 

De  la  coupe  du  pont. 

Cette  coupe  {Jîg.  a  )  se  compose  de  l'ho^zontale  dd\  arête  la  plus  élevée  da 
plein-cintre  de  l'sûrche,  i^  des  deux  verticales  bdy  b'd';  a^  de  deux  autres  ver- 
ticales^^y^  réunies  aux  premières  par  les  arcs  convexes  bfj  hf^  limites  des 
parapets  hfgj  If/'g';  3^  de  deux  honzontales  ^,  ^K  égales  à  la  largeur  de 
chaque  trottoir  ;  4^  de  deux  oblique»^/,  Kl*  en  pente  vers  le  trottoir  pour  fonner 
les  ruisseaux;  5'  de  l'arc  convexe  kk^  section  de  la  chaussée. 

Lea  lignes  en  saillie  sur  chacun  des  plans  verticaux  BD,  fflX  {^Jîg.  i  )  appar- 
tiennent au  bandeau  du  parapet  et  à  la  corniche  de  l'arche.  Les  bandeaux  des 
parapets,  les  corniches  de  Tarche,  les  trottoirs  se  continuent  en  retour  le  long 
du  mur  da  quai,  avec  les  mérites  dimensions  en  largeur  et  hauteur;  en  plan, 
{Jlg.  i)  les  parapets  se  terminent  aux  lignes  MN*,  WO  à  gauche  de  l'arche,  et 
aux  lignes  Bflf ,  H'<y  à  droite  de  la  même  arche. 

Les  deux  lignes  pleines  en  avant  des  droites  AB,  BC,  ou  A'F,  FC',  et  respec- 
tivement parallèles  â  ces  droites,  appartiennent  aux  bandeaux  des. parapets  et 
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aux  cornîclie».  Une  ligne  ponctné^  en  atant  de  AB  ou  de  kV  marque  ta  saiHie 
d'un  socle  du  mur  du  quai,  dont  la  hauteur  est  la  dîitanoe  Xsjlg.  %y  ^  hori- 
zontales XY,  XX'  Le  plan  horizontal  ^  est  le  plan  des  naissances  du  berceau 
cylindrique^  et  la  distance  df  des  deuK^  faorisontales  dét^  4^  4SI  égal  au  rayon 
du  plein-cintre  de  Tarche. 

XT'  étant  par  hypothèse  le  plan  qiii  dinse  Tarche  en  deux  parties  égales 
dans  le  sens  de  la  longueur,  et  TT'  étant  celui  qui  la  dîviée  en  deux  autres  parties 
égales  dans  le  sens  de  la  longueur,  on  prend  SI=zSr=zdf  rayon  du  plein- 
cintre,  et>  les 'naissances  des  frfeins-ciotres  sont  1^  ^droites  intersections  *  des 
deux  plans  verticaux  QTQ',  Q'T'Q^'T^  i  «  par  ^  plan  horizooCal  xyfig.  -a. 

Du  raccordement  du  murdujquai  et  de  la  p9^em&re  rnicbCf  pat  des  éperons  à 

chapUeOAix  coniques.^ 

< 
« 

137.  Du  point  B  comme  centre  avec  BQ  pour»  rayon,  on  décrit  le  quart  de 
circonférence  QTf  qui  se  termine  aux  deux  droites  rectangulaires  marquées  sur 
le  plan  ÂB  et  BDC;  cet  arc  est  la  sectkm  horizontale  du  fàt  de  Téperon  ;  la 
naissance  de  ce  (ut  est  dans  le  plan  horizontal  sy*  La  base  de,  l'éperon  se  com^ 
pose  de  deux  socles,  dont  chacun  n'a  que  la  moitié  de  la  haùteuir  du  socle  du 
mur  de  quai.  La  saillie  du  premier  socle  sur  le  fijt  de  Téperon  est  égale  à  la 
saillie  du  socle  principal  qui  règne  le  long  du  mur  de  quai.  i 

'  fin  avant  de  Tare  Q^  du  pkn ,  on  voit  les  trois  arcs  concentriques,  intersec- 
tions horizontales  des  deux  socles  du  fut  de  l'éperon,  et  de  la  partie  cylindrique 
du  chapiteau  de  cet  éperon.  •      -^ 

A  droite  de  l'arche  y  dans  l'angle  Q'BV,  il  y  a  un  second  éperon  en  tout  égal 

«••.t»       »•  <        '.       ...»  -.        .  .,•. 

au  premier.  *  x      . 

Les  deux  parallèles  à  -QQf  en  avant  de  cette'  droite  ;  sont  tangentes  aux  arcs 
de.  cercle,  sections  horizontales  des  socles  des  déùt  éperons;  ces  socles  se 
terminent  à  la  face  verticale  dû  socle  du  mur  de  t]ùai.  '    '     - 
.  Lsijig.  a  représente  sur  une  plus  grande  échelle  le  plan  et  l'élévation  de  Fépe- 
ron  à  droite  de  l'arphe  ;  elle  fait  Voir  les  lignes  BA'-  et  VC  du  nu  des  mùt&  de 
quai  et  de  l'arch^.  La.  Kgne  ^4'  ^t  sur  luette  figure  h  tracée  de  b-face  verticale  du 
isocle  du  mur  de  quai  9  et  les  deux  arcs  âi,  ($',  sections  ^horizontales  4es  .socles.' 
de  l'éperon,  se  terminent  d'une  part  à  la  face  verticale; B'CT'de  l'aide ,*  et  de* 
Vautre  à  la  droite  ^.J^  droite  B'A'  ijfg.  a)  sépare  le  plan  de  Télé vatJN^n;. elle ^ 
tient  lieu  de  la  droite  XY  sur  la,/%.  a  de  rélération  générale.  L'horisont^le-  xjr 
(7%^.  a)  représente  le  plan  des  naissances  du-berceauderarchef  commewria  j^*.  a^. 

Le  pont  que  l'on  vient  de  déctire  est,.par.hypothèse,  éclairé  par  des  rayons 
4ç  lumièfepa^rallèles  entre  eux  ;  il  s'agit  de  trouver  les  ombres  portées  sur  l^s 


les,  diy«^^^z^t<^.  fiai  l^,p^tpj^9]^f^,f^t  f^é^nt  les  deux  ipt<^ectioa&  d'un 

Des  ombres  au  pont. , 

-(      .-'     <  .  i»- 1  »m  -  ,  ,^  .u  Mj    ••   l*»-      t    '.•'•■•'■A-        * 

vi3ft  Bn  tidt^ilde'gftudte  à  droîte^^'et^uvrathtid  mm*  de  quai,  les  ombres  dont 
on  demande  le  contour,  sont,  en  les  désignant  par  lettres,  Â,  B,  C,  etc. 

1^  Ombrtfss.id.^&à^htts'ét  la  éamkhedii  nxia  de  quai,  sur eUe-méme  ou  sur 
le  nti  du-  raur;  Mobres  du  'pasape^  qoi  tetaûne  lé  mur,  sur  le  trottoir  adjacent 
et  Sur  lénn  dm  smur;  timbrai,  dk»  trottoir,  du*  mur  de  quai  sur  la  chaussée 
parallèle  à  ce  «mnr.    -i.  i    -  /.  *  1  *     ,44^    • 

a^  Omb^  i^..Oinbresidu  parapet  dupqat.sur  le  trottoir  de  ce  pont;  ombres^ 
du  trottoir  sur  la  chaussée  du  pont. 

3^  Ombf^s  (!7)^< Ombre» de  la  coupe  transversale DD'(j%.  i)  du  pont;  (le  plan 
de  cette  coupe,  parallèle  au  mur  de  quai,  divise  l'arche  en  deux  parties  égales  ; 
la  droite  DD'  et  les  droites  QQk,  q(f  sont  de  même  longueur,  comme  parallèles 
compvisfs  entre  ks  |>ar^Uèlesr  BC ,.  BÇ»  :  )    '        . 

tf*' Ombres  D.  Ombres  des  pleins-antres  de  l'arche  ou  des  quarti  de  cercle. 
DQ,  IXQ'  (Jig.  i)  scttAef  beroeau  cylindrique  de  Farehe,  et  sur  le  fût  Q'BV  de 
Téperon,  à  drqite  de  Farchei    :      •. 

^'^■Omifrés  E.  ■  Limites'  dé  âéparatkin  d'ombre  et  de  lumière  sur  le  fût  QBv 
(jîg.  I') -de  r^peron,.|e('sulp  le&  soclesKle  ht  base  dé  cet  éperon. 

6**  Ombres  F.  Ombres  <^es  socles  .de  l'épeirba  4  droite  de  l'arche,  sur  la  ^ce 

▼erlraate  dir  inor  de  tjuai  ;  ombres  du  ^h&pjteau  die  l'jéperon  à  gauche  de  l'arche* 

surile'Sibtidela'piie.     '  •?■■.»>    '   v'.- 

Ombres  A  et  B. 

1 39.  Construisons  d'abord  sur  les  deux  plans  verticauxSVTjSVD^/?^.  1)  ou  leurs 
panmi^flPf4«»'RVf#QttPrps  (l'p«n;raim^,<^4ifffliii^sr<tTq^iÇlF>«se  PJM*  le  milieu  (S ,  s) , 
d«:l»^çt^^  à^9ffi^  ^^t.flfjçij,^,§^  p^Pe  ^f^,,f,t,  sw  paraUèle  à  p-,  on 
abaisse  d'un  pont  quelcof^qw^U  j^^j^t  J(^4>fTPf«?<î»9P'*i*"«*  UU'  UV,  sur 
^Xxf^m,^J^M\Vm^t^^f^mf^^'^^^î^y^%^j.,^^  on  décriât  l'arc 

V.y'»H,fio»#Pk%V«^S^WïPWÎ.Kr  Î*,e^,^i4gpt.^e  l^jprojection  dû  point 


i»^Mi«ïM%IMnrlf  9WRm  «Bafîidefl^ljit^pB  %¥f>  P"«î»er  plan  vertical  SV'. 

^V\ffmm»^'.iW^iÂ'flf'àmm^  ombre  sur  le 

tWttsirfcjBh|»w,J«44<««W«l«lVi»JWÏ«»  Wy^  (*"»/)  ^«  cette  horizon- 

tal. Hft«»P%^JtfffiWre^#Prt^^.HB^eç|ipi>,,v,er,^c^  /a,  parà^^^^    à  su  ou  p', 

«^!»W4'fr5»W>f»<a^?«*<$*V-tr<l^>»»»W»«^  parallèle  A  LL 

«7 
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k  KO.  Le  pro^l  da  parsipet  dti  m^r  de  quai  étanl  te  même  (fU  p^r  le  parapet 
du  pont,  la  parallèle/ A  à  si/^  coupe  Thorizontale  gk  au  point  A'  didlsiBt  èo  point ^ 
de  la  largeur  g  A'  de  l'ombre  portée  sur  le  trottoir  du  mur  de  quai.  Portant  cette 
largeur  sur  le  plan  {^g.  i)  de  M  en  L",  et  tirant  UL  parallèle  à  MN,  ou  aura 
L'^LL'ONM  pour  la  projection  horizontale  {^.  i)  de  l'ombre  des  parapets  du^ 
pont  et  du  mur  de  quai,  sur  leurs  trottoirs  respectifs- 
Une  parallèle  à  la  projection  j/  du  rayon  lumineux ,  menée  par  un  paint  de 
rhorij^ontale  inférieure  du  bandeau  du  parapet  du  pont ,  coupe  la  face  extérieure 
du  parapet ,  en  un  point  qui  détermine  Thorizontale  i.a.  Cette  horizontale  est  le 
contour  de  l'ombre  portée  par  le  bandeau  du  parapet  du  mur  de  quaî^  sur  le  nu 
de  ce  mur. 

La  corniche  du  parapet  se  compose  d'une  plate-bande  ^  d'un  filet  et  d'un 
cavet.  IVaprès  la  direction  du  rayon  lumineux  ( pi p'),  l'horizontale  inférieure  de 
là  plate-bande  met  dans  Nombre  le  filet  et  le  cavet  ;  elle  porte  ombre  sur  le  nu 
du  mur  de  quai ,  et  une  parallèle  à  S{/  {Jig*  a) ,  menée  par  l'extrémité  de  la  verti- 
cale qui  est  la  projection  de  la  plate-bande  dé  la  corniche  du  parapet,  coupe  la 
Êce  verticale  extérieure  de  ce  parapet  en  un  point  qui  détermine  comme  précé- 
demmeiit  Fômbre  portée  (3.4)  par  la  corniche  du  mur  de  quai  sur  le  nu  de  ce  mur. 
Le  trottoir  du  pont  porte  ombre  ou  sur  la  chaussée  ou  sur  le  ruisseau  de 
cette  chaussée.  Le  contour  de  cette  ombre  est  une  horizontale  parallèle  à  Tho- 
rizontale  (  HH'^  A),  qui  termine  le  trottoir.  Menant  par  le  point  h  une  parallèle 
à  chacune  des  droites  sU^  sv\  les  deUx  parallèles  rencontrent  le  profil  de  la 
chaussée  en  deux  points,  qui  déterminent  les  distances  respectives  des  droi- 
tes 5.6 ,  5.6'  {fig.  i)  aux  droites  HH',  HH"- 

Ombres  C. 

i4o.  Le  pkâ  de  la  seclion  trafisversak  DIX  i^fig.  i)  du  pont,  eonpe  le  bcr* 
eeau  de  l'arche  suivant  m^e  horizontale  (  ISO ,  dd  ).  L'ombre  p(»tée  par  cette 
horizontale 9ur  le  berceau,  est  une  autre  droite  horizontale,  arête  4e  ce  berceau. 
Ces  deux  droites  sont  dans  un  plan  parallèle  au  rayon  de  lumière,  perpendiculaire 
au  plan  vertical  DQ  du  plein-cintre.  Ayant  décrit  du  point  D  eomme  centre , 
avec  DQ  pour  rayon,  l'arc  QR ,  on  transporte  la  droite  DR  en  qr  {Jtg.  a)  sur  %y 
et  du  point  q  comme  centre,  arec  qp  =  DR  pour  rayon ,  on  décrit  Tare  d^ , 
qui  i^présente  le  quart  du  plein-cintre  de  l'arche.  La  projection  du  rayoH  de 
hnmère  sur  le  plan  de  cet  arc,  est  parallèle  à  la  droite  ^s;  donc  si  Pon  mène 
par  le  point  4  extrémité  de  Thorizôntale  dd,  une  parallèle  1/7  à  Js,  cette  parallèle 
eoupera  l'arc  dy  au  point  7 ,  qui  détermine  l'horizontale  7.8 ,  projection  ver- 
ticale de  Nombre  portée  par  l'arête  (DD,  ^)  du  berceau  sur  ce  berceau  même. 
Cette  projection  a  son  origine  au  point  ^,  qu'on  obtient  par  Fintersection  de  la 


tlroite  connue  7,8,  et  de  la  parallèle  à.p'  ou  su\  menée  par  le  point  cL  Abaissant 
Ik  p6tf>eiidM»jbûn  »£  à  XY^  «t  iseiiam;  h  pwaHèfee  DE  à  la  projectîôà  bmzon- 
tale  f  du  rayon.de  inîmière^  jeiies  «e  MncottlMiit  au  point  E ,  projection  hori- 
zontale de  Vorigine  (E,  ^) ,  de  Tombre  portée  par  l'horizontale  (Ï>D',  dti)  sur 
le  b^rceàû  de  l'apciie.  Geite  boritontalè  porto  ausei  deft  ombres  6ur  le  cyliiidre 
▼erttcàl  de  la  pile  à  droite  «de  ï'OLtchè,  ^  sw  la  istce  TerVioale  £%''  jlii  socle  éa  mte 
de  quai.  Les  rayons  de  lumière  (DE  y  de) ,  (DE",  ^^) ,  coupent  cette  (ace  vexfî* 
cale  'SlSf  auK  poists  (E',  ^) ,  (B"',  ^').  Le  second  point  est  l'exlrémité  de  Foœbte 
ponée  par  t'horiaontale  (DD",  ^)mirle  socle  du  mur  de  qtts».  La  projection 
verticale  de  €etie  ombre  se  troure  (J^.  9)  sur  Thonzontale  menée  par  le  pomt 
e  ou  e**. 

Le  même  *àyan  ^(pïT ,  dé')^  prolongé  jusqu'^au  nu  du  tnur  ÀV,  le  rencon- 
Wrait  âu  point  éotft  §'  est  la  projection  verticale.  La  verticale  flf\  qui  con- 
tient fornbre  -de  la  verticale  (  D' ,  éV  ) ,  coupera  rhoriaontale  xjr  en^.  Menant 
par  ce  poidt  la  parallèle  i^f  kf\  et  la  proSctigeant  jiusqu*au  point  §  de  ki  verti- 
cale db\  îdsetà  la  projection  verticale  de  la  portion  de  la  coupe  extérieure  4m 
parapet ,  qui  porte  ombre  sur  le  «ode  du  imir  de  quai.  Le  reste  de  cette  coupe 
porte  ombre  sur  k  «u  du  mmr,  La  parallèle  J^'i^"  k  p%  menée  par  le  point  ^, 
rencontre  U  verticale  té"  au  point  é**,  origine  du  contour  de  cette  ombre.  Ce 
eontour  ne  différerait  pag  du  profil  d'à'  4«i  parapet  >  s'il  n'hait  modifié  par  les 
ombres  dbes  horiBoatales  du  bandeau  <ltt  parapet  et  «de  la  saillie  de  lacomicb^, 
compriscB  entne  les  plahs  verticaux  D'X' Y'  et  D'£".  Ainsi  fhori^ontale  «upéi^oure 
de  Ibl  comicbe  porte  sur  le  mur  de  quai,  l'ombre  zz'  parattéde  à  d'ff'  ou  k  f\ 

Ombres  /?• 

t4î.Le  cylindre  qui  a  pour  base  le  quart  (DQ\  dq)  du  plein-cintre  deTarclie^  et 
pour  arêtes  des  parallèles  au  rayon  de  lumière ,  coupe  le  berceau  liorizontal 
suivant  une  courbe  plane  (art.  190 ,  liv.  i*').  La  détermination  de  cette  courbe 
est  un  problème  tout-à-&it  semblable  à  celui  (art.  229)  du  puits  cylindrique, 
et  qu'on  résout  de  la  même  manière,  â'j  {Jig.  2)  étant  la  projection  d'un  rayon  de 
lumière  sur  le  plan<lu  plein-cintre  drjr^  on  mène  la  parallèle  9.10  à  celte  pro- 
jection, qui  touche  Tare  d'jr  au  point  11^  et  détermine  sur  cet  arc  la  portion 
d.w  qui  porte  ombre  sur  le  berceau.  Ijc  point  1 1 ,  origine  de  l'ombre  portée , 
ayant  pour  projection  verticale  (fig.  2)  le  point  1 2  de  la  verticale  dq^  la  projec- 
tion verticale  du  contour  de  cette  ombre,  sera  la  courbe  i^x^yHe,  On  aura  liii 
poitit  quelconque  intermédiaire  /it",  en  menant  yn£  parallèle  à  ^7,  et  les  hori- 
zontales ^V<i  A*-i3«  L'horizontale ^ 1 3 coupe  la  verticale  dq  au  point  i3,  par  le 
qudontire  la  parallèle  i3.//  à  de  ou  p.  Cette  parallèle  coupe  rhorieontale  ^'fi'' 
au  point  fi!  de  la  courbe  1 2.ju"c. 
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Des  tangentes  à  la  courbe  l'x.yC e  {^f%)yppffect^n4e  C^mlnt  portée  par  Marc  ^Ai 

pleùhcintre  (Tune  arche  j  sur  le  beroeau  de  Porche. 

142.  La  courbe  li.fji'e  a  pour  tangente  à  Vune  4e;^s  ei^tl^îtés  e  la  droite 
tkj  parallèle  à  p,  ou  Us.  En  efFet,  cette  droite  de  est  la  trace  d'un  plan  tangent 
au  cylindre  )  qui  a  pour  arêtes  les  rayons  de  lumière  menés  par  le  cintre  de 
Tarche  :  or  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  X Y,  et 
d'ailleurs  la  courbe  dpnt  miJile  est  la  projection  verticaley  appartient  aa  cylindre; 
d'où  il  suit  que  cette  courbe  a  pour  tangente  au  point  e  la  droite  éd.    - 

Autrement;  les  plans  tangens  aux  deux  cylindres,  dont  l'intersection  est  la  tan- 
gente au  point  (£,  e),  ont  ppur  traces  sur  le  plan  <]e  l'arc  d.  11.7,  les  deux 
tangentes  à  cet  arc  ^7' ,  7'7  qui  se  croisent  au  point  7'  de  la  droite  ^i  1 1 .  7', 
perpendiculaires  à  la  corde  ^7  d.e  l'arc  d^y  or  le  point  7'  se  projette;  sur  le  plan 
vertical  XY  ^nd;  donc  ce  point  ^ appartient  à  la  tangente  de  la  courbe  efi\\a^ 
au  point  e  de  cette  courbe.  ,     . 

Les  tangentes  à  l'arc  de  cercle  d^r  aux  points  /u  ^  fi\  se  rencontrei:aient  de 
même  au  point  1 4  de  la  droite  g.ii.'j,  L'lv>rizontale 1 4 9  ^^  coupe  la  verticale  elq 
au  point  1 5  de  la  droite  1 5.fi" ,  qui  est  tangente  au  point  /ur'  de  la  courbe  i  a  «juTi?. 

Cette  construction  ne  s'applique  pas  au  point  12,  projection  verticale  de  Fch 
rigine  de  la  courbe  ;  mais  on  obtiendra  la  tangente  pour  ce  point ,  en  cherchant 
l'intersection  du  plan  tangent  au  berceau  au  point  1 1,  etdu  plan  de  la  courbe. 
Or,  le  plan,  tangent  au  berceau,  suivant  l'arête  de  ce  berceau  qui  passe  par  le 
point  1 1  de  sa  base,  coupe  le  plan  vertical  QQ'  suivant  une  horizontale  parallèle 
à  l'arête  de  contact  ;  le  plan  de  la  courbe  coupe  ce  plan  vertical  QQ',  suivant  une 
autre  droite  ;  l'intersection  de  ces  deux  droites ,  détermine  la  tangente  au  point 
de  la  courbe  qui  se  projette  en  12  sur  le  plan  vertical  {Jig.  2),  En  effet,  la  tan- 
gente 9. 1 o. 1 1,  rencontre  la  verticale  rr  du  plan  vertical  QQ',  au  poiqt  16;  donc, 
l'horizontale  16.17,  intersection  du  plan  tangent  au  berceau  et  du  plan  verti- 
cal QQ',  contient  un  point  de  la  tangente  cherchée.  Mais  la  droite  q.ii.fj  pro- 
longée ,  coupe  la  verticale  r/  au  point  r,  qui  se  projette  (  /%.  2),  au  point  r  de 
la  verticale  qd.  La  parallèle  à  la  droite  5^.1 1  .r  du  plan  de  l'ombre,  menée  par  un 
point  quelconque  de  cette  ombre ,  tel  que  (E ,  e) ,  coupe  le  plan  vertical  QQ'.  au 
point  dont  18  est  la  projection  verticale  ;  donc  la  droite  r.i8  est  l'intersection 
du  plan  de  l'ombre  cherchée  et  du  plan  vertical  QQ'  :  or  cette  droite  coupe  l'hori- 
zontale 16.17  ^^  point  17  ;  donc  la  droite  12.17  ^^^  ^^  tangente  au  point  lade  la 
courbe  i2.juV. 

L'arc  en  plein-cintre  Q'iy,  opposé  à  celui  qui  porte  ombre  sur  le  berceau, 
porte  lui-même  ombre  sur  le  cylindre  vertical  de  l'éperon  à  droite  de  l'arche.  On . 
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$ait  (art.  loo)  comment  on  tVonve  l'ombre  d'une  ligne  sur  une  surface.  La  pro- 
jeetien  ^iticale  de  TStfibre  d^ Taré  Q'Q'i  représentée  à  part  (fig.  à) ,  est  mar- 
quée ai;  sa  projection  &^rf:^otitale  se  confond' dans  ce  cas  particulier  avec  la 
base  du  cylindre ,  fût  de  Téperon ,  puisque  ce  cylindre  a  pour  génératrice  une 

droite  verticale,  (/^/(rfs 'arr/6i  ,1iv.  i*^V 

{)fnbfés'E» 
.  ,  .  • 

1 43.  La;  perpendiculaire  abaissée  da  point  B'  (^.  i  )  sur  UfE'  ou  p ,  projection 
horizontale  du  rayon  de  lumière,  coupe  les  trois  cercles  bases  du  fut  et  des  deux 
socles,  de  Téperon  de  droite ,  en  trois  points  ;  les  verticales  élevées  par  ces  points 
sont,  sur  les  cylindres  du  fut  et  des  socles,  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et 
de  lumière. 

;I^./%*  ^f  V^  représente  l'élévation  de  l'éperon  sur  une  plus  grande  échelle, 
fait  voir  le  quadrilatère  aàcd,  dans  lequel  les  droites  ad  et  de,  les  courbes  cd  et  ba 
sont  respectivement  les  projections  verticales  de  la  base  du  fût  de  l'éperon,  de 
la  droite  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  ce  fût ,  des  ombres  portées  par 
rhoiîzputale  de  l'arche  (DD",^/),  et  par  l'arc  en  plein-cintre  (Q'IX,  q'd')  sur  le 
fût  de  Téperon*  La  parallèle  au  rayon  de  lumière  (19.  ao),  (19'.  ao'),^/^.  i  et  a), 
menée  par  le  point  (19, 19')  de  l'horizontale  (DIX,  dd')^  coupe  le  fut  de  l'éperon 
au  point  (ao,.2o'),  ce*  qui  détermine  le  point  ao',  marqué  des  mêmes  chiffres 
sur  h  courbe  rapportée  Xy?^-  «)  en  bc.  2o\ 

.    ,  .        Ombres  F. 

m 

i44«  Le  bandeau  du  chapiteau  de  l'éperon  à  gauche  de  Tarche,  et  les  socles 
de  réperon  à  droite ,  sont  terminés  dans  la  partie  supérieure  par  des  quarts  de 
cercle.  Le  premier  des  trois  cylindres  qui  ont  pour  bases  ces  quarts  de  cercle , 
et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  au  rayon  de  lumière ,  rencontre  le  £fkt  de  l'é- 
peron de  gauche;  les  deux  autres  se  prolongent  jusqu'à  la  face  verticale  du  socle 
du  mur  de  quai;  les  lignes  d'intersection  sont  les  contours  des  ombres  portées. 
<3n  voit  {^g.  a) y  les  deux  courbes  e  et  é',  projections  verticales  des  ombres  por- 
tées par  les  bords  circulaires  des  socles  de  l'éperon  de  droite  de  Farche,  sur 
le  socle  du  mur  de  quai. 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  voir  comment  on  trouve  les  ombres  por« 
tées  par  des  lignes  ou  des  cercles  donnés,  sur  des  corps  ronds,  tels  que  la  sphère, 
le  cône- ou  le  cylindre.  Nous  allons  maintenant  construire  des  lignes  de  sépara- 
tion d'ombre  et  de  lumière  sur  deux  surfaces,  l'une  de  révolution ,  et  l'autre 
n^/«^,  dans  l'hypothèse  d'un  point  lumineux,  ou  du  parallélisme  des  rayons 
de  lumière. 
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j4S-  Nous  avons  exposé  (art.  icj^i  i  i)tr9is:  métbo4e$  pour  ^étetaaj^eir  le  icooe 
ou  le  cylindre  tangent  à  une  surface  de  révolution  ;  nous  allons  appliquer  ces  mé- 
thodes au  cas  particulier  de  l'ellipèDiée  de  ^révolution ,  en  supposant  cette  sur- 
face successivement  éclairée  par  un  point  lumineux  et  par  des  rayons  parallèles. 

Soit  {A.,  na")y  Taxe  de  révolutian  éé  Telfip«oîde.  Un  p'Iâtt  mériiâfieti  <>AO% 
pffirallète  •au  plan  veititîd  XT  deprojectîoïi ,  troupe-cet  eHîpsoîde  suivant Tteïlipse 
ojaoo.  Les  poîn  ts  E  et  é  étant  les  deux  projections  du  point  lumineux ,  on  de- 
nafnde  sut  relKpsoide  la  Kgne  tle  séparation  d'om)>re  -et  de  lumiète.  Cette  ligne 
est  la  courbe  de  contact  de  l'ellipsoide  et  du  cône  tangent  qui  a  son  sommet  ait 
fyoiiit  iutmneuiE;  tX.  pom*  troirver  un  point  de  t^ette  cotut^e,  notis  considére- 
rons tfabord  r^Bipsoide  comme  l'enveloppe  de  f espace  que  -parcoort  un  cône 
<)roit<iont  le  sommet  est  constamment  isur  Pâte  de  réinofttrtion; 

Ayant  coupé  la  surface  -de  révolution  par  un  plan  XTf'  perpendiculaire  à 
Taxe  ad  ,  on  mène  ime  tangente  à  ia  confiée  méridrenne  advx)  ,  par  le  point  d 
intersection  de  cette  x:o\iAe  «t  de  l'horizontak  X?Y'. 

Cette  tangente  coupe  Faxc  xzd  au  point  s.  On  prend  ce  point  pour  le  sommet 
tTmi  cône  Aoit  qui  toitche  l'ellipsoide  suivant  le  cercle  du  diamètre  dd ,  et  tout 
plan  tangent  à  ce  cône  est  aussi  tangent  ik  Fellipsaîd^.  Pour  amener  ce  plan  par 
le  point  lumineux  (E,  e  ) ,  ou  joint  ce  point  et  le  sommet  (  A ,  j )  du  cône  droit, 
par  la  droite  (AE,  se)^  qui  coupe  le  plan  X'Y'du  cercle  base  du  cône  droit,  au  point 
(  F ,/ )*  Ayant  déorît  du  fXHBt  A  ûQi»»e  centre ,  le  cencle  du  diamètre  BO'  7=^  dd , 
la  tttogeBte  à  oe  cercle  ioefiée  f^ar  le  pomt  F,  le  to«ciie  ^ax  |>okds  H^  H',  qui  .se 
pro)eilesft  «ht  k  plan  vertical  X Y  aux  joints  A,  h  tle  l'borÎEOntale  Xlf'  ou  dà.  Isa 
deux  poÎAts:(H,  A  )  y { H.,  k),^  ap|>artie&i!ient  à  la  ligne  de  aéparatioit  d'outre  et 
de  luB9Îère  de  l'^Kpsotde. 

.  i46.  On  seraît  averti  que  le  cercle  du  dtanèire  DD\  dd  se  contient  pas  de 
fXMnts  de  la  courbe ,  si  le  poiot ,  tel  qoe  F.^  létait  dans  Tinténetir  du  c&dL%  du 
diamètre  DI>.  Mais  pour  éviter  des  constructions  inutsks ,  ou  cdxendiera  4'a« 
bord  la  liaûAe  des  oerdes  tjni  contâonncnt  «bs  poônts  de  laxoierbe  da  contact. 
Pour  trouver  cette  liante ^  tm  mènera  f^r  le  pcnni;  kmaîneu  (£)  e)^  les  tao* 
^eii^s  à  la  oottrbe  génératrice  ttaicée  dan»  fe  ptan  nnëridieu  «pxi  flaore  ipaîr  o« 
point.  Dans  te  vcas  fiarticMftîeT  de  reUipsoids  ^  on  peut  mjdner  éeuK  tangenlm  ^ 
et  les  ceiMirles  de  k  aiM&ee  de  réTolsitîcm  q«î  rpassent  par  les  f  0*>^  "^  contact 


de  ces  àeiû  langeAfeâ' ,  Mnl  les  limites  de»  cercles  qui  coâtienHeM  les  points 
^  la  courbe  de  ccmtaet  do  cène  et  -Ab  la  ^Mrface  de  rétolnfkm. 

F»îsaBt  touTHer  le  plan  mérîAen  AK  d"^oi»  aie  égal  à  Ei&^  powr  amener  ce  plan 
dam  le  plan  méridiefi  OACXG,  et  te  point  G  étasM  prejeté  en  ff  snr  Thorizon- 
taie  doAnée  eg,  on  iinmcra  pat  )e  poifit  g^  deitoc  tangente»  àr  la  courbe  méridienne 
adtrct;  et*  par  les  dettx  points  de  contact  i^tr^fm  mènera  des  plans  perpendica- 
laires  à  Faite  aac^\\  couperont  la  surfeo^  de  rëiFohÉtion  suivant  tes  cercles  limites 
de  ta  coarbe  cherchée  :  prenant  les  distances  des  points  i^  i'  à  Tare  oe^,  mesn- 
i^es  sur  les  boriiontales  li ,  rA" ,  et  les  portant  s«r  te  méridien  AE  de  A  en  K ,  et 
de  A  en  R',  lespoials  qui  se  projettent  sur  le  plan  horizontal  en  K et  K\  et  sur  te 
plan  vertical  en  A*  et  A',  sont  tes  points  extrêmes  de  la  Kgne  de  contact  de  k 
siir&ce  de  révolutkn  et  da  ^Ône  qui  a  son  ^mmet-au  point  kimitteux  (E ,  e). 

-  147.  L*ardre  des  opérations  graphiques  n'est  pas  indifférent,  et  pour  suivre 
celui  qne  nous  regardons  comme  te  meilteiir,  on  déterminera  d*abord  les  deux 
points  (M,  m}eî  (M^  nf)^  situés  sifr  le  phis  grand  cercle  (OO^ ,  00')  de  ïa  surface  de 
révolution.  Ayant  décrit  du  point  A  ,*  comme  centre ,  avec  un  diamètre  CXy=:oo\ 
un  cercle ,  et  considérant  ce  cercle  comme  la  base  d'un  cylindre  vertical ,  ce 
cylindre  touchera  la  surface  de  révolution  suivant  le  cercle  (OO',  00' )'^  or  les 
deux  plans  tangens  à  ce  cylindre ,  qui  ont  pour  traces  horizontales  les  dï'oites 
EM  i  EM',  touchent  cette  surfece  àtrx  deux  points  M ,  /«  et  ftT ,  m'.  Donc  ces  deux 
points  appartiennent  à  Ta  courbe  de  contact  du  carte  qui  a  son  sommet  au  point 
(  E ,  ^  ) ,  et  de  Tellipsoide  de  révolution. 

La  eouAe  miéricbenne  (  OO',  ad 00^^  peut  être  considérée  comme  ht  base  d'un 
cylindre  horizontal  tangent  à  la  surface  de  révolution  ;  donc  si  l'on  mène  les 
tangentes  el^  et  à  cette  courbe,  les  plans  tangens  aa  cylindre  qui  ont  pour 
traces  ces  tangentes,  touchent  la  surface  de  révolution  en  des  points  (/,  L), 
et  (^,  L'),  qui  appartiennent  encore  à  la  courbe  de  contact. 

Ayant  déterminé  les  six  points  K,  K',  L,  L',  M,  M'  de  la  projection  hori- 
zontate  de  la  courbe  de  contact,  et  tes  six  points  correspondans  hytî ^  /,  l^  m^m' 
de  la  projection  verticate ,  on  trouvera  lès  pointa  intermédiaires  par  ta  méthode 
qu'on,  a  suivie  (art.  1 45)  pour  trouver  les  points  (H,  A)  et  (H',  K.) 

i4^*  Nous  avons  considéré  la  surface  de  révohition  comme  Fenveloppe  de 
l'espace  que  parcourt  un  cône  droit  qui  a  successivement  pour  arêtes  les  tan- 
gentes de  la  courbe  méridienne.  Maintenant  nous  allons  substituer  aux  cônes 
des  sphères  qui  ont  pour  rayons  les  portions  de  normales  à  la  courbe  méri* 
dieQue ,  comprises  entre  cette  coarbe  et  Taxe  de  révolution. 
Soit  (  A ,  /),  le  centre  de  l'une  de  ces  sphères ,  d't  son  rayon ,  diuti^  Fun  de  ses 


grands  cereles^  Le  méri4ien  A£^oqp(^  ç^t€i^pb%#ffifiiy^U:.iu^  gkyt^d  ic6rcl#^  et 
en  supposant  ce  méridien  ggnffl^ svif  ^»Tnfrirfit<i làPifi f  le  point {.£,  e)  prend  la 
position  g;  donc  si  par  le  point  gy  on  mèRQ.]M»tlP0^tles  gu^gt^  au  cereîe  ^j^^^^ 
la  droite  w  est  le  diamètr^  ^wfd^^fWUtmçtA^,Xà  «phère  etdiLiOÔne  droit 
dont  le  sommet  est  en  (£,  e)^  pp.ga  g,  O.çencle.  ^iMi'  decU  spàière  et  le  cercle  iàf 
commun  à  la  sphère  let^  à  la  ^mrfat^Stdf  .#réyol«ûo|i^  sf  coupettt  suivant  une 
droite  horizontale  x'j  parpen^ÎPuIaPQ  W  plrat  dmi  méridien  A£;  donc  si  Ton 
porte  la  distapçe  du  point  ^  ^  Taye  04%  di^  A  en  .j;  4ur  AE ,  cette  droite  horizon^ 
taie  sera  en  projection  horizoï^t^^  iioe  perpendiculaire  UsW  k  la  trace  AE  dn 
méridien  qui  passe,  par  le  ç^inX  (£#.e),  li'intessectiMi  de  eetle  droite  HxW-  et 
du  cercle  décrit  du  point  A  i4ifMf^  »centre^  af ec  «m  diamètre?  DD'  =z  dà  4 
donnera  les  points  H|.3'  .4a  1^'  pi^O^tt  tiofiwnlide'd^tb»  courbe  de  contact 
cherchée.  •"    1  .       '  ,   .0»      ■)    0  •»  •  -  ij      u  ,       • 

Éleyant  Jçs  perp^wliful^iri^s-flifr^  H'M  k  A'intenifQttan  Xï  4^  plans  de  pro4 
jection,  et  les  prol^^ge^ptJuçt^ul^i^iquMWs^icelopèAt^rhs^rizontâlè  auic 
points  ^  et  A',  cç^  poîi»t%  .app^i;tî^i^t,'à/^4>«f9Màan  «vertteale  de  la  cçurb^^ 
dq.çont^^t;  on  trçtive^a  ^s  U  içéii^Q^tipîèdettMkt^'fniIres^^niinls  ifu'oo  voudra^ 
de  eett^  courbe..   ..  .;  .    ♦  :,    lit  vri  00  omiM.  i»..«»  t  ;'  lu.:»  *.  .     ::  / 

,  •  .r   ^.    ,      •      ,.,»  i;i  iqiK  af'iifc!uoAOnttp;,q  ^-..uv/i./ e-ob  ,1.:  «OU    .».i.  •  . . . 
1/19.  Considérons,  maintenant  la  surface  de  révolution  comme  Tenveloppe  de . 
Tfisg^cp'  qu^iparcounti  Q£rieylîil4w^if«LwpaM)lM9e  laf^oouHbvf  m^ridfemies  ^t 
cherchons  dans  cette  hypothèse  un  point  de  la  (sôtùrfteKdeM^ontàcttle  la'  sup* 
f^ce  de  Dé^lutioa^t  dvkco^^ii^imimmii^oMmkiiaxopôiM  taîÊkiMtm.'Sùit(Ailt)j 
la  tracQ^hpiâzontak  id'un(|>4iniiiién(liw»qmUK^  N^, ^  ^^  t>i^  débitai  f^t^ 

pendiçulaire  ahajss^  du  pdian  ^  existe  ,M;ylanvmérîidièi|iAiMliOtv  >elE(àiqtiersr 
que  tous  :les,||ojio ts.  Itis  que  JSi,iseAr»(lvpBii9flki«|f |ee«die  niédrif  *9É!r  A&  ««^ifintaé 
cj^mètre/^^t  lait  4qi4'oegik>Kirii  wbnn  lâBtijtKcft^a  M'flttUl  ali>p^î64àlf>^^iti<»K 
AJi'  pas aUèle. à  XT ,  ie  .pQiiit{(H;  mPtâïvMu^pmKt&m^nX  Pair  ce  «pOiM  /r,^  l»tt»Mft^^ 
Is^. tan^^entt^ n'p ,à  1^ Aovkbte^ ni^tiiietin^ ç et tmP|i6rtti4adi^atfè« Jbi^  tfif ^Mt Ût^ 
contact  p  à  Taxe  aa\  sur  la  trace4ll>fMte'Ai'^lPPttL<^pbitiLl^P'«%tf^ 

dantjc?:,  situé  ^ffirborîaàailAdgtt^V^a^)^^^^ 

la  courbe  cberchéq.;Û9l^  ml^tiMkU^Kip^Mè»,^^  êrfHxiiét  ûPléifïAf  i^^èrfi 

saéhe  «fpener  utte  ta»ga9t)ttr4étki|fi^>2)feifp^>kMé^u¥l$(^éi^^ 

pris  horafcetté  cqurl)a  I;attângett^/fj*^%«t|lft^liiMë\f%iH^âl^ri^^ 

pendiculaires  au  plan  méridien  4ïNl«l««i>tt^^       ^W^^  ;ib.9i^i^u  liAi^ifi  nuiq 
1 5o.  Ces  trois  méthodes  s'appliquent  également  à  la  détermination  de,  laiigne  . 
d^  «|é^av(Mi^4lf/(^l]|j^g,ft,<is4^^ 
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Soit  (p,  f)  Fun  de  ces  rayons;on  conçoit  un  cylindre  tangent  à  Tellipsoidey 
engendré  par  une  droite  parallèle  à  (p ,  p')  6u  (BC,  àc)  :  la  courbe  de  contact  de 
ces  deux  surfaces  est  la  ligtie  demandée. 

Ayant  coupé  la  surface  de  révolution  par  un  plan  quelconque  perpendiculaire 
k  son  axe,  elle. est  touchée  suivant  le  cercle  contenu  dans  ce  plan ,  par  un  cône 
droit  qui  a  son  sommet  sur  l'axe.  Le  plan  tangent  à  ce  cône  droit,  mené  parallèle-* 
ment  au  rayon  de  lumière  (f ,  p'  ) ,  touthe  la  surface  de  révolution  en  un  point 
qui  appartient  à  la  courbe  de  contact  de  cette  surface ,  et  de  la  sur£aice  cylin- 
drique dont  la  génératrice  est  parallèle  aux  rayons  lumineux- 
La  surface  de  Tévoluticm  est  4tussi  touchée  suivant  le  cercle  contenu  dans  le 

« 

plan  perpendiculaire  à  son  axe ,  par  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  cet  axe. 
Lorsque  le  grand  cerde  de  celtfe  sphère  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au 
rayon  de  lumière ,  et  le  petit  cercle  commun  à  la  sphère  et  à  la  surface  de  révo- 
lution se  coupent,  les  deux  points  d'intersection  appartiennent  k  la  courbe  <]e 
contact  de  la  surface  de  révolution  et  du  cylindre  dont  les  arêtes  sont  parallèles 
au  rayon  de  lumière.  On  obtient  encore  des  points  de  cette  courbe,  en  menant 
parallèlement  au  rayon  de  lumière,  des  plans  tangens  au  cylindre  qui  a  successi- 
vement pour  base  la  courbe  méridienne  considérée  dans  ses  différentes  posi- 
tions, et  poiu*  arêtes,  des  droites  perpendiculaires  au  plan  de  cette  courbe  méri- 
dienne.  . . 

Oa^obtiendra.  par  funede  ce»  tt ob  métkade»,  la  ligne  de  séparation  d*ombre 
et  de  lumière  (  ^cT,  afiy^). 

'  On  remarquera,  aur  cette  courbe  de  crartaet ,  les  points  dont  les  projections 
verticales  sont  ^,  4  9  ^'  M  9  y\  ^'*  Les  deux  premiers  p'  et  4'  ^^^^  ^^  points  de 
conta^çt  de  la  courbe  méridienne  a^^  et  des  parallèles  à  la  projisction  verticale 
du  ra^Qii  iumineux  ;meifi  appartienoent  aux  cercles  limites  de  la  courbe  de 
<;çip^ct  du  cylandre  tangent ,  et  se  déterminent  comme  tes  points  k,  ^  (art.  i46y 
dp  la  courbe  de  contact  du  cône  tangent.  Enfin  les  points  y>  /'  correspondent 
aux  points  > ,.  ^  placés  sur  un  diamètre  yS"  du  cercb  OO'yJ*,  perpendiculaire  à 
la  prf^ec^ion  hori«oi)tale  p  du  rayon  lumineux. 

-JUs  prv>jec^Qns  verticales  des  courl^es  de  contact  du  cône  et  du  cylindre,  sont 
de^il^éesen  parties  pleines  et  en  parties  ponctuées.  La  partie  pleine  correspond 
^  la  portion  de  la  sur&ce  de  révolution  qui  est  en  ayant  du  méridien  OO',  paral- 
lèle au  plan  vertical  de  projection*  La  partie  pleine  dans  la  projection  horizon- 
tale^ correspond  à  la  portion  de  la  sur&ce  de  révolution  qui  est  au-dessu:^  du- 
plus  grand  cercle  de  cette  surkce  (OO'MM^,  00^*) 

•  ■ 

«1^1»  Des  trois  méthode^  que  «pus  avons  exposées,  une  seule  suffit  pour 
taHiver  lee  lignes  de  aéparation  dVmibre  et  de  lumièfe  suc  les  surfaces  de  révQ^ 


\ 
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lution  9  dont  on  connaît  les  génératrices^  cependant  pour  obtenir  cen  courbes 
*avéc  exactitude,  et  pour  éviter  KeHipLoi»  dts  lignes  diPdites  qnif^e  couperaient 
trop  obliquement,  on  sentira  "dans 'là  praltîipa^  d»  dessin'^  in  aécessilé  d'avoir 
recours  à  Tune  ou  à  l'autre  des  trot^'méltiQdesy'tt-éeclioàir ,  daMchflKjite  cas 
'particulier,  cette  qui  donnera  les  eotwtructioBS  le^'plus  exactes. 

Corollaire. 


I  .  f 


iSa.  Si  Ton  regarde  la  parallèle  (BC;  ôc)  au  rayon  de  lumière  comme  une 
droite  donnée,  oh  aura  résolu  la  quèstioh  de  nllener  par  cette  droite  un  plan  tan- 
gent à  une  surface  de  révolution.  En  effet,  cfe  plan  est  (art.  3a)  tangent  au  cône  et 
au  cylindre  circonscrits  à  l'eUipsoide ,  et  le  point  de  contact  a  pour  lieux  géo- 
métriques, les  courbes  de  contact  de  TeHipsoide  et  des-  surfaces  qui  lui  sont 
circonscrites  :  or,  ces  courbes  qui  ont  pour  projections,  Tune,  les  lignes 
HITMM'P,  hhmnip;  Tautre ,  les  lignes  ai3>/,  a /S'y/",  se  coupent  aux  points  (tf;  a') , 
(/3.  jS');  donc  les  plans  menés  par  ces  points  et  par  la  droite  donnée  (BC,  bc) ,  sont 
tangens  à  l'eUipsoide. 

PE   L*OMBRE   d'une   VIS   TRIANGULAmE.    (  Pi.  7.  O.) 

De  la  ligne  de  séparation  Nombre  et  de  lumière  sur  la  surface  réglée  àuJUet 

de  ia  vis. 

1 53.  Nous  ne  considérerons^  sur  la  vis  triangulaire ,  que  le  filet  qui  est  es  saillie 
j^ur  le  noyau  dé  cette  vis.  Le  noyau  est  un  cylindre  droit ,  qui  a  pour  base  un 
cercle  du  rayon  AB  ou  AD.  La  section  du  premier  tour  de  filet  par  un  pla^  ver- 
tical CAS ,  qui  passe  par  Taxe  vertical  A  du  noyau ,  est  un  triangle  isocèle  Cbcy 
dont  les  côtés  Ci,  cb  prolongés  coupent  l'axe  du  noyau  aux  points  (A,  «),  (A,  af). 
Le  chevron  Cbc  est  la  figure  génératrice  du  filet  de  la  vb;  les  droites  Cby  bc  se 
meuvent  de  manière  que  chaque  point  de  ces  droites  décrit  une bélice  (art  36) 
dont  \epas  est  égal  au  troisième  côté  Ce  du  triangle  Cbc  ;  chaque  hdice  est  sur 
un  cylindre  droit  de  même  axe  que  le  noyau ,  dont  la  base  est  un  cercle  qui  a 
pour  rayon  la  distanceconstante  du  point  mobile  à  cet  axe.  Ainsi  le  point  (G,  G') 
décrit,  sur  le  cylindre  droit  à  base  circulaire  GFEF,  une  hélice  dont  la  projec- 
tion sur  le  plan  vertical  XY,  est  Gfecft  'd...  L'hélice  décrite  par  le  point  (B,  A)  sur 
le  noyau  BDtïG',  sépare  le  dessus  et  le  dessous  du  filet  ;  elle  a  pour  projection 

verticale ,  la  ligne  bgdb'^4*^ tlles  deux  hélices  et  Taxe  du  noyau  peuvent  être 

considérés  comme  les  trois  directices  de  la  droite  mobile  qui  engendre  le  filet 
de  la  vis.  Soit  (GBA,  Gbd)  la  première  position  de  la  génénitrice;  cette  droite 
coupe  l'axe  du  noyau  au  point  (A,  a) y  et  les  deux  hélices  directrices  aux  pointa 
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(G,C),  (B,  b).  L'axe^  pour  ducun  de  ses  potnls,  est  sa  propre  tangente.  Les 
hélices  ont  pour  tangentes  aux  points  (C ,  £/  ) ,  (B,  ^)  de  la  droite  (CB  i  Ob)  de  la  sur- 
face du  filet ,  d^  droites  situées  dans  les  plans  verticaux  CH,  BI  perpendiculaires 
9U  rayon  ABC,  et  par  conséqu^tt  parallèles  à  Taxe  du  noyau  (A,  o^');  d'où  il 
suit  (art.  i35,  liv.  i^'^)  que  la  sur&ce  du  filet  est  touchée  suivant  la  drmté 
(ABC ,  Cèa\  par  un  paraboloide ,  qui  a  pour  directrices  Taxe  du  noyau  et  deux 
tangentes  aux  hélices  décrites  par  les  points  (Cyc)(By3).  La  tangente  au 
point  (C ,  d)  est  (art.  Sy)  l'hypothénusé  d*un  triangle  rect^gle  qui  a  pcrar  côtés 
une  droite  hoiîzontale  GH  égale  au  quart  de  la  circonférence  CFEF,  et  une 
droite  verticale  égale  au  quart  Ch  du  pas  de  l'hélice.  Lataiigente  au  point  (B^é) 
de  la  seconde  hélice ,  est  Thypothénuse  d'un  autre  triangle  rectangle  qui  a  aussi 
pour  ooCé  vertical  un  quwt  de  pas  ^  de  l'hélice,  et  pour  côté  horizontal  une 
droite  BI  égale  an  quart  de  la  drconféreoce  BGD&.  Un  plan  vertical  quel- 
conque  AIH,  passant  par  l'axe  (  A ,  aaf)  du  noyau ,  coupe  le  paraboloide  tan- 
gent, suivant  une  droite  dont  la  projection  verticale  hh  est  parallèle  au  côté  Cb 
du  triangle  C6c. 

Ainsi  la  droite  mobile  génératrice  de  paraboloide  tangent ,  est  pour  le  pre- 
Bsier  mode  de  génération ,  constamment  parallèle  au  plan  vertical  CH ,  lequel  est 
perpendiculaire  au  plan  vertical  ABC ,  et  pour  le  second  mode ,  elle  se  meut  pa- 
rallèlement au  plan  (CC',  Cb) ,  perpendiculaire  au  plan  vertical  ÀBC ,  et  incliné 
à  l'horizon  sous  un  angle  B'Gb. 

Si  l'on  conçoit  ce  paraboloide  fixé  à  la  droite  mobile  génératrice  de  la  sur^ 
£ice  du  fiiet,  il  sera  tangent  à  cette  sur&oe  dans  toutes  les  positions  de  la 
droite.  ^  , 

Du  cône  (m  4u  cyiindrB  tangem  a  la  smFfaùe  ^ 

1 54- Xe^  point  lumineux  étant  le  sommet  ducone  tangent  à  la  sur&ce  du  .filet 
d'une  vis  ,ie  plan  mené  par»  poiotec pair  uned^itoquelconque  de  la. sur£au:e,  est 
tangmt  à  cette  Aurùicii  (arjU  i44,  Uv»  i^''.)  ^  le  point  de  contact  appartient  à  la 
lâgaa  defiéparatioa  àLomhK:,»t  .de  lomièr^.,.  ou.au  contour  apparent  (art  loo  ) , 
silWa  prisJ'io^  du  sp^etuteur.  fiow:  le^  sonpim^t  du  cône.  Pour  déterminer  le 
point  de  'Oowtact,  on  conçoit  par  la  droitç  de  l^  iJ^WS&ce  du  filet ,  le  paraboloide 
tfn^ent  dont  q«i  conoait  les  deux  6y$|;èn)es.d6)gf§nération.  Le  plan  m^né  par  le 
fic^En^^ldu^^^e^  coupe ideox  dwite s  quelconques  dUiSecondsystèipe  de  généra- 
1  tîûaen,.d«uxpis>ints,  et  ladaroiAe^i^i  jciinA>ces4^Ux.poi^       renppptre  la  droite 
*  CDiûimioeau pambeloide  et  ki^\Vif^o^à^ $let,.£m^poÂnt  de  cçfnjtact) demandé. 
-  •veiptao^mené  paraUèlei»^ati4ilx  myCins^  dejluwiÀre^  toucherait  le  paraboloide 
j'en  uïupûintqwseraît  sur  la  ligne^âépara^on  4'ombqeet  de  lumière,  dans 
rhfppdiè»?.  d'im 'point  lumînetix  attiré  (k  l'in^nK  ,Ce!tt?  ligne  peut  aussi  être 


^ 
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considérée  comme  la,c<>urbe.de>09^tact  d^ila  «irÊvce.^uflet  et  d'iiù  cylindre 
dont  la  droite  génératrice  fMpaitallèkl9PXir9tyoaé»li]tBfinei^^ 
titution  d'une  zone  de  .pafii)>oipide^'àffH^Ueid€iilasai&ce<luffilet)  on  dét^mine 
sur  chaque  droite  de,,^  M^9^Q/^  UOi  poiofc  ^Q^l^.  lignes* 'de*  <(eCte' surface-  et  d'un 
cône  dont  on  doiujie  le  aiHmoet^loiL  d'uji  c^DrlittdjQe^dont  »]a  .çénécataiGe  est  paral- 
lèle à  une  droite  .doiméfe,    .:   I    !.lr    (f  tll!      .   1  i>    .'   .    I     . 

Z^  /^  courbeide  cMtaetd^la  \5uiffkoê* î^^^i  Q'une^w  etcPim^cyUnére  tangent  à 
.    .     tettestitfacçydes  pclintfilimiies  dôiceifecourb^ 

1 55.  Le  filet  d'une  vis  étant  iKimpris'  entre  .les  deux  cylindres  verticaux  qui  ont 
pour  bases  les  cercles  des  rayons  AB,  AG,  les  lignes.de  séparation  d'ombre  et  de 
lumière  daus.  l'hypothèse  de»  rayons  de  lumière  parallèles,  ne  doivent  pas  s'é* 
tendre  au  delà  de  ces  cylindres; c'est  pourquoi  nous  allons  rechevcher  les  points 
de  ces  lignes  qui,  se  trouvent  sur  les  hélices  décrites  par  les  extrémités  ( C ,  C% 
(B^  ^),  de  la  droite  génératrice  du  filet. 

Nous  ferons  remarquer  que  les  plans  tangens  de  la  sur£ioe  du  filet ,  menés 
par  tous  les  points  d'une  hélice  de  cette  surface,  font. le  même  angle  avec  l'axe 
du  noyau  de  la  vis  ou  avec  toute  autre  droite  parallèle  à  cet  axe.  En  efiPet ,  cha- 
cun de  ces  plans  contient  une  tangente  à  Thélice ,  et  la  droite  de  la  sur&ce  qui 
passe  par  le  point  de  contact;  or,  ces  deux  droites  font  entre  elles  et  avec 
une  parallèle  à  l'axe  du  noyau,  des  angles  qui  ne  varient  pas;  donc  le. plan 
mené  par* ces  deux  droites,  à  une  inclinaison  constante  par  rapport  à  l'axe, 
quel  que  soit  le  point  de  l'hélice,  intersection  de  ces  droites. 

Déterminons  ce  plan,  pour  le  point  ( F  j/)  de  l'hélice  (GEFF,  C^) ,  tel  que 
la  tangente  à  l'hélice  en  ce  point,  a  pour  projection  horizontale  une  droite  FK 
perpendiculaire  au  rayon  AF.  La  hauteur^'  du  point  (F,  /)  de  l'hélice  au-dessus 
du  plan  horizontal  de  projection ,  étant  égale  à  un  quart  de  pas  de  l'hélice,  on 
prend  FK  égal  au  quart  de  circonférence  CF,  et  la  tangente  à  l'hélice  au  point 
(F^)  coupe  le  plan  horizontal  au  point  K*  La  droite  de  la  surface  du  filet  ^ui 
passe  par  le  même  point  (  F  ,y)  de  l'hélice ,  rencontre  le  plan  horizontal  au 
point  ^',  qu'on  détermine  en  menanty^^  parallèle  au  côté  cb  du  triangle  C'^, 
et  en  portant  Mtp  de  F  en  (f/.  La  droite  K^'  qui  joint  les  deux  points  K,  (p',  est  la 
trace  horizontale  du  plan  tangent  à  la  surfaice  du  filet  au  point  (F, y)  de 
l'hélice  décrite  par  le  point  (  C ,  C.  ) 

Si  par  un  point  quelconque  (  O ,  o  )  de  l'espace ,  on  mène  un  plan  parallèle  à 
ce  plan  tangent,  il  aura  pour  trace  horizontale  une  droite  LK'  parallèle  à  <p'K; 
et  pour  déterminer  le  point  L  où  cette  trace  coupe  la  droite  OO'L,  parallèle  à  AF, 
on  conçoit  par  le  point  (O ,  o)  une  parallèle  à  la  génératrice  (  F0'  ,/Â'  ),  qui  coupe 


h  droite  OLi  at>  |ioini  L.*A^»M4É)éApé<d/^Mltèie'<à'^^*où/^9  cette  parallèle 
rencontre  rijitei»bclk)i»)X¥'lckB*deiifttf(ltttii^ii^  an  point  /;  la  cir- 

confèpenoe  décrit}etidu;piiîntoO eémmc^lbehtt^e^Wéo'OI/  3=?07  potir  rayon,  ren- 
contre la  droite  00''prdk>ngéé  ,'Gla>(io(Ml}  itllerëection  du  plan  horizontal  et  de 
la  parallèle  à  la  gé»iératiltice(F^v/3lr')da  filek  de  la^w ,  Menée  par  le  point  (O,  o). 
La  perpendiculaire  OM,  abaissée  du  point  O  sur  LR',  détermine  le  rayon  de 
la  base  d'un  cône  droit ,  dont  tous  les  plans  tangens  ont ,  par  rapport  à  Taxe  de 
ce  çone ,  une  inclinaison  égale  à  celle  du  {llan  tangent  à  la  surface  du  filet ,  mené 
par  le  point  (F,y)  de  l'hélice  que  Ton  considère ,  ou  par  tout  autre  point  de  cette 
hélice.  Les  deux  cônes  droits  qui  ont  pour  sommet  commun  le  point  (O,  o) ,  et 
pour  bases  des  cercles  décrits  du  point  O  comme  centre  avec  les  rayons  OM , 
OL.  sont  tels  qu  un  plan  tangent  au  premier  cône  et  sécant  du  second,  contient 
deux  droites  de  ces  cônes  qui  font  constamment  entre  elles  le  même  angle  :  la 
projection  horizontale  LOM  de  cet  angle  est  aussi  constante.  Nous  désignerons 
les  deux  cônes  droits  du  sommet  conimun  (O ,  t>)  par  l'es  lettres  C  et  G.  D'après 
la  construction  du  point  L  de  la  base  du  second  cône  C\  chaque  côté  de  ce  cône 
fait  avec  son  axe,  un  angle  égal  à  celui  que  la  droite  génératrice  de  la  surface  du 
filet  fait  avec  l'axe  du  noyau  (  A,  a^).  • 

i56.  Supposons  maintenant  qu'il  faille  mener  im  plan  tangent  à  la  surface  du 
filet,  parallèle  au  rayon  de  lumière  (A,  A'),  et  déterminer  le  point  de  con- 
tact,  sur  rhélice  donnée  qui  contient  ce  point.  On  mènera  un  plan  tangent  au 
cône  C  par  la  droite  (OZ ,  oZ'),  parallèle  à  ce  rayon.  L'arête  de  contsict  sur  ce 
cône  ayant  pour  projection  horizontale  la  droite  ON ,  on  fera  l'angle  NOP  égal 
à  l'angle  à  MOL,  et  la  droite  OP  sera  la*projection  horizontale  de  la  parallèle 
à  la  projection  de  la  génératrice  de  la  surface  du  filet  qui  contient  le  point  de 
contact  demandé.  Menant  la  droite  AS  parallèle  à  OP,  cette  parallèle  coupe  la 
base  circulaire  du  rayon  AG  au  point  S,  projection  horizontale  d'un  point  (S,  s) 
de  la  courbe  de  contact  de  la  snrface  du-  filet  et  d'un  cylindre  tangent  à  cette 
surface,  dont  les  arêtes  sont  parallèles  au  rayon  de  lumière.  On  déterminera 
de  la  même  manière,  par  la  considération  de  deux  autres  cônes  droits  C,  C,  le 
point  (T,  /)  de  la  courbe  de  contact,  sur  ThéHce  du  noyau ,  décrite  par  le  point 
(B,  à).  Ayant  trouvé  les  points  limites  de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  du 
filet  et  du  cylindre  tangent,  on  construira,  les  points  intermédiaires,  ou  sur 
les  droites  de  la  surface  du  filet  comprises  dans  l'angle  des  deux  plans  verti- 
caux AS,  AT,  en  imaginant  par  chacune  de  ces  droites,  le  «paraboloide  tangent 
(  art.  i53),  ou  sur  des  héliees  qui  auraient  pour  projections  horizontales  des 
cercles  décrits  du  point  A  comme  centre,  avec  des  rayons  plus  petits  que  AS  et 
plus  grands  que  AT. 

La  .verticale  élevée  par  le  point  S  ou  T ,  rencontre  les  hélices  auxquelles  ces 


points  appartiennent  en  (Fautres  points  dont  les  projectkN»  verticales  sont 
s  s\s"j  etc. ,  ou  t^  i  yi\  et  pour  chacun  de  ces  points  ^  le  plan  tangent  à  la  sur* 
fece  du  filet  est  parallëe  an  rayon  de  lumière. 

Des  Uniites  de  la  projection  verticale  (Tune  vis  triangulaire, 

157.  Le  triangle  générateur  (CB,  Cfc)  du  filet  de  la  vis,  se  meut  de  manière 
que  chaque  point  des  côtés  Cb^bcde  ce  triangle  engendre  une  hélice  ;  les  pro- 
jections verticales  des  hélices  du  filet  sont  touchées  par  une  courbe  qui  est  la 
limite  de  îâ  projection  verticale  de  la  vis.  Pour  construire  celte  courbe,  on  la 
considère  comme  la  section  droite  d  un  cylindre  horizontal  tangent  aux  sur- 
faces supérieure  et  inférieure  du  filet,  ou  comme  la  projection  de  la  ligne,  lieu 
géométrique  des  points  de  contact  de  la  surface  du  filet ,  et  de  plans  perpendi- 
culaires au  plan  vertical  de  projections.  Une  hélice  étant  donnée  sur  la  surface 
du  filet ,  on  détermine  le  point  de  cette  ligne  pour  lequel  le  plan  tangent  au 
filet ,  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projections  :  la  projection  verticale 
de  ce  point  appartient  à  la  limite  de  la  projection  verticale  de  la  vis.  Prenons 
pour  exemple  Thélice  décrite  par  le  point  (C ,  C).  Le  plan  tangent  à  la  surface 
du  filet,  mené  par  un  point  quelconque  de  cette  hélice ,  fait  avec  Taxe  de  la  vis 
Un  angle  constant  qui  détermine  Tangle  du  cône  droit  C  dont  le  sommet  est  en 
un  point  quelconque  (O ,  o)  de  l'espace  (art.  i55).  Le  plan  tangent  i  ce  cône 
droit,  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection ,  passe  par  une  horizontale 
KM"  perpendiculaire  à  XY  et  tangente  au  cercle  de  rayon  ÔM==OM'.  Portant 
Tangle  MOL  en  M'Ojtt ,  la  droite  Ofi  est  la  projection  horizontale  d^une  parallèle 
à  la  projection  de  la  génératrice  de  la  surface  du  filet ,  laquelle  génératrice  est 
située  dans  le  plan  tangent  à  cette  surface,  perpendiculaire  au  plan  vertical  de 
projections.  Menant  le  rayon  Att,  parallèle  à  Ô;*  ,  qui  coupé  le  cercle  du 
rayon  AC  au  point  tt,  la  perpendiculaire  Tr^r'  a  XV,"  coupe  là  projection  ver- 
ticale C/e  de  l'hélice  décrite  par  le  point  (C ,  C),  au  poiiit  (* ,  ir)  àe  la  courbe 
tangente  aux  projections  verticales  des  hélices  dû  ÉÎlet.  La  droite  cttî^  prolongée 
coupe  les  tours  successife  de  là  projection  verticale  dèlà'^ènniière  BtélWe  '  endes 
points  distans  de  la  hauteur  du  pas  de  cette  hëlîcë.  ï^ôur  fflteûl'lroîr  Ià'])rojecHon 
verticale  du  filet  de  la  vis  entre  les  boints  CS'et*^  de  teWè  j^rojèction ,  bn  a  tracé 
à  part  (^.  a),  sur  une  pliM  grande 

cale  de  l'hélice  f C/»ur laquell(e on ^r  ,  j  ,   ,,^  .       ,    .-. ,      -  .- 

des  deux  branches  ir"'i,  i^h  de  là  Umite'de  'li  pi^jedSàh  ve<<^ïcai«rde  la  Vis.  En 
raisonnant  sur  rhéUce  du  noyau  <iécrH;è'  ^'àil  W  )^MliX'^),  delà  meèié  Ma- 
nière que  pourlapremière'ïiâîce;ony%(iuvé;<ï^'i^6ïW^^ 
points V ,  ^.  Les  points  5 ,  ^  V  sont  lès  xi&smèé  <îes  'diruk'  bi»àiicheS  5:7.8  ;  6:7.9 , 


6.7.9  est  le  prolongepicnt  de  la  branche  7r4-9*6 ,  q»i  se  répète  en  ^3  au-desr 
S0US  de  rkorixontaie  XY ,  e^f?a  5^7,.8  ^t4^»ps  4e  Tihorizoïitale  7.7'. 

« 

De  la  courbe  de  contact  de  la  surface  du  filet  de  la  vis  triangulaire^  et  d^un  çorie 

*    tangent  à  cette  jiurface. 

1 58.  Le  sommet  on  cône  tangent  étant  donné,  ri  n  y  a  aucune  droite  de  la  surface 
du  filet  qui  ne  contienne  un  point  de  la  courpe  de  contact.  Cette  courbe  a  pour 
limites  les  points  situes  sur  les  hétîces  extrêmes  décrites  par  les  points  (C,  c'V, 
YB,  il  de  la  droite  Génératrice  du  filet.  Nous  allons  d*abord  construire  le  poinè 
'situé  sur  I9  première  bélice.  Soit  (O,  o)  le  sommet  du  cône  tangent,  et  en  même 
temps  le  sommet  du  cône  droit  que  nous  avons  désigné  (art.  i55)  par  la 
lettre  C ,  dont  tous  les  plans  tangeiis  font  avec  la  verticale  (O,  Go)  un  angle  égal 
à  celui  que  les  plans  tangens  à  la  surface  du  filet,  menés  par  les  points  de  la 
première  bélice,  font  avec  l'axe  (A,  ûj'A)  du  noyau.  Regardons  le  point  donné  (O,  o) 
comme  le  sommet  d'un  troisième  cône,  qui  a  pour  base  la  première  hélice, 
décrite  par  le  point  (C,  C)  ;  le  plan  tangent  à  ce  dernier  cône  et  au  cône  C,  sera 
aussi  tangent  à  la  surface  développable ,  circonscrite  à  la  surface  du  filet  sui- 
vant l'hélice;  donc  il  sera  tangent  à  cette  dernière  surface,  et  le  point  de  contact 
sur  l'hélice  appartient  à  la  courbe  de  contact  de  la  surface  du  filet  et  du  cône 
tangent  à  cette  surface  dont  le  sommet  est  le  point  donné  (O,  o). 

Le  cône  dont  le  sommet  est  au  point  (O,  6) ,  et  qui  a  pour  base  Fhélice  décrite 
par  le  point  (C,  C),  est  coupé  par  le  plan  horizontal  suivant  la  courbe  spirale 
CxMÎai^  comprise  dans  l'angle  (iOa\  lequel  angle  est  formé  par  les  tangentes 
an  cercle  du  rayon  ÂC,  menées  par  le  point  O;  le  cône  droit  C  a  pour  base 
sur  le  plan  horizontal,  le  cercle  du  rayon  OM;  donc  si  Ton  mène  les  tangentes 
1.1',  a. a',  etc.  aux  deux  bases,  on  aura  les  traces  horizontales  des  plans  tangens 
,àu  cône  C  et  au  cône  qui  a  pour  base  l'hélice  décrite  par  le  point  (C,  C). 

La  première  tangente  r.i'  touche  le  cercle  du  rayon  OM  au  point  i',  et  le  plan 
tangent  à  la  surlace  du  filet ,  qui  a  pour  trace  horizontale  cette  tangente ,  touche 
le  cône  droit  G  suivant  une  droite  dont  la  projection  horizontale  est  Oi'.  Ce 
plan  coupe  le  cône  droit  qui  a  pour  base  le  cercle  du  rayon  OL,  suivant  une 


cherché  (Q,  q)  sur  Thélice  décri^p  ^ar  le.pou^t  (C,C). 

iSg.  La  droite  OQ  prolongée,  cpujfe  la  courbe  spirale  au  point  de  contact  i 
de  cette  courbe  et  de  la  droite  boji^ont'ale  l'^i','  trace  du  plah  qiîi  est  tangent  à 
la  surface  du  filet,  au  point  {Q^q)  de  cette  surface.  L'intersection  de  ce  plan  tan- 
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gent  et  dcFaxe  (A,  ezâf),  est  le  point  (A,  9)  qu'on  détermine  en  roenant  le  plan 
vertical  Oj^,  parallèle  au  plan  Tertical  de  projections.  La  section  du  plan  tan- 
gent par  le  plan  vertical  OA  ^^  une  droite  dont  la  projection  verticale  est^u 
Par  le  point  (797')  de  cette  droite  ^  skué  dnna  le  plan  vertical  A')^  parallèle  à  la 

droite  i.i' J^,  on  mène  l'horizontale  (A7iy4)  d"  P'*"  tangent;  ta  parallèle  ^4  * 
XY,  coupe  la  droite  aa'  au  point  4*  î^  droite  génératrice  du  filet  dans  sa  pre* 
mière  position  (CB,  C3),  coupe  raxe(A,^AV)au  point (A^  a'yi  quand  elJe  coupe 
l'axe  au  point  (A,  4)»  chacun  de  ses  point»  s'est  élevé  de  la  hauteur  ^74  dont 
on  connaît  le  rapport  avec  la  hauteur  du  pas  de  Thélice  décrite  par  le  point 
(C ,  C).  Prenant  un  arc  CFQ  du  rayon  AC,  qui  soit  &  la  circonférence  entière 
de  rayon  dans  le  ménie  rapport»  l'extrémité  Q  de  cet  arc  sera  la  projection  hori* 
zontale  du  point  cherché  (Q,  y)  de  l'hélice  écrite  par  le  point  (G,  C),  et  qu'on 
a  déjà  trouvé  par  une  autre  considération. 

On  construira  de  la  même  manière  le  point  (R,/^*  sur  Thélice  décrite  par  le 
point  (B,^),  et  quant  aux  poiûts  intermédiaires  compris  entre  les  deux  plans 
verticaux  AS,  AR,  on  les  trouverait  ou  par  la  même  méthode,  ou  par  la  consi- 
dération du  paraboloide  tangent  (art.  1 53)^ 

1 66.  Le  second  plan  tangent  à  la  surface  du  filetdont  la  trace  horizontale  est  a.a\ 
touche  cette  surface  au  point  (Q',  q^)^  situé  sur  le  tour  du  filet  qui  suit  immé- 
diatement  celui  sur  lequel  on  a  trouvé  le  point  (Q,  q).  Le  cane  tangent,  dont 
le  sommet  est  au  point  donné  (0,o),  touche  les  toui^  successifs  du  filet  suivant 

les  courbes  (QR,  ^r)^  (Q'R'^?'^')'» -  ^^  ^^^^^  ^  suite  à  l'infini.  Dans  le  cas  où 

le  cône  tangent  devient  un  cylindre ,  tous  les  points  tels  que  ç^  (f^  etc. ,  ou  r^  /,  etc.  ^ 
9ont  situés  sur  une  parallèle  à  la  projection  verticale  aAV  de  l'axe  du  noyau. 

Les  courbes  de  contact  de  la  surface  de  la  vis  et  du  c6ne  tangent  à  cette  suis 
face,  qu'on  n'a  tracées  que  sur  le  dessus  des  filets,  se  construiraient  de  la  même 
inanière  poiu*  le  dessous. 

Quant  aux  ombres  portées  sur  les  filets  de  la  vis ,  on  peut  coMulter  la  légende 
de  répure ,  que  nous  avons  publiée  en  181 3,  (tome  a  de  la  Correspondance  ^  n**  V, 
page  447).  Cette  épure  comprend  k  dessin  complet  de  la  vî»  avec  sa  let«  et  9Wk 
écrou. 
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§'.  YI.  DES  pourra  faAfgprs  des  $uiu:ac£s« 

De  la  largeur  de  la  pénmnjbtti  àons  "fkjfptfdùtse^où  le  corps  lumineux  et  le  corm 
cpaque  sont  dés  sphères.  (M:  S^O,  récmie  à  la  planche  10  P.) 

1 6 1 .  On  a  vu  (  art  93)  que  4e$  svr&ce$4u  eoi|i3  Jura  ineux  et  du  corps  opaque 
étant  données,,  lai ^siufilce  d4velq|)lp'A)e  f'^^rconscrite  à  ces  deux  surfaces  est 
déterminée  ;  qu*eUe  est  f  ^xveloppe  de  Feapace  qu'un  pla^  mobile  parcoure^ 
rait  enitoucbant  continuelleraent  les  surfaces  des  deux  corps;  enfin  que  les 
portions.de  l'espace,  coihpriseB  enâré-  les  nappes^ ^dc  cette  surface  enveloppe, 
sont  dan&Fomï^ie  on  dans  la  pénombre.  Prenoqj^  pour  exemple  la  terre  éclairée 
par  le  sol^fl^  0t|ilppo$oiis  q^e  okacun  de  ces  cè^A ,  ;I'uu  opaque ,  Tautre  lumi- 
neux, soient  des  sphères;  en  joignant  leurs  centres  par  une  droite.,  un  plan 
quelconque  mené  piâr  cettl^fâite  cantfent  les  centres  S,  T  {pi.  8  O^Jtg.  i)  du 
soleil  et  de  la  ten^e,  et  les  grands  cercles  ABDE,  abde  de  ces  deux  globes.  La 
sur£atCQtdéy^Iofip^leipCirftOiis<aiteaux  deux  sphères  des.centres  S  et  T,  se  com- 
pose de  deux  cônes  droits  qui  ont  pfur  axe  dommun  la  droite  ST  des  centres , 
^t'pour  sommets^  îtm  le  ^mi  J  de  l'axe  situé'entre  les  centres,  l'autre  unpoint 
situé  au  delà  4^  Mntres.  lie  premier  «ônè'-est^jtàngen^  aux  sphères  suivant  les 
Cercles  de5  diamètres  AB  ^  ^;  et  k  ^cood  )o6iie  suivant  les  cercles  des  dia* 
mètres  DE ,  dlir;  ll>mbre  totale  de  la  sphère  dii.VJentre  T,  est  comprise  ^ntre  ce: 
demiercfe9d^,etleWond  c6ne  droit,  pHolongé  itld4fini||l€nt^u  delà  du  centre  T. 
%jaL  péaonbre  est  I|  i^artîe  de  l'èspaçeeoniprise  entre  la  z<»ie  sph^ique  qui  est 
tennioéQ  par  les  cerclès'des  diamètres  ^^  db;  ^  les  deàx  cônes  droits  prolongés^ 
Méj&mdfient  au  delfcdtf  ces  cercles.  En  coupant  «l^s  deux  cônes  par  un  plan  XT 
jpcr{^diaillîffe*jsla  dMâteST«deBoentMS,.U  sèolîonde  Tombre  totale  est  un 
cercle  du  diamètre  PQ,  et  celle  de  la  pénombre  est  im  disque  compris  entre 
ks^oerdes  dris^WfDtit^^/^^  ILP«  Les*  plahîi  lahgisii^  ft tb  sphère  T,  menés  par 
leA  djeux>iKNiitsfarym)  de  Ih  ^étmitlbra  Q^y  étant  pipiongés  indéfiniment  en  M 
«lkM^ilMrf|p«roo*ia4plÉàfiiiMÉi}neM  f^pe  seule- 

ment éclaire  Je  point  moule  point  m';  ce  dernier  point ,  plus  éloigné  de  Votoiïté 
totale  que  le  premier,  est  aussi  plus  éclairé. 

Lorsque  la  distance  ST  des  centres  des  deux  sphères  est  très-grande,  les 
droites  £4  Aïa  des  cônes  circonscrits  à  ces  sphères  «^  se  coupent  en  un  point  e, 
très-rapprocbé  de  la  sphère  du  cea» e  T;  Les  points  S,T  étant  considérés  comme 
les  centres  du  soleil  et  de  la  terre,  cette  distance  est  de  aSSyS  rayons  terrestres  j 
alors  le  point  c  ne  s'écarte  pas  sensiblement  de  la  surface  de  la  terre ,  et  l'angle 
d'un  demi-degré,  sous  lequel  on  voit  le  soleil  d'un  point  quelconque  de  la  terre, 
^u  de  celui  que  les  deux  côtés  cÀ ,  cE  ou  leurs  prolgngemens  c^ ,  cQ 

^9 


font  entre  eux.  Il  en  ré^ulî^ane/^^^icftgpj?/!^^^  de  la  largeur ^^  de  ja^e^^^ 

sur  le  plan  XY,  k  la  di^ôltë  cQ'^^dKMÏfè^dti  t)blttif'(^  H  i'btixUëQ  de  tfe  ï5otnt,  a 
pour  valeur  très-apt)ric)fcfcée  ;  re'?a^pôtf!lriVc!rëè  âûVa^oh' ;^kia  tâttgèïiW 
angle  de  demi-degré,  c^èst-à-diVë  rn.  Sïïe^^làn  ffomîité  Q^  était  lùeliné  par  rap- 
port au  plan  XY,  la  nouvelle  pénomBfe^lJ^^  S^àit'^à  ïfrèfj^-peu  pÈik  Jiéil  égale  à  la 
première  Qq  multipliée  ^^r  le^  sihiïi^lle  ^Tangîé  Q^^^  <îW^l^h  Qç^  et  du^  i^yoïl  dé 
lumière  cçç'.  En  supposant  «et  kifj^é  de  45  «tegi^s^dn  durait  (;^'=£i%w^7,' et 
par  conséquent  le  rapport  de'ik  f)énottibrë'^Ç^  à*  fe  droite  eQ,  distance  du 

point  .c  à  son  ombre  Q,  serait^;  prodoit^de  rh  pan*  \^a. 

La  zone  sphérique,  comprise  ehdrelès  cercles*  de^  dianic*re*û^/€sfe,  appar- 
tient à  la  pénombre;  et  parce  que  les  i^yons  T^,  Ttf  perpendiculaires  aux  côtés 
des  cônes  Bip,  AdP  font  entre  eux  un'dnfgle  égâl^^elui  dfc  ce$  iJÔtés,  c'est-à- 
dire  d'un  demi-degré,  il  s^ensuit  <jue  la  largeur  bdy  o\x  ae-ydè  la  pénombre  siur 
la  sphère  terrestre ,  est^  à  très-peu  près  Ik  iï5®  partie  an  rayon  de  cette  sphère. 

Du  rapport  des  clartés  réelles  et  apparentes  ^  dans  V hypothèse  d^un  corps  lumineux 
,         .        à  dmensioms  finies.  -^  Dès  points  brillojïs  des  surfaces  polies. 

l6a.  Ifôuâ  avons  déterminé  les  otnbres  linéaires  dans  l'hypothèse  où  chaque 
point  de  4'espace  n'est  éclairé  que  par  un  seul  rayon,  parallèle  à  une  droite 
donnée,  ou  pàï^tant  d'un  point  lumineux.  *  Lorsque  les  rayons  de  lumière 
sont  parallèles  entre  eut,  tous  ies  points  isolés  de  l'espace  sont  également 
éclairés,  et  la  clarté  d'un  élément  de  surfece  courbe  est  proportionnelle  au 
sinus  dé  l'angle  îqùiei  le  "plan  de  cet  élément  feit  avec  le  rayon  de  Jumière.  Lors- 
'que  l^s  rayons  partent  d'un  ppint ,  la  clarté  d'un  point  isolé  de  l'espace  est  e» 
raison  inverse  du  carré  de  sa  distance  au  point  lumineux;  celle  d'un  élément 
de  surface  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  cet  élément  au  point 
lumineux,  et  feW..rafson\di^e€te  du  sinus  de  l'angle,  formé  par  le  plan  de  l'élé- 
ment et  par  le  rayon  de  lumière  incident;  le  rapport  de  la  clarté  réelle  d'un 
"point  isbli^  de  l'espace,  à  sa  .clartéi apparente,  ue  dépend  que  4e  la  distance  de 
ce  point  à  IVeil  du  ^péGtatfuk*,i<et;ce  rapport,  poui?  un  élément  de  surface, 
dépend  d'abord  de  cette<'distaa!ice^tet  ensuite  die  l'angle  que  ie  rayon  visuel, 
dirigé  vers  Fteil^  fait  avec  «le (plana  de  l'élément.  La  détermination  des^  clartés 
réelles  et  apparentes^  devient  beaucoup  plus  compliquée  dans  l'hypothèse  où 
'  la  lumière  émane  d'un ,  corps  à  dimttisioiis  finies.,  tel  que  le  soleil  :  alors ,  la 
clarté  d'un  point  isolé  de  l'espace  est  déterminée  par  le  cône  lumineux  qui  a 
son  sommet  en  ce  point ,  et  qui  est  «circonscrit  à  la  surface  du  corps  lumineux. 
Un  point  dont  le  cône  lumineux  n'est  atteint  par  aucun  corps  opaque ,  est 


totalement  éclair^ (art.  80) ;  les,pointft  totalement  éclairée,  né  le  sont  égalemeni, 
que  lorsque  les  cônes  lumineux  qui  les  éclairent,  sont  égaux. 

Après  avoir  construit  les  lignes  qui  forment  sur  la  surface  d'un  corps  donné  ^ 
la  séparation  d*ombre  et  de  lumière  et  le  contour  apparent  qui  correspond  à 
une  position  déterminée  de  Toçil  d*un  spectateur ,  -la  partie  de  la  surface  com- 
prise entre  ces  lignes,  est  visible  en  totalité,  et  cependant  die  ne  le  serait  qu'en^ 
partie,  si  le  corps  était  parfaitef9e.nt  poli,  En  effet ,  considérons  un  point  écl^ré 
de  ce  corps ,  placé  dans  l'intérieur  du  contour  apparent  Ce  point ,  dans  l'hy- 
pothèse d'un  corps  lumineux  à  dimensions  finies ,  est  le  sommet  du  cône  de  lu- 
mière dont  la  sur&ce  est  circonscrite  à  celle  du  corps  lumineux  ;  or,  on  conçoit 
qu  aucun  des  rayons  de  lumière  appartenant  au  cône  de  lumière ,  ne  puisse  être 
réfléchi  vers  l'œil  du  spectateur  :  donc  il  peut  arriver  que  le  point  de  l'intérieur 
du  contour  apparent  sur  le  corps  opaque  donné ,  ne  soit  pas  visible  si  ce  corps 
était  parfaitement  poli.  Mais  tous  les  points ^ éclairés  de  l'intérieur  du  contour 
apparent  d'un  corps  opaque ,  sont  effectivement  visibles.  Il  résulte  de  cette  obser*- 
vation  qu'il  n'y  a  aucun  corps  qui  soit  d'un  poli  parfait.  La  surface  de  tous  les 
corps  est  ondulée;  chaque  molécule  de  cette  surface  s'étend  dans  divers  sens, 
et  présente  au  corps  lumineux  une  facette ,  qui  réfléchit  la  lumière  vers  l'œil  du 
spectateur. 

La  partie  d'un  corps  cjui  serait  la  seule .  visible  dans  l'hypothèse  d'un  poli 
parfait,  en  serait  encore  la  partie  brillante  dans  l'hypothèse  contraire,  et  l'on 
pourrait  proposer  d'en  déterminer  le  contour,  qui. dépendrait  de  la  forme  du 
corps  opaque  et  du* corps  lumineux,  et  de  leurs  positions  par  rsfippert  au  spec^ 
tateur.  Nous  allons  résoudre  ce  problème  pour  le  cas  particulier  où  le  coips 
lumineux  se  réduit  à  un  point.  Alors*  les  seuls  points  visibles  d  un  corps  dans 
Tbypothèse  d'un  poli  parfait,. sont  encore  le$  points  briUans  de  ce  corps,  eu 
admettant  Fim^erfection  des  surfaces». 


\ . 


Du  point  briUcou  sur  une  surface  courbe  guelconçue. 

f  163/  Qfielle  ^e  soit  la  surface  du  corps-  donne ,  on  conçoit  un  ellipsoïde  de 
révblutîob  fanant  à  cette  surfaire  et  qui  a  pour  foyers  le  point  lumineux  et  l'œil 
du  spectsitedr.  Le  point  dt&  contact  de  la  sfnr&eefM*aposée  et  de  l'ellipsoide,  déter- 
mine le  poiM  brillant  IjOl  nèrmale  eh  èepoînt  divise  en  dieux  parties  égales  le 
frayott^lumlèf^  incident ^t le  rayo^  nifléoht  vers  l'œil  du  spectateur;  de  plus, 
elle  pitese  («ài*  rake  d|s  ré^olutiob  de  MKpsoide^qui  joint  le  point  lumineiux  et 
l'œil  dtt  i^dtateAr.  Lbrsqfue  les« rayons» de  bin^ièi^  sont  parallèles  entre  eux; 
IVlHj^dlâémtige^  seèhangie  en  un  pandMlloidci de  révolution,  qui  a  pour  axe 
iâ  pararllèleattlMyoûde iumièr^^menée^par  i'œîAiduspeetatettr^.La  normale  au 


point  de  contact  de  U  smiace  da  -corps  et  du  paraboloide,  divise  en  dtux 
parties  égales,  Tangle  formé  par  le  iny««  inotéent  *n  ce  point  et  par  le  rayon 
réfléchi  ir^rs  i'œil;  elle  passe  amsi  par  Taxe  diiparabolokie. 

CojutrucHon  dtipai/H  brillant 

1®  Dans  riiypothèsc  d'un  point  lumineux.  {PL  8.  O,^.  a.) 

164.  On  joint  Fœil  du  spectateur  et  le  point  lumineux  par  une  droite,  et  par 
tous  les  points  de  cette  droite,  on  mène  des  normales  à  la  surface  proposée.  Les 
pieds  de  ces  normales  sur  la  surlace,  forment  une  courbe  qui  est  évidemment  lé 
lieu  géométrique  du  point  brillant  Mais  il  y  a  sur  chaque  normale  un  point  que 
Ton  peut  regarder  comme  le  sommet  d'un  angle  dont  les  côtés  passent  par  le 
point  lumineux  et  par  Tœil  du  spectateur,  et  qui  est  divisé  en  deux  parties  égales 
par  la  normale  ;  ce  point  qui  appartient  à  une  courbe  de  la  surface  réglée  des 
normales,  serait  le  point  brillant  demandé,  s'il  était  le  pied  de  la  normale; 
â'où  il  suit  que  cette  courbe  est  un  lieu  géométrique  du  point  brillant.  Mais  la 
courbe  des  pieds  des  normales  sur  la  surface  proposée  est  un  autre  lieu  géo< 
métrique  du  même  point  ;  donc  rintersection  de  ces  deux  courbes  détermine  lé 
point  brillant. 

a^  Dans  l'hypothèse  des  rayons  lumineux  parallèles  (P/.  8.  O^g.  a.) 

i65.  On  mène  par  l'œil  une  parallèle  aux  rayoos  hmineux  ;  de  toos  les  pctols 
ééd  cette  droite^  *on  abaisse  des  nonnaks  sur  la  sur&ce  proposée.  La  coorbe  des 
pieds  des  «monnaies ,  et  celle  des  sommets  des  angles  égaux  fonnës  de  part  et 
d'autre  de  chaque  normsde  par  un  rayon  incident  et  un.  rayon  réfléchi ,  déter- 
mînettt  le  point  brillant. 

Explication  de  lajig,  2,  0L8.  O* 

1 66.  Soient  NO  une  normale  à  une  surface  i  L,  <t,  le  point  lumineux  et  l'œil  qu'on 
suppose  dssns  le  plan  de  la  normale.  Ou  abaisse  la  perpendiculabe  âeaef  sur  KO , 
et  on  poite  la  distance  Q<y  en  Qo^.  La  droite  Lœ\  prolongée'  coupe  la  nocnud^ 
au  point  P ,  qui  siérait  le.  point  briUant  de  la  surface  >  si  oe  point  coïocidaii'aYeç 
le  pied  de  la  normale  sur  U  suriaçie. 

Lorsque  le«  rayons  de  Ivmi^e  sont  parallèles  à  la  droite  donnée  j^»  00.  abaisae^d^ 
iœil  og  la  perpendiculaire  0^  4  b  normale  ;  on  porte  la  distance  ^eQ  en  Q^'( 
la  parallèle  ^F  à  la  droite  p  coupe  la  normale  au  point  F ,  qui  serait  I0  poînt 
brillait  de  la  surface,  si  pe  poiat  cûïpKJdait  avec  le  pied  de  la  normale -«ur  la 
surface. 


Ces  deux  consIrcictioM  font  YOir  comment ,  dan^l'lr^pothète  d'un  point  lami- 
«eiix  ou  des  rayom  parallèlilB',  <mi  détemsM  sur  chacune  des^  formates  d'ane 
ftUFÊiee,  qm  est  dam  \e  fhtk  é^  Vcàï  et  d'an  rayon  Icmîneux^  un  floint  tel 
que  P  ou  P^  d^nne  eoorbe ,  qui  est  un  lieu  géométrxpie  da  point  brillant  de  la 
surface. 

Construction  du  point  brillant  sur  quelques  surfaces  particulières, 

167.  ILta  méthode  générale  que  nous  Tenons  d'exposer  se  sûnplifie  pour  queir 
^ues  cas  particttliers  quç  nous  allons  examiner. 

Supposons  i^  que  la  surface  donnée  soit  telle  qu'elle  ait  pour  surface  norr 
Oiale  le  long  d'une  ligue  connue,  un  plan;  chacun  de  ces  pbas  normaux  cou* 
peffa  laUgue  droite  qui  joint  Teeil  du  spectateur  et  le  point  lumioeux,  ou  la 
parallèle  aux  rayons  de  lumière  menée  par  l'oeil;  &t  du  point  d'ioter section  on 
abaisse  une  normale  sur  la  ligne  connue  du  plaa  normal ,  ell^  sera  ai^si  nor-" 
maW  à  la  surÊice  :  le  pied  de  cette  normale ,  et  le  sommtetcle  L!ai>gle  qu  ou  trouve 
sur  cette  normale  comme  pour  le  cas  général ,  appartiennent  k  deux  courbes , 
dont  l'intersection  détermine  le  point  brillant. 

Les  suc&ces  développables  et  les  suriaces  de  révolution  sont  dans  ce  cas 
particulier^  car  dles  ont  pour  surfaces  normales  des  plans  qui  coupent  les 
premières  suivant  des  droites  ^  et  les  dernières  suivant  des  courbes  méridiennes. 

a<>  La  surface  proposée  peut  avoir  pour  surfaces  normales  suivant  des  lignes 
conniies ,  ou  des  cylindres  ou  des  cônes  qui  ont  ces  lignes  potu*  bases.  Dans  le 
premier  cas ,  on  mène  un  plan  par  la  droite  qui  joint  le  point  lumineux'  et  Foeil 
du  spectateur,  et  par  une  parallèle  à  la  génératrice  de  Tun  des  cylindres  nor- 
maux ;  si  ce  plan  coupe  le  cylindre ,  il  contiendra  une  normale  sur  laqueHe  om 
aura ,  comme  précédemment ,  les  points  de  deux  couii)es  dont  Vinterseclion 
détermine  le  point  brillant.  Dans  le  second  cas ,  on  mène  le  plan  par  la  droite 
qui  joint  le  point  lumineux  et  l'œil  du  spectateur,  et  par  le  sommet  de  l'un  des 
cônes  normaux;  rî&teraection  du  plan  et  du  cône  normal,  déterminé  nue  nor- 
male à  la  surface  proposée,  qui  rencontre  comme  la  précédente,  la  droite 
menée  par  l'oeil  et  par  le  point  lumineux ,  ou  la  parallèle  aux  rayons  lumineux 
5pii  passe  par  l'œil ,  lorsque  le  point  lumineux  est  à  Imfini. 

On  a  vu  (art.  1 7  5,  liv .  i  ^^)  que  les  surfaces  de^vôlntion'  ont  pour  éurfacés  Nor- 
males suivant  des  cercles ,  des'  cônes  droits  qui  ont  pour  bases  ce*  cercles ,  « 
pçvf  sommet,  de$  poîa^Ae^ l'axe ^de  révokitioii  ;  on- pourra  donc  employer  les 
côoQs  «couMiux  pow  la  Mchorche  des  points  bnUans.  La  détengaioMion  de  ces 
|HW>ts#eDa  encore  plus  facile  que  par  la  méthodiepréeédeBta,  qui  suppose  quon 
abaisse  d'un  point  hors  d'une  courbe  jnéridi^eimey^une normale  sw  cette  cowbe* 


a3o  OiOBflTRIE     l>£^CRl^TIYï:«. 

3<^  La  surface  proposée  est  réglée^  t^est-à-Hii'e^  qu'elle  a  pour  génératrice 
une  ligne  droite.  Toute  surface  réglée- a  pour  aurâice  tangente ,  suivant  une 
droite,  une  infinité  de  plans  gauches  otf  pâîrldiôtoides  hjperboloides.  En  effet, 
si  Ton  conçoit  une  droite  de  la  surface  réglée ,  et  trois  plans  tangens  en  trois 
points  différens  de  cette  droite ,  trois  plans  quelconques ,  parallèles  entre  eux , 
menés  par  les  points  de  contact ,  coupent  les  trois  plans  tangens  suivant  trois 
droites,  qui  sont  les  directrices  de  la  droite  gémératrtce  d-un  paraboloide  tan- 
gent (art.  i34 )  liv.  i^').  Or,  Tun'de  ces  paraboloidesr tangens  a  po«r  directrices, 
trois  droites  perpendiculaires  à  la  droite  de  la  surface  réglée;  donc  si  Ton  fait 
tourner  ce  paraboloide  autour  de  la  droite  de  contact,  il  deviendra,  après  un 
quart  de  révolution,  normal  à  la  surface  réglée.  Il  n'y  a  donc  aucune  droite  de  cette 
surface  par  laquelle  on  ne  puisse  concevcnr  un  plan  gauche  qui  lui  soit  normal. 
La  droite  qui  joint  le  point  lumineux  et  l'œil  du  spectateur,  <m  la  parallèle  aux 
rayons  de  lumière  menée  par  l'œil,  rencontre  ce  paraboloide  normal  en  un 
point.  Le  plan  conduit  par  ce  point  et  par  la^^droite  de  ta  surface  réglée,  con- 
tient ,  comme  dans  la  solution  générale ,  une  normale  sur  laquelle  se  trouvent 
les  points  des  deux  courbes,  dont  Tintersection  détermine  le  point  brillant. 

Des  points  brillons  à  vue  d'oiseau^  c^est-àrdire  dans  Vkypoûîèse  ou  le  spectateur  est  a 
une  distance  des  objets  visibles  ^  telle  que  tous  les  râpons  visuels  peuçent  être 
considérés  comme  pamllèles  à  une  droite  donnée. 

i68.  Le  point  brillant  d'une  surface  est,  dans  cette  hypothèse,  Tintersection  de 
deux  droites  qui  sont  parallèles ,  Fune  aux  rayons  lumineux ,  et  l'autre  aux  rayons 
visuels ,  ou  l'intersection  d'une  parallèle  aux  rayons  visuels  et  d'une  droite  qui 
passe  par  le  point  lumineux.  Dans  les  deux  cas,  la  direction  de  la  normale 
passant  par  le  point  brillant ,  sera  déterminée,  puisqu'elle  divise  ^en  deux  angles 
égaux,  l'angle  des  rayons  incîdens  et  réfléchis  de  ce*  ^int;  la  recherche  du 
brillant  dépend  donc  de  la  solution  de  -ce  problème  : .       -  > 

Étant  donnée  une  siirface  courbé ^  lui  mener  une  normale  parallèle  a  une  droite 
donnée? 

Ou  de  celui-ci  : 

Étant  doimée  une  surface  courbe  y  lui  mener  un  plan  tangent  perpendiculaire  à 
une  droite  donnée? 

Ce  dernier  problème  se  résout  (art.  loi)  en  enveloppant  la  surface  proposée 
de  deux  sur£sices  cylindriques,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  deux 
droites  menées  dans  le  plan  perpendiculaii;^  à  la  droite  donnée;  les  deux  courbes 
de  contact  se  rencontrent  wx  point  brillant. 


Si  la  smfàee  pr^^OAi»  .i^t  ^n^i^^kitiori  f^oti  mep^^  4'abord  un  plau  méridien 
parallèle  à.la  dr<»t8rdoniiié$itii^îïQ0«^i€i^^4¥^Q  (^^  méridienne;  la  normale 
à  eette  eottffb«j^«pàidliièfeàilA<Âsâîl»4^^^^  surface  de  révolution  au 

Dans  le  cas  où  la:^ur&q«ide  réyoUiitiaji^^  pne  fi^phère ,  on  mène  parle  centre 
de  cette  ^hète  uiie' paraUèle  «uk  i^ajrons  yjfiuels^  etpar  ce  même  centre  un  rayon 
lumineiu^l9  4«mèl3^4eiUi^^«*quîid^^  ei^deux  parties  égales  Tangle  de 
la  parall^  «iiaLifa|rm9^^u«la^.dUr]|9yfi».  luibiBèOt  V  coupe  la  sphère  au  point 

brillant  (^>i3t£ti4^|^. & 3»^) >  :  ii.  ?!.•  ^'>  »  ^^ '^  -  . 
^  lè^éQm  détenaÙPi(art4 1  ^^pi^  a-^O) Jn  ligne  de  séparation  d^ombre  et  de  lu- 
mière sur  vme  sphèrerdfuAs  l'bypOthèse  où  les  trayons  de  lumière  seraient  paral- 
lèles k  une  xlr^iedo^i^ée^j^l.^  /)  »  (^JS$f..^  et  l^^pL  8P).  Cette  ligne  est  un  grand 
cercle  de  la  spbère».qm  a. pour  yrojectionsLeS' ellipses  (£FGH,2%rV).  Pour 
trouver  lepoint  brîUaiit  jpiir  rappcurt  à  un  spectateur  placé  à  une  distance  infinie 
du  plan'horiBoatftl  d^  pro)eotkms  ('./fif-*3)v'  oa  conçoit  le  plan  vertical  AM ,  et 
dans  ce  plan ,  ie  rajf on  de  luimère-  AIï  et  1^ . veriicale  AG  passant  par  le'  centre  de 
la  sphère;  la  droit6  kp  qui  diyise.en  deus  parties  égales  Tangle  GAN ,  coppe  le 
grand  cercle  BCGH  au  point /?,  qui  est  le  point  brillant  demandé;  ce  point/; 
est  en  projection  horizontiJe//»       .... 

On  troui^  de  lai  miémematiière^le  point  brillant  pour  un  spectateur  placé  à 
une  distance  infinie  du  plan  vertical.  Le  plan  a^'  (y^.  4)9  perpendiculaire  à  ce 
plan  vertical,  contient  le  rayon  de  lumière  am  et  l'horizontale  àky  passant  par 
le  centre  a  de  la  Sphère;  La  droite  a^y  qui  divise  en  deux  partie^  .égales  Tangle 
karuy  coupe  le  grand  cercle  bcik  au  point  q;  ce  point  est  un  autre  point  brillant, 
qui  a  pour  projection  verticale  le  point  q'. 

•      •».      .      ...         , 
1 70.  Nous  terminerons  ^  ce  chapitre  des  ombres ,  par  les  légendes  des  frois . 

planches  colées  1 5^  16  et  17.,  qui  ofirent  d'idutres  exemples  de  Tapplication  de 

la  géoii^étrie  descriptive  au  tracé  des  ombres  linéaires  ;  les  deux  premiers  sont 

pris  dans  les  ordres  d'architecture,  le  troisième  dans  la  gnompnique. 

La  base  attique  {pi.  1 5  O  ),  se  compose  de  huit  solides  de  révolution  et  d'un 

parallélipipède  rectangle. 


'  »  •  • 
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23a  cÈoniTUtn  dsscaiptive. 

Omhres  {Tune  hase  attique.  (PL  i5.  O.) 

LA  BASE  ATTIQUE.  ii»  OOmiMMa», 

Fut  de  la  coldnae. |  Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

_       ,        -            j    £* ..  Il*  Séparation d'ombfte et ée loratère. 

Congé  au-dessous  du  fut j  ^o  o^bw  portée  par  le  fût  de  la  colonne. 

Premier  filet  au-dessous  du  congé.  |  Séparation  d'ombre  et  dte irtraière. 

iï^  Ombre  portée  par  le  premier  filet,  qui  se 
compose  des  ombres  portées  par  une  droite 
et  par  un  cercle. 
1^  Séparation  d*ombrc  de  lumière. 

Deuxième  filel  au^lessous  du  petit  j  ^^^^  ^^^^  ^^  ^  ^^^^^ 

tore I 

ii^  Ombre  portée  par  le  cercle  inieneur  du 
deuxième  filet, 
a®  Ombre  portée  par  le  tore. 

Troisième  filet  au-dessous  de  la  (  .^^  ^^^^^^  ^  ^  j^.^ 

scotie  ^.H •..•..'^ 

Y I®  Ombre  portée  par  le  troisième  filet. 

j     {yoy.  plus  \^\A petit  tore, 
GM9  ***• \^  Ombre  portée  par  le  petit  tore. 

\3^  Séparation  d  ombre  et  de  lumière. 
, .    ,  I  Faces  verticales ,  les  unes  éclairées ,  les  autres 

PUvtbe. -j     dansl'Duikre. 

Labtt^  àttkîtie  est»pré«enlée<j^  i5  O)  en  plan  et  en ^lévatk».  L'élévation 
é^  en  même  temps  «ne  Bection  de  cme  bi»c  par  wi  plaa  cpii  pa#se  par  son 
axe,  et  qtxi  fait  voir  les  courbes  métidienaes  généramoes  des  aoUdes  d«  révo^ 
hition  dotit  ékt  se  compose. 

Ombres  (Pun  chapiteau  dorique  y  plan  et  éléi^ati&fh  (W.  16.  O^  : 

jrOMS  DES  PAKTIES  DOITT  SE  COMPOSE  MSIGK ATION  DES  OMBRES  LWlÉAniES 

LE  CHAPITEAU  DORIQUE.  ^  CONSTRUIRE. 

I  Faces  verticales ,  les  unes  éclairées ,  les  autres 
Filet  au-dessous  de  l'arcbitrave.  .  j     ^^^^  rombre, 

!<>  Ombre  du  filet. 
Talon  (à  surfaces  cyUndriques).  .  a»  Séparation  d'ombre  et  de  himièrç. 

(s»  Ombre  du  talon  sur  lui-memç. 


KOMS  DBS  PARTIES  DONT  SE  COMPOSE  DiSIGITATION  DES  OMBRES  X^llC^AIEES 

LE  CHAPITEAU  DORIQUE.  A  CONSTRUIRE/ 

IjàTmier  {surfizces plemes).  .  .  ,  •] Ombres  du  taIon« 

Quart  de  rond  (  surface  de  réua- 1  Ombres  du  larmier, 

lution  ).  .  * 1  Ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière, 

1^  Ombres  du  quart  de  rond, 
a**  Ombres  du  larmier. 
Filet  au-dessous  du  quart  dç  rond.  |  Z""  Suite  de  l'ombre  du  quart  de  rond. 

(On  voit  les  projections  de  ce^  çmbres  linéaires 
sur  V élévation  y  en  allant  de  gauche  a  droite.) 
I®  Ombre  du  cercle  inférieur  du  filet 
a^  Ombres  du  larmier. 

Cavet.  »  ,  0  A  0» {3®  Suite  de  Tombre  du  cercle  intérieur  du 

filet,  ou  du  cercle  supérieur  du  cavet 
4^  Ombre  du  quart  de  rond, 
I  ^  Ombre  du  cercle  inférieur  du  cavet^. 
a^  Ombre  du  larmier. 

^         .  f  3**  Suite  de  Tombre  du  cercle  inférieur  du 

Gorgenn.  ...* ,,../ 

^      cavet. 
4*^  Ombre  du  quart  de  rond. 
5^  Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 
-    p  •  j  1^  Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

^     •••*•••-•  I  j^o  Ombre  portée  par  le  quart  de  rond. 

Filet  de  l'astragale ,  .  .  .  |  Ombre  portée  par  le  tore  de  l'astragale. 

f  Ombre  du  cercle  inférieur  du  filet  de  l'astra- 
gale. 

^  *  ^  j    ,        ,  1 1  ®  Ombre  du  cercle  inférieur  du  filet. 

Fut  de  la  colonne.  ........  ! 

I  n^  Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

'Cadrait  solaire.  (Pi.  17.  O.) 

• 

Ombres  portées  sur  une  surface  donnée  par  une  droite  parallèle  a  Vaxe  de  la  terre 
et  par  un  point  pris  sur  cette  droite  y  en  supposant  la  droite  et  le  point  éclairés 
par  le  soleil. 

171.  La  déterminatiop  de  ces  ombres  comprend  la  gnomonique  ou  le  tracé  des 
iCadrans  solaires.  On  trouve  un  résumé  des  leçons  que  j'ai  faites  à  l'Ecole  Poly- 
technique sur  cette  application  de  la  géométrie  descriptive,  dans  le  11*  cahier 
.du  journal  de  cette  école  (juillet  i8oa  ),  et  tome  2  de  la  Correspondance ^  p.  54-63. 

3o 


a34  '      GÉOMÉTRIE     BESCHIPTITSk 

Un  mémoire  sur  la  Gnomonique ,  de  M.  Lefrançois  (page  a6 1  de  ce  1 1  •  cahier)  ^ 
contient  la  description  d'un  cadran  vertical  avec  lignes  horaires  et  courbes  de 
déclinaisons.  M.  Girard  Tavait  tracé  en  1800  au  palais  Bourbon,  occupé  à  cette 
époque  par  l'École  Polytechnique  :  la/?/.  17  O.  fi^it  voir  le  cadran  du  collège 
Navarre,  où  l'école  a  été  transférée  en  1804.  M.  Girard  y  a  ajouté  la  courbe 
du  temps  moyen.  L'inscription  de  ce  cadran  apprend  qu'il  a  été  tracé  en  1747 
par  un  savant  dont  le  nom  (de  ParcieuxJ  rappelle  les  écrits  d'un  bon  et  trè^-zélé 
citoyen.  Un  cadran  semblable,  qu'on  voit  au  palais  du  Luxembourg ,  façade  sud^ 
est  de  M.  Bouvard. 

£n  1764,  Pingre,  astronome-géographe  de  la  marine,  a  fait  exécuter  sur  la 
colonne  de  la  £alle  aux  blés  de  Paris ,  un  cadran  cylindrique  qui  subsiste  encore 
et  qu'on  peut  prendre  pour  exemple  d'ombres  portées  par  des  droites  sur  une 
surface  courbe.  L'auteur  de  ce  cadran  a  supposé  que  l'axe  de  la  terre  passait 
par  un  point  de  l'axe  vertical  de  la  colonne,  et  il  a  placé  les  verges  qui  marquent 
les  heures,  dans  un  même  plan  horizontal.  Chaque  verge,  considérée  comme  une 
ligne  droite,  est  l'intersection  de  ce  plan  horizontal  et  d'un  plan  méridien* 
Parmi  les  ombres  portées  simultanément  par  toutes  les  verges,  il  fallait  distin- 
guer celle  qui  indique  la  position  du  soleil.  On  a  placé  à  l'extrémité  de  chaque 
verge  une  plaque  de  cuivre,  sur  laquelle  est  gravé  en  gros  caractères,  et  à  jour,^ 
le  chiffre  de  l'heure  que  la  verge  horizontale  doit  indiquer.  Le  même  chiffre 
est  tracé  en  caractère  de  lumière,' au  bas  de  la  ligne  horaire  du  cadran ,  qui  doit 
être  couverte  par  l'ombre  de  la  verge.  Pour  ne  laisser  aucun  doute,  on  a  encore 
répété  le  chiffre  de  l'heure  au  pied  de  la  verge. 

En  donnant  aux  verges  une  même  longueur  et  une  saillie  convenable  par 
rapport  au  fût  de  la  colonne,  les  ombres  portées  sur  ce  fût  par  les  extrémités 
des  verges,  un  jour  de  l'année,  déterminent  la  courbe  de  déclinaison  corres- 
pondante à  ce  jour. 

Le  méridien,  qui  fait  avec  celui  de  Paris,  un  angle  dont  la  mesure  est  pour 
un  jour  déterminé  de  l'année,  égale  à  la  dififérence  du  teinps  vrai  et  du  temps 
moyen ,  réduite  en  degrés,  rencontre  la  courbe  de  déclinaison  correspondante 
à  ce  jour,  en  un  point  qui  appartient  à  la  courbe  du  temps  moyen. 
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CHAPITRE  III. 

§   P'.    DU  TRACÉ   DE   LA.   PERSPECTIVE   LINEAIRE. 


17a.  Li'oBJETà  mettre  en  perspective  étant  rapporté  aux  deux  plans  de  projec- 
tions horizontal  et  vertical ,  on  suppose  qu'on  a  déterminé ,  pour  chaque  partie 
de  cet  objet,  le  contour  apparent,  les  lignes  visibles  qui  ont  pour  limite  ce 
contour,  les  lignes  de  séparation  d*ombre  et  de  lumière,  les  lignes  contours 
d'ombres  portées,  les  points  brillans;  le  tracé  de  la  perspective  ne  dépend  plus 
alors  que  de  la  forme  du  tableau  et  de  sa  position  par  rapport  à  Tobjet  et  au 
spectateur. 

La  sur&ce  d'un  tableau  peut  être  plane  ou  courbe;  elle  est  courbe  dans  plu- 
sieurs circonstances,  par  exemple ,  lorsqu'il  s'agit  de  décorer  l'intérieur  d'un 
édifice  voûté ,  tel  qu'un  dôme  dont  la  voûte  est  sphérique  ou  elliptique  ;  le  plus 
souvent  le  tableau  est  plan.  On  le  suppose  ordinairement  placé  entre  l'objet  et 
le  spectateur;  dans  cette  hypothèse,  les  dimensions  du  dessin  sont  plus  petites 
que  celles  de  Toriginal  :  elles  seraient  plus  grandes,  si  le  tableau  était  der- 
rière l'objet  par  rapport  au  spectateur. 

La  position  de  l'œil  par  rapport  au  tableau,  est  donnée;  on  le  met  ordi- 
nairement sur  une  perpendiculaire  à  la  surface  du  tableau ,  passant  par  le  milieu 
de  cette  surface  :  la  distance  de  Fœil  au  tableau  ne  doit  pas  beaucoup  différer 
de  celle  à  laquelle  on  se  tient  d'un  objet  pour  le  voir  distinctement.  Le  champ 
de  la  vue  n'est  pas  seulement  limité  par  la  distance  de  l'œil  à  l'objet,  mais  encore 
par  l'angle  des  rayons  visuels  extrêmes. 

On  voit  confusément  ia  partie  d'un  tableau  placée  hors  du  cône  qui  a  son 
sommet  à  l'œil ,  et  dont  le  côté  fait  avec  le  rayon  visuel  dirigé  vers  le  milieu  du 
tableau,  un  angle  plus  grand  que  le  demi- angle  droit.  La  plus  petite  distance  à 
laquelle  on  voit  un  objet  distinctement  est,  pour  les  vues  ordinaires  un  décimètre. 
Un  dessin  réduit  ne  produirait  plus  l'effet  de  la  perspective,  si,  d'après  l'échelle 
de  réduction,  la  distance  de  l'œil  au  tableau  devenait  moindre  qu'un  décimètre» 
Les  points  de  vue  pour  les  plus  grands  tableaux,  tels  que  les  toiles  d'avant-scène 
des  théâtres ,  ne  sont  pas  à  plus  de  quinze  mètres  du  spectateur. 

Lorsque  la  surface  du  tableau  est  un  plan  vertical ,  on  le  place  ordinaire-  ' 
ment  entre  l'objet  et  le  speaateur,  de  manière  qu'il  soit  parallèle  à  l'horizontal 


qui  passerait  par  les  deux  yeux  du  spectateur.  D'après  cette  convention ,  on 
est  dans  l'usage  y  pour  juger  TefTet  d'un  tableau ,  de  se  placer  parallèlement  à 
son  plan,  de  manière  que  Foeil  soit  à  la  hauteur  de  son  centre;  si  le  point  de 
Tue  s^écarte  sensiblement  de  cette  position  par  rapport  au  tableau ,  la  perspec* 
tive  prend  le  nom  cY anamorphoses.  Nous  ferons  connoître  dans  ce  chapitre  les 
anamorphoses  directes  et  par  reflexion. 

De  la  perspectis^e  d*un  système  de  points  sur  un  tableau  plan  et  vertical. 

173.  Chaque  point  à  mettre  en  perspective  est  déterminé  par  ses  projections 
sur  deux  plans  ^  l'un  horizontal^  l'autre  vertical  :  le  plan  vertical  du  tableau  est 
donné  par  sa  trace  sur  le  plan  horizontal.  On  projette  les  rayons  visuels  dbigés 
vers  les  points  donnés,  sur  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  du  tableau» 
L'œil,  considéré  comme  un  point,  étant  donné  par  ses  projections,  les  pro- 
jections horizontales  et  verticales  des  rayons  visuels,  sont  déterminées.  Chacun 
de  ces  rayons  est  coupé  par  le  plan  du  tableau  en  im  point,  qui  est  laperspec" 
tive  (lu  point  d'où  part  le  rayon  visuel.  Pour  construire  ce  point  sur  le  tableau 
même,  on  connaît  la  verticale  du  point  du  tableau  qui  le  contient,  et  sa  dis* 
tance  à  la  trace  horizontale  de  ce  plan;  d'où  il  suit  qu'en  regardant  cette  trace 
comme  une  ligne  d'abscisses,  et  les  distances  des  points  du  tableau  à  cette 
trace  comme  des  ordonnées,  la  perspective  de  chaque  point  est  déterminée  par 
une  abscisse  et  une  ordonnée  connues. 

De  la  perspective  d*une  ligne  droite  çujcourbey  sur  un. tableau  plan  ou  courbe. 

174.  On  divise  la  ligne  courbe  donnée  en  un  nombre  de  parties  assez  grand 
pour  que  chaque  partie  puisse  être  considérée  comme  une  petite  droite.  Les 
rayons  visuels,  dirigés  de  cette  ligne  vers  l'œil,  forment  une  surface  conique,  dont 
la  courbe  d'intersection  par  la  surface  du  tableau ,  est  la  perspective  de  la  ligne .^ 
Cette  courbe  passe  par  les  perspectives  des  points  de  division  de  la  ligne  pro- 
posée, c'est-à-dire  par  les  intersections  des  rayons  visuels  dirigés  de  ces  points 
vers  l'œil,  et  de  la  surface  plané  ou  courbe  du  tableau;  intersections  qu'on 
trouve  par  la  méthode  exposée  Kv.  i  *',  page  38. 

Ix>rsque  la  ligne  à  mettre  en  perspective  est  une  droite ,  le  cône  des  rayons 
visuels  devient  nn  plan. 

On  nomme  ligne  originale  ou  solide  original,  la  ligne  ou  le  solide  qu'il  s'agit 
de  mettre  en  perspective. 

De  la  perspectis^e  des  droites  parallèles^ 

1 75.  Le  plan  mené  par  l'œil  du  spectateur  et  par  une  droite,  coupe  la  surface 
du  tableau  suivant  une  ligne  qui  est  la  perspective  de  la  droite.  Dans  le  cas  où 
plusieurs  droites  données  sont  parallèles  y  les  dIsmis  ainsi  menés  passent  par 
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une  droite  qui  leur  est  parallèle  ;  si  cette  droite ,  qui  passe  aussi  par  Toeil ,  ren- 
contre la  surface  du  tableau  prolongée  indéfiniment,  le  point  de  rencontre 
se  nomme  point  de  concours  des  perspectives  des  droites  parallèles  données. 
Lorsque  la  surface  du  tableau  est  plane,  ces  perspectives  ont  nécessairement  un 
point  de  concours,  à  moins  que  les  droites  parallèles  entre  elles,  le  soient  en 
même  temps  au  tableau. 

Pour  mettre  en  perspective  un  système  de  points ,  par  exemple ,  les  sommets 
des  angles  de  prismes  ou  de  parallèlipipèdes  à  faces  parallèles,  on  regarde 
chaque  sommet  comme  l'intersection  de  deux  droites  parallèles  aux  arêtes  des 
prismes,  et  on  mène  par  l'œil  du  spectateur  deux  autres  parallèles  à  ces  arêtes. 
Ces  dernières  droites  coupent  la  surface  plane  du  tableau  en  deux  points ,  qui 
sont  les  points  de  concours  de  toutes  les  droites  qui  leur  sont  respectivement 
parallèles.  Mais  les  deux  droites  menées  par  le  point  qu'on  veut  mettre  en 
perspective,  rencontrent  aussi  le  tableau  en  deux  points  qui  sont  déterminés; 
les  deux  droites  qui  joignent  ces  derniers  points  et  les  points  de  concours  des 
droites  menées  par  l'œil ,  se  coupent  ;  le  point  d'intersection  est  la  perspective 
du  point,  qui  est  par  hypothèse  le  sommet  d'un  angle  d'un  prisme  donné. 
'  Cette  méthode  pour  mettre  en  perspective  un  système  de  points  sur  un  tableau 
plan,  consiste  à  regarder  chaque  point  comme  le  sommet  d'un  triangle,  dont 
les  côtés  parallèles  à  deux  droites  données,  coupent  le  tableau  en  deux  points^ 
et  qui  a  pour  base  la  distance  de  ces  deux  points.  La  perspective  de  ce  triangle 
est  un  autre  triangle  de  même  base,  dont  les  cotés  passent  par  les  points  de 
concours  des  deux  droites  données;  le  point  du  tableau  où  ces  côtés  se  ren* 
contrent,  est  la  perspective  du  sommet  du  premier  triangle. 

On  se  sert  depuis  long-temps  de  cette  méthode  des  points  de  concours,  pour 
mettre  en  perspective  des  édifices  et  autres  monumens  d*architecture.  On  en 
fait  aussi  usage  dans  les  ateliers  où  l'on  exécute  les  décorations  de  théâtres. 

De  la  perspective  d'un  solide. 

1 76.  La  perspective  d^in  solide  à  faces  planes  ou  courbes  comprend  la  pers- 
pective de  son  point  brillant^  et  celle  des  lignes  suivantes  :  i^  le  contour  appa-' 
rent;  2^  les  lignes  visibles  renfermées  dans  ce  contour,  parmi  lesquelles  se 
trouvent  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière;  les  lignes  contours 
d'ombres  portées. 

On  a  exposé  (art.  101)  une  méthode  générale  applicable  à  une  surface  quel* 
conque,  pour  trouver  les  contours  apparens  et  les  lignes  de  séparation  d^ombre 
et  de  lumière  dans  Thypothèse  d'un  point  lumineux  unique  ^  ou  de  rayons 
lumineux  parallèles.  Une  autre  méthode  non  moins  générale  donne  les  pers- 
pectives des  contours  apparens,  en  considérant  ces  lignes  comme  des  courbes 
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tangentes  aux  projections  des  génératrices  de  la  surface  proposée  sur  le  plan  du 
tableau  j  et  en  supposant  que  ces  projections  soient  faites  par  un  système  de 
droites  concourantes  vers  l'œil  ;  d'où  il  suit  que  la  perspective  d'un  solide  quel- 
conque se  composera  de  lignes  que  l'on  construira  par  points,  ainsi  qu'on  Ta 
Fa  expliqué  (art.  173-175) ,  et  de  lignes  tangentes  à  d'autres  lignes  connues  sur 
le  tableau. 

Mais  lorsque  le  solide  proposé  sera  terminé  par  une  surface  appartenant  à 
l'un  des  trois  genres  que  nous  avons  considérés  dans  le  §  III  (art  ïoi-ii3) 
de  ce  chapitre^  les  contours  apparens  et  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de 
lumière  seront  déterminés  par  des  constructions  plus  simples^  d'une  exécution 
plus  exacte,  puisqu'on  aura  deux  projections  orthogonales  de  ces  lignes;  il  sera 
alors  préférable  de  mettre  chaque  point  de  ces  lignes  en  perspective  par  la 
méthode  générale,  ou  par  celle  des poùils  de  concours  (art.  173-175.) 


Premier  exemple  de  perspective  linécUrej  par  la  méthode  générale. 
Perspective  d^wi  cylindre  posé  sur  un  socle  (  PI.  9.  P ,  Jîg.  i ,  a ,  3.  ) 

177.  Le  socle  est  un  prisme  à  base  carrée  ABDE  (Jîg.  i  ),  dont  la  hauteur 
est  ad  ou  bb  {Jîg.  a  )  ;  le  cylindre  a  pour  base  inférieure  le  cercle  (FGHI ,  iK) ,  et 
sa  hauteur  est  mesurée  par  les  verticales  w*,  hh!  (Jîg.  2.) 

On  suppose  le  tableau  vertical  ;  ses  traces  données  sur  les  plans  de  projection 
sont  les  droites  PQ  (Jîg.  i)jpq  (Jîg*  a).  La  position  de  l'œil  du  spectateur  est 
déterminée  par  ses  deux  projections  O  et  o  (^.  i  et  a.  ) 

Perspective  du  socle. 

Le  contour  apparent  du  socle  est  formé  des  deux  horizontales  inférieures 
(AD,  ad),  (AE,  oe),  des  trois  verticales  (A,  aa!),  (D,  dd)j  (E,  eé)^  et  enfin 
des  quatre  côtés  du  carré  supérieur  (  ABDE ,  db'  ).  Les  rayons  visuels  menés  de 
l'œil  vers  les  extrémités  de  ces  droites,  sont  déterminés  par  leurs  projections 
horizontales  et  verticales;  ils  rencontrent  le  plan  du  tableau  (PQ,/'?)  en  des 
points  que  l'on  rapporte  à  l'horizontale  PQ  et  à  une  verticale  menée  par  un 
point  quelconqtie  de  cette  horizontale.  Transportant  l'horizontale  PQ  (^.  i  ) 
en  PQ ,  sur  le  développement  (^.  3  )  du  tableau ,  on  construit  la  perspective 
d'un  point  quelconque  tel  que  (A,  ^),  en  menant  le  rayon  visuel  (OA,  od)^ 
qui  coupe  le  tableau  au  point  (A',  a"),  et  en  rapportant  ce  point  sur  le  plan 
du  tableau  (Jîg.  3.)  La  droite  A' A"  de  cette  Jîg.  3  étant  prise  pour  la  verticale 
qui  passe  par  le  point  A'  {/îgi  i  ),  il  n'y  a  aucun  point  de  la  perspective  qui  ne 
soit  déterminé  par  deux  droites  rectangulaires  parallèles  l'une  à  PQ  (^/%.  3)> 
l'autre  à  A'A".  Ainsi ,,  le  rayon  visuel  (  OA ,  od  )  (yîg.  i  et  a  ) ,  étant  coupé  par  le 
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plan  du  tableau  en  un  point  (A',  a")  distant  de  l'horizontale  PQ  (J!g.  i  ) ,  de  la 
quantité  pd'  {^.^)j  on  porte  cette  distance  en  A'a'  (Jîg.  3)  sur  la  droite  A'A", 
et  le  point  a  '  est  la  perspective  du  point  (  A ,  a  )  ;  on  aurait  de  même  la  persi- 
pective  fi  (Jig.  3)  du  point  (B,  B)(Jig.  i  et  2) ,  en  portant /?A"  (Jig.  a)  sur  I>/3 

Perspective  du  cylindre. 

Le  contour  apparent  du  cylindre  est  formé  de  deux  droites  de  ce  cylindre , 
qu'on  détermine  en  menant  par  Tœil  deux  plans  tangens  à  sa  surface.  Ces  plans 
ont  pour  traces  horizontales  les  droites  OF ,  OG  {Jig.  i  ) ,  tangentes  au  cercle 
FGHL  Les  points-de  contact  F,  G  sur  ce  cercle,  sont  les  projections  horizontales 
cks  droites  du  contour  apparent,  et  parce  que  le  point  O  est  sur  une  perpendicu- 
laire KK'  abaissée  du  centre  K  du  cercle  sur  la  trace  horizontale  PQ  du  tableau, 
les  verticales  F,  G  du  cylindre  se  projettent  sur  le  pian  vertical  XY  {Jig.  a),  sui- 
vant une  seule  droite^^.  Les  perspectives  de  ces  verticales  ^^  ,  YV'  {fig*  3)  se 
construisent  comme  les  perspectives  des  arêtes  verticales  du  socle. 

La  portion  visible  du  cerclé  inférieur  du  cercle ,  a  pour  projection  horizon- 
tale l'arc  FGH  {Jig.  i  ) ,  et  pour  perspective  l'arc  d'ellipse  ^Xy.  Le  cercle  supé- 
rieur n'est  aussi  visible  qu'en  partie,  et  sa  perspective  est  l'ellipse  ^'A'y, 
intersection  du  cône  optique  qui  a  pour  base  le  cercle  (  FGHI ,  i'K  ) ,  par  le 
plan  du  tableau. 

Deuxième  exemple.  — De  la  perspective  dupiédouche.  (PL  10.  P,  fig.  A,  c,/?.) 

1 78.  Le  pîédouche,  qu'on  emploie  ordinairement  comme  support  d'un  buste  ou 
d*un  vase,  est  un  solide  de  révolution  composé  d'une  plinthe,  d'une  scotie  et 
d'un  filet.  L'axe  de  révolution  du  piédouche  étant  {pi.  10.  P)  la  verticale  aa*  du 
jrfan  vertical  XY  {Jig*v)^  la  ligne  génératrice  de  ce  solide  est  formée  des  deux 
verticales  eé^  kk^  et  d'un  arc  d'ellipse  e'nk  qui  coupe  ces  verticales  à  angle  droit, 
aux  points  e\k.  Cette  ligne,  en  tournant  autour  de  la  droite  aa\  engendre  la 
surface  du  piédouche.  La  plinthe  et  le  filet  du  piédouche  sont  des  cylindres 
qui  ont  respectivement  pour  bases  les  cercles  EFGH,  IKLM  {Jîg.  h)^  et  pour 
hauteurs  les  verticales  ee\  kK  {Jig.  v). 

Le  tableau  est  un  plan  vertical  CBD  {Jig^  A) ,  perpendiculaire  au  plan  méridien 
ABF,  mené  par  l'œil  du 'spectateur  ;  la  trace  dd*  du  tableau  sur  le  plan  ver- 
tical XY  {Jig.  v) ,  parallèle  à  ce  plan  méridien ,  est  la  projection  verticale  de 
toutes  les  lignes  droites  ou  courbes  tracées  sur  le  tableau. 

Prenant  pour  unité  de  longueur  le  diamètre  EF  (/%.  li)  de  la  plinthe,  Toeil  est , 
dans  cet  exemple ,  à  la  distance  3  |  de  l'axe  du  piédouche  ;  sa  hauteur  au-dessus 
du  plan  horizontal,  est  de  i  -f .  Ces  4eux  dimensions  déterminent,  sur  les  plans 
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horizontal  et  vertical ,  les  points  vers  lesquels  concourent  les  projections  hori« 
zontales  et  verticales  des  rayons  visuels.  Quoique  ces  points  soient  au  delà  du 
cadre  de  Isl  planche  ^  on  les  concevra  facilement  sur  les  prolongemens  des  droites 
projections  des  rayqns  visuels;  ces  droites  n  ont  pas  été  prolongées,  afin  de  réduire 
îesdimensions  de  la  planche  de  cuivre.  Ainsi  lesdeux  droites RR',  UU',  tangentesau 
cercle  du  diamètre  EF,  concourent  vers  la  projection  horizontale  de  l'oeil,  située 
sur  la  droite  ABB'.  La  circonférence  dont  le  centre  est  sur  cette  droite ,  et  qui  a 
pour  diamètre  la  distance  de  l'œil  au  tableau,  coupe  les  cercles  des  rayons  AG,  AL 
aux  quatre  points  R,  S,T,  U,  qui  sont  les  projections  horizontales  de  quatre  droites 
verticales.  Ces  droites,  qui  forment  le  contour  apparent  des  surfaces  cylindriques 
de  la  plinthe  et  du  filet  du  piédouche,  ont  pour  projections  verticales  les  droites 
m,  st.  Le  contour  apparent  de  la  surface  de  révolution,  qui  termine  la  scotie,  a 
pour  projections,  les  lignes  (a/S^J^  cL'fi'yJ")  que  l'on  construit  par  les  méthodes 
que  nous  avons  exposées  (art.  107).  Le  piédouche  étant  éclairé  par  des 
rayons  de  lumière  parallèles  entre,  eux,  et  dirigés  suivant  la  droite  (A >  A') 
{Jig.hetv)^  les  mêmes  méthodes  donnent  les  projections  horizontale  et  verti- 
cale de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  la  surface  de  la  scotie. 
Dans  la  même  hypothèse  des  rayons  de  lumière  parallèles ,  on  construit 
(art.  167)  les  deux  courbes  dont  les  projections  horizontale  et  verticale  déter- 
minent les  projections  ^,  7'  du  point  brillant  do  la  surface  de  la  scotie. 
Considérant  les  cônes  dont  le  sommet  est  l'œil  du  spectateur,  et  qui  ont  pour 
bases  1^  les  contours  apparens  des  cylindres  qui  forment  la  plinthe  et  le  filet  ; 
a®  les  cercles  qui  terminent  ces  cylindres  ;  3®  le  contour  apparent  de  la  scotie  ; 
4^  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière^sur  les  cylindres  et  sur;la 
scotie;  les  sections  de  ces  cônes  par  le  plan  vertical  CD  -du  tableau,  forment 
sur  le  plan  développé  {^^p)t  la  perspective  du  piédouche.  L'intersection  du 
tableau  et  du  rayon  visuel  dirigé  vers  le  point  brillant  (tt,  ^),  détermine  la 
perspective  ^  {fië*P)  ^^  ^^  point. 

Des  projections  du  contour  apparent* 

% 

m  .  •  r 

179.  Le  contour  apparent  déterminé  par  ses  deux  projections  tf/S^J^?  ^'^'y'j 
(ffg.  h,  ç)  a  plusieurs  points  remarquables;  i**  ceux  qui  sont  situés  dans  le  plan 
méridien  ABB'  passant  par  l'œil  du  spectateur.  On  mène  par  la  projection  de. 
rœilsurleplanverticalXY'parallèleà  ABB',  les  tangentes  aV',  /3'/3"  aux  arcs 
d'ellipses  kne\  iqf  ;  les  points  de  contact  *' ,  /3'  se  projettent  sur  le  plan  hori^ 
zontal  aux  points  a  ^  j3;  ce  qui  détermine  les  points  (  (t  »  a'),  (j3,  /3')  du  contour 
apparent,  et  fait  voir  (art.  i46)  que  ce  contour  a  tous  ses  points  entre  les 
cercles  de  la  surface  de  révolution  des  ravons  A«e,  Aj3  (/%•.  h). 


u 
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*    ^^  Les  points  situer  dans  le  second  plan  méricUen  GAH,  perpendiculaire  aa 
premier  ABB'  passant  par  ToeiL 

Le  plan  horizontal  mené  par  Tœil,  coupe  la  verticale  ad  en  un  point  z,  par 
lequel  on  mène  les  tangentes  zn^  zq  aux  arcs  d'ellipse  de  la  section  méridienne 
de  la  surface;  les  deux  points  de  contact  n^  q  sont  les  extrémités  du  diamètre  npq 
d'un  cercle  dont  la  projection  horizontale  NOPQ  coupe  la  droite  GAH  aux 
points  O^  P;  ce  qui  détermine  les  points  (O,/?),  (P,/?)  du  contour  apparent. 

3**  Les  points  (Cf,/^'),  (F,/?')  de  ce  contoiu:,  situés  sur  le  cylindre  vertical 
qui  a  pour  base  le  cercle  RSATU  ; 

Ces  points  sont  situés  sur  le  cercle  du  diamètre  riptf  ^  normale  à  la  section 
méridienne  de  la  scolie  aux  points  ri ,  q. 

4*  Les  points  les  plus  remarquables  de  la  ligne  du  contour  apparent,  sont 
ceux  pour  lesquels  les  tangentes  à  cette  ligne  passent  par  l'œil  du  spectateur  ; 
les  rayons  visuels  menés  par  ces  points,  appartiennent  au  cône  qui  a  le  contour 
apparent  pour  base ,  et  de  plus  elles  sont  tangentes  à  cette  base. 

Menant  par  les  projections  horizontale  et  verticale  de  l'œil,  des  droites  res- 
pectivement tangentes  aux  projections  horizontale  et  verticale  du  contour  ap- 
parent ,  les  points  de  contact  7 ,  J^  de  la  projection  horizontale ,  et  le  point  y 
de  la  projection  verticale,  sont  situés  sur  une  [Perpendiculaire  -yJ^'  à  XY,  Une 
autre  perpendiculaire  à  XY  contient  les  trois  points  de  contact  t ,  f  >  f;  d'où 
il  résulte  que  les  rayons  visuels  des  quatre  points  (7, 7')  (tT^y),  (f,  f'),  (^;  t'), 
sont  des  tangentes  au  contour  apparent  pour  ces  mêmes  points.  I^es  intersec- 
tions ^'j  J^^)  •'j  ^  de  ces  rayons  par  le  plan  du  tableau  (/%;  /?),  sont  des 
points  de  rebroussement  de  la  perspective  ^S^f?^^  Aw  contour  apparent.  Les 
tangentes  cT'  «/,  y e/  concourent  en  un  point  ^^  dé  la  perspective  de  l'axe  de 
révolution.  On  déteirmine  ces  tangentes  en  les  considérant  comme  les  inter- 
sections du  plan  du  tableau  et  des  plans  tangens  à  la  surface  du  filet  menés 
par  les  points  {7,7'),  (^j  7)1  (/%•  h^v\  Chacun  de  ces  plans,  celui  par 
exemple  qui  est  tangent  à  la  surface  au  point  (^^V)  dii  contour  apparent, 
coupe  l'axe  de  révolution  de  cette  surface  au  point  (A,  û>);  le  rayon  visuel  de 
ce  point  rencontre  le  tableau  au  point  (B,  6»'),  qui  devient  sur  le  développe- 
ment du  tableau  {/%•.  /?),  le  point  «'',  vers  lequel  concourent  les  tangentes 
^^c/j'/cf  aux  points  de  rebroussement  J^**,  7*^  du  contour  apparent. 

Pour  construire  le  point  (A,  «),  on  amène  le  point  (^,7')  dans  le  plan 
tnéridien  parallèle  au  plan  vertical  XY  de  projection ,  en  décrivant  du  point  A 
comme  centre,  avec  A J^ pour  rayon,  l'arc  J^A  Cet  arc  coupe  la  trace  horizon- 
tale du  méridien  ABB'  au  point  ^'  par  lequel  on  mène  la  perpendiculaire  J^'/'' 
à  XY.  Cette  perpendiculaire  rencontre  l'arc  d^ellipse  énk  au  point  S""  ;  la  tan*- 
gente  «T'^de  Tare,  menée  par  ce  point,  est  la  trace  du  plan  tangent  à  la  sur- 
filée de  la  scotie  au  point  (jT',  J^");  d'où  il  suit  que  ce  plan,  et  tous  ceux  qu'on 
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peut  mener  par  les  points  du  cercle  du  raycm  k^^  rencontre  L'axe  de  révolu- 
tion au  même  point  (  A ,  û>). 

Développement  du  kMeau  (  fig.  p) ,  conpemmt  laperspecâ^  linéaire  du  piédouche 

et  de  ses  ombres^ 

1 80.  Les  projections  horizontales  et  verticales  des  ccmtours  apparens  de  la 
plinthe  et  du  filet  dupiédouche,  déterminent  les  projections  des  rayons  visuels 
menés  par  les  extrémités  des  verticales  qui  forment  ces  contours.  Les  projec-: 
tions  de  ces  rayons  RR' ,  r/-'. . . .  (Jig.  A,  v\  coupent  le  plan  CD  du  tableau  en  des 
points  tels  que  (R',  r').  La  droite  CD  étant  transportée  en  CD'  (Jlg'P)  >  et  le  point 
R' en  R'  {Jig*p)y  on  porte  les  hauteurs  verticales  rfr',  du'  en  RV  et  RV''  {Jig^  p) 
et  la  droite  r^r^  est  la  perspective  de  la  verticale  (R,  rw)  du  contour  apparent 
de  la  plinthe.  Ou  construit  de  là  même  manière  ijig^p)  les  droites  iffu^y  ^s^^ 
i^t'^  y  qui  sont  les  perspectives  des  trois  autres  verticales  formant  les  contours 
apparens  de  la  plinthe  et  du  filet.  Les  cercles  qui  terminent  ces  deux  parties  du 
piédouche,  ont  pour  perspectives  les  elhpses  intersections  du  plan  du  tableau 
et  des  rayons  visuels  menés  par  les  points  de  la  circonférence  de  ces  cercles. 
La  première  ellipse  i^f^i^  n'est  visible  sur  le  tableau  qu'entre  les  points  de 
contact  ;^,  u^  de  cette  ellipse  et  des  droites  perspectives  du  contour  apparent 
de  la  plinthe.  La  seconde  ellipse  r^f^ii^  n'est  aussi  visible  que  jusqu'aux 
points  I,  a,  où  elle  coupe  la  perspective  du  contour  apparent  de  la  scotie.  La 
troisième  ellipse  est  visible  entre  les  points  ^  ^  t^  de  la  perspective  dii  contour 
apparent  s^s^,  i^i^  du  filet.  La  quatrième  ellipse  /^/'^,  perspective  du  cercle 
supérieur  du  filet,  est  vue  en  totalité. 

La  perspective  totale  du  contour  apparent  de  la  scotie  est  une  courbe  à  quatre 
branches  et  à  quatre  )K)ints  de  rebrousseraent  y^ ^  ^ y^  j  ^quon  a  déjà  cons- 
truits (art.  179),  La  branche'  '/^^^  perspective  de  la  partie  (^/SJ^,  ^y')r 
[Jîg.  hyv)  du  contour  apparent , est  invisible.  Les  trois  autres  branches  seraient 
visibles  en  totaUt^  si  VelHpse  perspective  du  cercle  intérieur  du  filet  ne  cachait 
pas  toute  la  branche  %W^  et  les  parties  3i^  »  k^  des  deux  autres  brauches  ad- 
jacentes* 

De  la  perspectis^  des  ombres  du  piédouche. 

î8f.  Après  avoir  déterminé  (art.  106)  les  projections  horizontale  et  verticale, 
de  la  courbe  de  contact  de  h  surface  de  la  scotie  du  piédoticbe  et  du  cône  ou  du 
cylindre  lumineux,  on  considère  cette  coiu*be  comme  la  base  d'un* cpiie  qui 
a  pour  sommet  Fœil  du  spectateur.  L'intersection  de  ce  cône  par  le  plan  du 
tableau,  donne  {Jig.p),  pQur  la  perspective  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre 


et  de  lumière  sur  la  scotie,  la  ligne  abcde/ghiklmca  ^  qui  a  deux  nœuds  c  et  7v 
Les  lettres  de  ia ,/%"./?,  sans  l'exposant  /?,  se  rapportent  aux  perspectives  des 
lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière ,  et  des  contours  d'ombres  port<^es. 
Le  cercle  inférieur  du  filet  porte  ombre  sur  la  scolie ,  et  la  perspective  du  con- 
tour de  cette  ombre  est  la  ligne  nop  qui  a  un  nœud  au  point  o. 

La  scotte  porte  ombre  sur  elle-même.  Le  cylindre  des  rayons  lumineux, 
d*abord  tangent  à  cette  scotie ,  se  prolonge  et  coupe  sa  surface  suivant  une 
ligne  dont  on  construit  les  deux  projections.  La  perspective  de  cette  ligne  se 
com^pose  des  deux  branches  -de  courbe  g^ç^r,  Ist  {Jftg,  p)y  tangentes  à  la  perspective 
de  là  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  aux  points  /,  g-,  perspectives 
des  points  de  la  surface  de  la  scotie ,  qui  sont  les  limites  du  conttxur  de  Tombre 
portée  par  la  scotie  sur  elle-même. 

Le  piédo»che  étant  éclairé  par  des  rayons  de  lumière  parallèles  entre  eux, 
les  perspectives  de  ces  rayons  ont  sur  le  tableau  (Jig,  p)  un  point  de  concours. 
En  supposant  que  ce  point  soit  déterminé,  la  droite  menée j%.  p  par  ce  point 
et  par  un  point  quelconque  r  de  la  courbe  gqr^  rencontrera  la  perspective 
abcde.. . .  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  et  lè  point  de  ren- 
contre sera  la  perspective  du  point  de  la  surface  de  la  scotie ;,  dont  lombre  sur 
cette  surface,  a  pour  perspective  le  point  r. 

Les  lignes  v\f  ^  xy  {Jig-p)  sont  les  perspectives  des  droites  qui  forment  sur  la 
plinthe  et  Bur  le  filet,  les  lignes  de  réparation  d'ombre  et  de  knnière. 

On  n'a  point  considéré  i[/%-.jj7)  les  ombres  portées  par  le  piédouche  sur  le  plan 
horizontal  qui  le  supporte  ;  mais  ces  ombres  étant  coniuies  sur  le  plan  hori- 
zontal (/%.  A),  le  tracé  de  leurs  perspectives  ne  présente  aucune  difficulté. 

11  n'y  a  qu'une  partie  efg  {Jîg.p)  de  la  perspective  de  la  ligne  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière  sur  la  scotie,  qui  soit  visible;  le  reste  est  caché  par  les 
courbes  g^r,  nocp^  perspectives  des  ombres  portées  sur  la  scotie  par  elle-même 
et  par  le  cercle  inférieur  du  filet. 


S  IL  EXEMPLES  VfE  PERSPECTIVE  LIOîÉAIRC  PAR  LA  HÉTflODE  DES  POIITXSDE  CONCOffAS.. 

{PL  u,P,  12.P,  i3.P,  t4.P.) 

i'8a.  'On  afait  voir  comment  (art.  173)  la  perspective  linéaire  se  déduit  des  deux, 
projections  de  l'objet  proposé  sur  deux  plans  rectangulaires,  l'un  horizontal  et/ 
l'autre  vertical.  Les  rayons  visuels  menés  des  points  principaux  de  l'objet  origi- 
nal vers  l'oeil  du  spectateur  étant  connus  par  leurs  projections  sur  ces  mêmes 
plans ,  l'intersection  de  ces  rayons  par  Iç  tableau,  détermine  la  perspective  de* 
l'objet.  L'application  de  cette  méthode  générale  ne  laisse  rien  à  désirer,  lorsque 
les  objets  à  mettre  en  perspectiveti'pnt  que  de  petites  dimensions;  mais  il  y  a  des 


cas  OÙ  le  nombre  et  la  grandew  4^sJigQe^,de  construction  la  rendraient  impra- 
ticable. Supposons  en  efjpet  qu!ir.C^U'^'écutcc  ^^s  déccNrations  d'un  grand 
théâtrer  On  prend  ordinairement  Id  toilo»  4'ayajatr$cène  pour  tableau ,  et  on 
suppose  le  spectateur  placé  immédiatement  ^lUnde^^ovi^  4c.  ia  première  galerie 
ou  des  premières  loges,  et  sur  Ifiiigxi^  du  ip(^lieu<du  part^cre,  perpendiculaire 
au  tableau.  La  toile  a  ordinair^ipient  quiivf  c^  ipètr^s  4^iarg?ur  ;  le  spectateur  est 
en  avant  de  cette  toile  d'envirpn4e  ipéme  nçnibrf^  de  mètre£t.;^n  supposant  la 
profondeur  du  théâtre  de  quinze  mètres  >  les  décorations  du  fond  seront,  à 
trente  mètres  environ  du  spectateur;  les  aires  sur  lesquelles  on  tracerait  les 
projections  orthogonales,  auraient  donc  cette, dimension  dans  le  sens  de  la 
longueur ,  ce  qui  entraînerait  des  opérations  graphiques  longues  et  pénibles  : 
c'est  pour  les  éviter,  qu'on  emploie  les  points  de  concours.  Ces  points  étant  donnés 
sur  le  tableau,  on  peut  mettre  en  perspective  tous  les  objets  réguliers ,  tels  que 
les  nionumens  d'architecture  y  dont  les  dimensions  sont  exprimées  en  nombre» 
Au  moyen  de  ces  nombres  ou  cote^,  la  projection  perspective  se  construit  direc- 
tement sur  le  tableau,  sans  avoir  retours  aux  deux  projections  orthogonales* 
On  a  déjà  résolu  plusieurs  questions  de  géométrie  descriptive  pour  lesquelles 
une  de  ces  dernières  projections  sexonstruit  iadépendcpnment  de  l'autre}  lea 
intersections  cylindriques^  coniques  (a?t.  i^a  et  1 65,  livre  i^'),  en  sont  de^ 
exemples.  La  projection  perspective  peut  aussi  se  déduire  immédiatement  des 
cotes  qui  fixent  les  dimensions  de  l'objet  original,  en  :  faisant  usage  dels^ 
méthode  des  points  de  concours,  dont  nous  ayons  exposé  le  principe  art.  17 5^ 

Application  du  principe  dA  ia  perspe^aii^e.  par  ks  points  de  concours. 

1 83.  La  surface  du  tableau  et  sa  positioA  par  rapport  auxobjeta  étant  données,, 
on  conçoit  par  Toeil  deux  droites  arbitraires, |C;t  p)ir /chaque  point  de  l'espace 
à  mettre  en  perspective,  des  parallèles  à  pe#  ,dF9s^f:es^  Les  p/çrspectives  de  cesi 
parallèles  se  coupent  en  un  points  qujl^st  la  perspective  du  point  de  l'espace. 

Lorsque  le  tableau  est  plan,  les  droite^  menées  par  l'œil  coupent  ce  plan  en 
deux  points,  qui  sont  respectivement  les  points  de  concours  de  leurs  parallèles, 
et  que  je  désigne  par  les  lettres  D  et  ]>.  Un  point  donné  de  l'espace  est  le  som- 
met d'un  angle  dont  les  côt^s  parallèles  aux  droi^tes  iqenées  par  l'œil,  coupent  le 
tableau  en  deux  autres  points  d^d ;  joignant  les  point^.D^t  d^  U  etd^  intersec- 
tions du  plan  du  tableau  et  de  deux.droites  parallèles  entre  elles,  on  a  deux 
nouvelles  droites  qui  se  rencontrant;»  et  le  point  de  rencontre-  détermine  la 
perspective  du  point  de  Fespace. 

On  peut  supposer  que  le  tableau  soit  un  plan  vertical ,  et  que  les  droites 
menées  par  Tœil  soient  deux  horizontales ,  l'une  perpendiculaire  et  l'autre 


inclinée  à'45^pat*i*apport  àutablebu^'k  j[)€tsp«!*rc  d'ian  point  quelconque  de 
l'espace  sera  dans  fcette'  bypotWèëe  Tîiitèrséctioti  dés  perspectives  de  deux  pa- 
T^lèles  aux  droites  hotiilotita'îés';:  cès'plài^llèlcs;''èt  la  droite  qui  joint  les  points 
où  elle  rencontre  le  tableau ,  formèàl'  tin  trîànfgîé  ifectàngle  isocèle. 

Pour  donner  un  exemple  ^dfe  râpplidâtiéte 'du'  pTÎftcipe  que  nous  venons  d'ex- 
poser, au  caà'  pârtiiAiIier  ftés  flîTErtte» '«parallèles  horiJEohtalds ,  nous  allons 
considérer  un  système  de  carrés  horteohtaiix  dont  les  centres  sont  situés  siu» 
une  vertitale.  - . .    .  i   ' 


(^ 


De  ht  perspective  des  carrés  par  laméthode  des  points  de  concours.  (PL  1 1 .  P). 

V  y         '  î     '»  ■       •  •  *  . 

1 84*  Soit  un  système  de  carrés  horizontaux  ^  dont  les  centres  sont  sitoés 
sur  la  verticale  C  (/>/.  1 1.  P,  fig.  i  ) ,  et  supposons  que  les  diagonales  de  ces 
carrés  soient,  en  piïjjeclmi  hcnrizontale ,  les  deux  droites  AB/DE.  L'un  de  ces 
carrés  a  pQur  sommet*  un  point  A  du  tableau  vertical  PQ;  le  plan  horizontal 
qui  contient  ce  carré^  est  à  une  distance  donnée  du  plan  horizontal  mené  par 
J'œil  du;  spectateur.  .     ;        :<  ' 

Le  point  O  étant  la  projectîoii^  hdHdooÉitflle'de  Tœil ,  les  droites  OP,  OQ,  OR 
{>arallèUs  perspeotivement  aoiiC'  cotés  AD,  AE ,  et  à  la  diagonale  AB  du  premier 
carré  ABGDË,  déteroiînent  sur  letableauiles^  points  de  concours  des  parallèles 
^ux  côtés  et  à  la  diagonale  de  tout  autre  carré  placé  parallèlement  au  premier. 

Soit(/%r*  a.)  FQM' horizontale  intersection  du  plan  vertical  du  tableau  et  dû 
plan  horizontal  mené  par  Tœil;  on  prend  sur  cette  droite  les  trois  points  F,Q', 
R'  pour  les  points  de  concours  des  parallèles  aux  côtés  des  carrés  AD,  AE  {^fig.  \\ 
et  de  la  diagonale  AB.  Le  sommet  de  l'angle  du  premier  carré  est  sur  une  ver* 
ticale  donnée  ahl  (./%•.  a),  à  une  distance  connue  hla  de  Thorizontale  P'Q'. 
Menant  les  droites  A'F,  A'Q',  A^R'  {^fig.  a),  on  a  indéfiniment  les  perspectives 
des  droites  AD  ^  A£  et  '  de  Is^  diagonale  AB  {^fig.  i  )•  L'arc  de  cercle  décrit  du 
point  A  comme  centre  avec  AE  pour  râyon^^;^.  i)coilpé  la  droite  PQ  au  point 
e,  et  la  corde  Ee.de  cet  arc  forme  â>^ee  lesâfoites'AE,  Aâ  un  triatigle  isocèle, 
dont  la  pmispective  exterminera  celte  du  point  '£.  Tortànt  le  côté  AE  ou  son 
égal  Ae  sur  l'horizontale  AV  {^fig.  a),  et  menant  c'S'  vers  le  point  dé  concours 
S' des  parallèles  à  la  corde  Ec  (^Z^^,  i  ),  le  point  E',  intersection  des  droites  e'S', 
A'Q' ,  est  la  perspective  do  point  E  {figé  i  ) ,  intersection  des  droites  Ee ,  EA, 
Tirant  la  droite  £%'  vers  F,  et  menant  par  le  :poifit'B'  où  cette  droite  coupe  A'RV 
une  autre  droite  B'Q',  on  aura  le  quadrilatère' A'^DTE'  j[)our  là  perspective  du 
carré  ABDE  (^^.  i). 

i85.  Ayant  trouvé  la  droite  A'E'  pour  la  pei-spèctive  du  côté  AE  {Jtg.  i),  nous 
allons  construire  les  points  de  cette  perspective  qUi  correspondent  à  des  points 


ji^g  jaioMàtnn  bescaiptivc» 

de  division  donnég  sur  la  droite  AE»  On  imagine  «ur  cette  droite  un  plan  verJ* 
tical,  et  dans  ce  pïaa  un  parallélogramme  recta^le  qui  a  la  droite  A£  pout 
l'un  de  ses  côtés»  Ayant  pris  pour  l'autre  coté  adjacent,  unf  longueur  arbitraire 
A'K  (  j%.  a) ,  on  la  divise  en  autant  de  parties  ^gal^  on  semblables  qu'il  y  eii  a 
sur  la  droite  AE.  La  droite  K.L  dirigé  vers  QV  coMpe  la  verticale  EL  au  point 
L,  ce  qui  donne  le  trapèae  A'&LË'  G/%^.  a)  pqiw,  la  pwjpeclive  du  pa]:^étD«- 
gramme  rect^gle  construit  sur  AE  C/%.  i)  et  A'K.  {^.  a)  commç  côtés.  Par  les 
points  de  division  de  la  verticale  A'K ,  on  mène  vers  le  point  Q'  dçs  droites  qui 
coupent  la  diagonale  AL  du  trapèze  en  des  points ,  par  lesquels  on  abaisse 
des  parallèles  à  la  verticale  EX.  Ces  parallèles  rencontrent  la  droite  AET.  eu 
des  points,  qui  sont  les  perspectives  des  points  de  division  de  la  droite  AE 

De  la  per^ectù^  du  cofré  GfilF  plus  petit  ^pie  Je  premier  ABDË ,  et  'construit  stit 

les  mêmes  dimgsmales.  (fig.  i  jet  à,  pL  1 1.  P.  )         • 

1 86.  Le  côté  GH  prolongé  coupe  le  côté  AE  au  point  M,  et  on  connaît  en  nom* 
bres,  le  rapport  de  la  droite. A£  et  de  sa  pattie  ÂM.  Oo porte  (/%.  s»)  dt  A'  en 
N  une  partie  semblable  AN  de  A'K,  et  on  mène  yei!$  Q'  la  droite  Un ,  q«ù  o<Hipi 
la  diagonale  AL  au  point  n.  La  verticale  nVi!  oempe  ia  droite  A'E'  au  point  M", 
perspective  du  point  M  (^.  i)  de  la  droite  AE.  On  mène  vers  P  la  droite  Mli'G^ 
qui  rencontre  la  droite  A'R'  au  point  H';  les  droites  HTQ',  JKGV  <x>upeBt  la 
droite  TŒ  aux  points  G'^  T,  par  ksqudson  mène  les  droites  G'FIQ',  rFF,  qui  se 
rencontrent  au  point  F  du  quadrilatère  PG'^Fr,  perspective  du  cairé  FGfit 
(Jig.  i)  conteim  dans  le  même  platà  hori«i>iytal  que  le  premier  cairé  ABDE.  ' 

Si  le  premier  carré  à  mettre  en  perspective  ^  au  lieu  d'avoir,  comme  le  cairé 
ABDE^  l'un  de  ses  sonnets,  sur  le  planda  tableau,  était  pbtoé  comme  le  carré 
FGHI,  on  prolongerait  :1a  diagonale  FH  jusqu'au  point  A  de  la  droite  PQ,  et 
on  regarderait  ce  point  cçmme  le  isonmitt  tl'un  second  coÈré  ABDE  de  mém^ 
centre  que  le  carré  proposée  Gonnaissaiit  Le  côté  A£  ou  AD,  on  construite  le 
trapèze  A^B'ED'  {fig.  i  ),  perspective  idtu  carré  AfiED,  sitcBé  dans  le  même  plan 
que  le  carré  proposé  FGHI., 

On  aiuraitpu  supposer  <fuefe  plan  vertical  du  tablean  passait  par  le  centre  G 
[JSg.  I  )  du  cairé  à  mettre  en  pierspective.  La  trace;  Aiomontale  PQ  «levîendraît 
pq.  Cette  droite  pq  serait  coupée  pair  le  côté  fi£  ou  Fi  du  carré  4  mettre  en 
perspective  au  point  U  ou  ¥.  Connaissant  les  distances  CV  o«  CU,les  points  éé 
concours  des  côtés  des  carrés  et  de  l'une  de  leurs  diagonales ,  la  perspective  4ii 
carré  ABIffi  ou  IFGH  sera  déterminée. 
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De  la  perspective  du  carre  FGHI  contenu  dans  un  plan  horizontal^  dont  la  distance 
au  plan  horizontal  qui  contient  le  premier  carré  ABDE,  est  donnée. 

187.  Le  plan  du  carré  FGHI  ^5-.  i)  coupe  la  verticale  A  en  un  point  dont  la 
distance  à  Fhorizontale  PQ  du  tableau  est  donnée  ;  portant  cette  distance  {^g.  2) 
de  a  en  T,  la  droite  TR'  dirigée  vers  R'  est  indéfiniment  la  perspective  de  la 
diagonale  FH  {Jîg*  i  )  du  carré  proposé.  Eu  supposant  ce  carré  et  le  prefnier 
carré  ABDE  dans  le  même  plan  horizontal,  le  côté  GH  prolpngé  coupe  le 
côté  AE  au  point  M,  distant  du  point  A  d'une  quantité  donnée  AM.  Portant 
cette  distance  en  Am  {fig.  i  ) ,  et  menant  I.1  corde  M/ti  ,'la  perspective  du  point  M 
*era  déterminée  par  les  perspectives*  des  deux  droites*  AM  ou  AE  et  Mm.  Menant 
{^g,  2)  l'horizontale  T/n'==r  Km  (Jig'J  ),  les  droites  TQ'  et  m:9f ,  dirigées  vers  les 
points  de  concours  Q%  S',  se  coupent  au  point  11  perspective  du  point  M 
\fig.  i);  d'où  il  suit  que  la  droite  /ttP'  {Jig.  2)  est  la  perspective  indéfinie  du 
côté  GH  {fig.  I  ).  Mais  cette  droite  coupe  la  perspective  TR'  (Jig.  2  )  de  la  dia- 
gonale FH  {fig.  ï  ),  an  point  h  {fig  2);  donc  ce  point  h  est  la  perspective  du 
point  H  {fig.  I.)  Menant  hg^  hi  {fig.  2)' vers  les  points  de  concours  F,  Q',  et 
tirant  les  parallèles  O'g ,  IV  à  la  droite  h! à ,  qui  coupent  les  droites  hg ,  hi  aux 
points^ et  /',  on  achèvera  la  perspective  du  carré  PGHI  {fig.  i),  pai*  les  droites 
g/Q»  ^/^  q"^  ^^  coupent  au  pointy  de  la  droite  TR'.  On  remarquera  que  les 
deux  points  F.^sont  sur  une  droite  Fy  parallèle  à  la  verticale  A'a. 

On  aurait  pu  déterminer  la  perspective  fx  {fig*  ^)  du  point  M  {Jîg.  i  )  par 
pne  construction  semblable  à  celle  qu*on  a  faite  (art  î86)  pour  trouver  le  point 
M'(;î^.2).  • 

Des  anciennes  définitions  ^  employées  dans  les  divers  traités,  de  perspective^ 

188.  Taylor(i),  dans  son  Traité  de  perspcctii^e^  appelle /?/cz/i  ohJectiJXe  plan  pa- 
rallèle aux  droites  qu'il  s'agit  de  mettre  en  perspective;  ligne  de  fiiite  du  plan 
objectifs  l'intersection  du  plan  du  tableau  et  d'un  plan  parallèle  au  plan  objectif 
mené  par  l'œil;  centre  du  tableau^  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'œil 
9%XT  le  plan  du  tableau. 

La  ligne  de  fuite  des  carrés  horizontaux  que  nous  avons  considérés,  est 
(^o-  ^j/^'-  ''•  ^)  rhorizonral  FQ'.  Cette  ligne  contient  six  points  de  concours, 
savoir:  les  poitîts  de  concours  de  deux  diagonales,  de  deux  côtés  rectangulaires 
des  carrés,  et  des  cordes  des  angles  que  ces  côtés  font  avec  le  tableau.  Ces  deux 


(i)  Célèbre  géomètre^  connu  par  le  théorème  fondamental  de  Tanalise  matliématiqiie  ;  né  en 
tS^^^  mort  en  lyîi  ;  son  Traite  de  perspective ,  ouvrage  fort  estîmr,  a  été  traduit  en  français , 
Tannée  1767. 
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derniers  points  senQ]iii;K^c^^^/z^é^:fX^im^Af»^«anikf/I)efrsu  pointt  de  con- 
cours, quatre  suffisent,^  ^,jj;^gpjy;it^^r;^i4l«diçi^  ndui^des  côtés  des  câr^ 
rés.  On  emploie  de  préférence  les'poîiitHi4f^4(ii|ûour^il^  (>lus  voisins  du 
centre  du  tableau.  D»qs,  jj^ .fy^ftHfjBiWitWJ*  jite.i»W|iflP^  l>ow  ^du  .tahteao,  la 
géométrie  fournit  ptusi^^f^jnpyW*  .4?.^0$IIW.4^  dimiOfti^^ 
mens  passeraient  par  ces  p9iii%«   oi.  #ï*ïi  tiii-ul    <?  i  »  *i  *'.   ••   r     -  -  '*     ■ 

De  la  perspective  (Vune  sidté  â^^l!a^tf^i'%A^cùïinnes\  àoAt  les  dxts  vérticcàix  sont 

éqaidùtans^h  ittitéstûiks  riA  m?mé'6ïivi.\t\.  Vi.  t^.Y *    ' 

189.  Soient  (Jlg.  upl.  12.  P)»  C,  C\  C\.,m«-  Us.uxes  wtiGOUx  d'une  suite  de 

pilastres  situés  dans  un  plan  vertical  CCC ;  on  pr^«d.|)pur  tableau  unplaa 

vertical  PQ  passant  par.l^  pF^ij^ia^(|/^vl,^jï»9&clipns.ihon90iitales  despil^tres 
sont  des  carrés  ,qui  ont  pour  centres  les  points.C ,  C  ,X"  ^  et  dont  le^  çoti^  sont 
parallèles  ou  perpendiculaires  à  la  droite  CCÔ.  Le  point  O  étatft  la  projection 
jiorizontale  jde  Tœii^  W§>pOMM  P<%*JLr<S4 '^'^'t/^^'^  sont^^espectivement  les 
points  de  concours ^  i^des^q^liéa^dd^ -caMàSjpeif  eAdkukÛres  k  la  droite  GCC; 
3»  des  diagonales  de  o^si;(Wféit>p»ralià|esti^  J»  é^Vp ^AQMy^ttdes  cordes  telles 
que  KKs  bases  des  trûip^keûsobèla»  G&^'i^Dtt  rtppôTte'è^^  points  sur  la  ligné 
de  fuite  des  hori:^ntale9)r/c)i|iieit9ui^;dl^ol<!f^  ^tableau  (y%.  2),  la 

droite  PSRS'-  Le  prenÀ&K  A%e^^ftJtÀXXy{i/l^  ^jétmt'k^htéfklAiïct  €P  dû  point 
de  concours  P,  on  porte  ceU^  dislafaoè»«^j%^a)  de^^ll'rf/ét  la'vfertîcalédc 
du  tableau  est  I9  perspective iéaiprenûeras«i04/^>^ï)^  Le  plan  du  ékrré' ABDE 
coupe  Taxe  vertical  C  entUOi{>aiBt  distant tkiM4igfae^*ftiîléf^S^P/%;  a)  d'une 
quantité  donnée;  porftai^t>oeltQ  diitance^ur  )a  verticale  Vc,  reiti^jnité  é  de 
cette  verticale  est  la  pfixspf  c«îVe  duuocfitve  du><taprr>i  ji|»ï9  Q^.  *ipt.e  point  K. 
de  ce  carré  étant  l'intersection  des  deux  droites  CK,'  1^' ' (ji^. '1)  f^  Août  les 
perspectives  concoureQtii(Jy%jp^7attii^(|felntS't^  (b  8^  lei^ciréifës  ;cP,-X'S''se  ren- 
contrent au  point  k  (^Jîgi^i)^ii^eUptptàmiàfL4^^  i .)- Le  ]f>oitit  k'  Çjîg.  n), 
par  lequel  on  mc^ae  \^  djrç4t§rp'9ti4:.f  apparlidnMuii^U'hdt^ôÀtâle  cq^  parallèle  à  I4 
ligne  de  fuite  Vd4.  et  on  a  cK  {fig,  2)  =  CK'  {Jig-'^^  •    '  • 

On  aura  de  même  la  perspective  du  point  L  {^fig*  i)  pai'  Fiutersection  des 
deux  droites  k*l....Sj  cc'c".^...q"{J^!'àX  dirigées  Tune  y  er$  lepointS,  l'autre  vers  le 
point  de  concours  y'  {Jig:  a^d^^VfSrkAk^btj^g^^.  i)  du  carré  ADDE.  Le  point  M 
(Jig.  i)  a  pour  Pfrs^f,<^jvV^^^^^  ^i^i^teSIf filis*.  *».  4eux  droites 

mm\...S,cdc\...q[.      ,  .,ji^  ^^uu-ii  uj»  tn-u.u..i  v-,  Ci  yv^  '»*^  ..î^'\«»  ;  •^/ -      -- 
Menant  (Ji^.  ^)  ï^^^'roiteî  c^^  Ilitt^;,  et  les 

droites  lbV\  amV  vers  ïe  Jxom(^^çoncop^r^  e^  ^yjerQOt  déter^ 

Vninés,  et  tirant  les  droites  û^J^^^^  râV.^^Ç  .99ffSSHfi5Ai£^  ^^9%A\V^  \^ 

Jjuadrilatère  abUe  pour  l/^^^spjî^^  ^^h).  •♦vu,.:  ^.  ^*u  : 


rgo.  Dans  le  cas  où  le  point  de  concours  q'  serait  trop  éloigné ,  et  hors  du 
tableau,  on  pourra,  sans  y  avoir  recours,  construire  la  perspective  d'un  point 
quelconque  C  Ç/%^.  i)  de  la  droite  CCCT. 

Ayant  tracé  letriangleisocèleOCN,rectangle  en  Q  dont  lecôtéCCrriCNrzzCN, 
lepointNestriaterse«tiondesdroitesCN,]!îîf',dontIe§  perspectives  concourent 
Lfi8*  ^)  ^^^^  ^^*  points  P  et  S'.  Tirant  les  droites  riS  et  cP,  leurs  prolongemens 
se  coupent  au  point  tî  p^specUye  du  .point  N  {^.  i)\  mais  le  point  C  {Jig.  i) 
est  l'intersection  des  dpui^  .droites  NC',  Iî!C!,  dont  les  perspectives  nR ,  n'S  se 
coupent  au  point  d{^g.  a);  donc  ce  point  d  çst  la  perspective  du  point  C  {Jig.  \ .) 
Joignant  les  points  c;'c\  la > droite  ccc"....  {Jig^  a)  est  la  perspective  indéfinie  de 

U  droite  CC'C"...-C/%;i> 

191^  formant  (/%•  i)  le  cwré  CG'UV,  qui  a  pour  centreie  point  m^  on  abaisse 

de  ce  point  la  perpendiculaire  ^T  sur  CCC",  et  Ton  porte  CT=  —  en  CT',  pour 

déterminer  la  corde  TT  «para^ll^k  k  OSu  Les  deux  droites  oe'c",  /S  {^.  a) ,  se 
coupent  au  point  /,  qui  est  la  pwq[>ective  du  point  T  (Jîg.  i).  Les  droites  /P,  cR 
(y%:  a)  se  rencontrât  au  point  m\  perspective  du  point  a»(^.  a).  Les  droites  4:*€»^ 
et  ccâ  coupent  les  droites  ç'ff^  eu  .diriges  vers  le  point  P^  aui^poînts  if  etUj  qui 
sont  les  perpectivi^  diss  ppiots  V  et  U  {^.  i).  Joignant  les  points  ^,  «  (^i  a) ,  la 
droite  i^t'  est  laperspecUvf)  de  U  droite  UVX  (^/%.  i  ),  parallèle  à  la  droite  CCC", 
et  distante  de  cette  droite  de  la  quantité  CU32;  CC* 

La  droite  cR  {fig.  2)  coupe  la  droite  2^1^.  au  point  x;  menant  par  ce  point  x  la 
4lroite  Px,  qui  cnnçonlDe.l%di*oile'^cV...  au  point  c'\  ce  point  appartient 
à  la  perspectiye  c"d'  de  l'aie  C"  {Jig.  i.)  De  même,  tirant  d'x'B,  et  a^P,  cette 
dermère  droite  proloajgée  <H>upe  la  droite  cp'd*  su  point  c"  de  la  perspective 
c'"rf"d'unweC"'C>^i.>  » 

Toutes  ces  constructions  dérivent  du  principe  que  nous  avons  exposé  (art.  175 
et  i8a),  et  qui  consiste  à  regsirder  les  points  qu'il  s'agit  de  mettre  en  perspective, 
comme  les  sommets  d'angles  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  deux  droites  fixes , 
menées  par  roeil  du  spectateur. 

De  la  perspective  des  carrés  qid  ont  leurs  centres  sur  les  (zxes  verticaux  C,  C,  C 
.(y%^,  i)de  pilastres  ou  de  colonnes  dont  les  cUmensions  sont  données.  (PI.  i  a  et  1 40 

« 

1 9a.  M^ous  avons  construit  (art  1 83)  la  perspective  aède  {pi.  i  a,  ^.  a)  du  carré 
ABDE  (jffg.  u)  On  sait  (art.  i85)  comment  on  trouverait  la  perspective  d'autres 
/carrés  FGIH ,  situés  ou  non  dans  le  métiàe  plan  qne  le  premier,  et  dont  les  centres 
situés  sur  l'axe  C,  seraient  à  des  distances  données  du  premier  centre  c  {Jig.  a). 
If  DUS  allons  maintenant  construire  la  perspective^  d'un  carré  ¥Z  {Jîg*^y$ 
dont  le  centre  est  ea^C  sur  l'horizontale  OGXT.  Les  poipts  Y  et  Z  de  ce  carré 

3a 


«ont  les  intersections  àe$  droites  CY,  YY",  et  CZ ,  ZZ\  qui  ont  poar  perspectives 
i  fig*  ^) <^y^  et  jy s,  CZ  tl%7i%\  d*où  il  soit  que  les^points  y^  z  sont  les  perspectives 
des  points  Y,  Z.  Tirant  les  droites  jP,  jbP  vers  le  point  de  concours  P  des  cotés 
du  carré, la  droite  c^VersIe  point  w perspective  du  point U  (,^.i)dela  diagonale 
eu,  la  droite  cTi(^.  a)  rers  lépoint  de  concours  R  de  la  diagonale  CX  (j^.  i)  j 
ces  quatre  droites  comprennent  entre  elles  le  quadrilatère  j^  ip'  (/%*.a),  qui  est 
la  perspective  du  carré  YZ^  (y%;  i).  Connaissant  la  perspective  de  ce  premier 
carré,  on  construira  (art.  i85)  la  perspective  de  tout  autre  carré  qui  a  pour 
côté  la  droite  €'4^  pc^^nr  centre  un  point  de  Taxe  C\  et  dont  le  pian  est  parallèle 
k  celui  du  premier  carré. 

On  opérera  de  ta  même  manière  pour  des  carrés  oit  des  paraBélogrammes 
rectangles  qui  auront  leurs  centres  sur  Taxe  C,  et  dont  les  plans  seront  per- 
pendiculaires à  cet  axe;  d'où  il  suit  qu'il  n'y  a  aucun  pilastre  dont  on  ne  puisse 
construire  la  perspective  par  la  métliode  que  nous  venons  d^exposer.  On  voit 
(/%"■  ^>  P^'  ^^t  P)  la  perspective  de  deux  pilastres  consécutifs  ;  on  y  a  marqué 
des  mêmes  lettres  lés  points  déjà  trouvés  (jTg.  i^pt  12  P.) 

Dahs  le  cas  où  les  verticales  C ,  C,  C...  seraient  les  axes  de  colonnes,  on  aurait 
pour  sections  horizontales,  à  diverses  hauteurs,  des  Cerclés,  et  on  met  chaque 
cercle  en  perspective  par  la  considération  de  dcfux  carrés  4  côtés  parallèles,  Fun 
inscrit,  et  l'autre  circonscrit;  les  perspectives  de  ces  deux  carrés  déterminent 
huit  points  et  quatre  tangentes  de  la  courbe  qui  est  la  perspective  du  cercle. 

De  hiperspecé^e  d'un  cercle  par  la  méthode  des  points  ilé  comours.  (PL  1  $.  P,  fig.  1  et  2 .) 

1 93.  Soit  LMTîK,  (Jig,  ï)  le  cercle  à  mettre  en  perspective  sur  un  tableau  verti- 
cal tQ;  on  inscrit  et  on  circonscrit  à  ce  cercle  deux  carrés  FGHI,  ABD£,  dont 
les  côtés  sont  parallèles  aux  deux  droites  OP,  OQ  menées  par  Tœil  O.  Les  points 
de  concours  de  ces  côtés,  de  la  diagonale  AB,  des  cordes  parallèles KU^  NT,  sont 
respectivement  les  points  P,  Q,  R,  S'  sur  Ist  ligne  de  fuite  PQ.  Rapportant  cette 
ligne  de  fuite  {Jig.  2)  Sur  le  développement  du  plan  du  tableau,  on  construira  sur 
ce  plan  développé  (art.  18 3)  les  quadrilatères  perspectives ^/«,  abde  des  carrés 
inscrit»  et  cjrcouscritSy  et  des  droites  LM^  NK  (,^.  i)  ^i  les  divisent  chacun 
ei^  quatre  earrés  égaux.  Les  quatre  sominets^^^  h^  i  {jUg.  a^du  premier  quadri- 
latère, appartiennent  à  Tellipse  perspective  du  cercle  ;  les  quatre  côtés  du  second 
quadrilatère  aàdk  sont  tMigens  &k  mène  ellipse,  tojt  points  ^,  /,  m,  n,  perspec- 
tives des  points  K,  L,  M,  I^  ^J%.ï),  extrémités  des  deux  diamètres  rectangu- 
laires Ui,.  &K  du  ctrck  proposé.  Huit  poiiïts  et  qtiatré  tangentes  déterminent 
.  àases^  exactetnent  le  ccmlsour  de  i'^eMipse  perspective  de  ce  cercte  (i). 

(i  )  Od  dcmoiilrc  plii»Murs  propriété»,  Iréi^ycaiHUMilplM  4ir)  elHpe^s  et  hoAr»  acdkai»  oMiicpMS  > 


Conclusion. 

194.  Nous  avons  mis  en  perspective  des  carres  à  côtés  parallèles,  qui  ont  leurs 
centres  sur  les  stues  des  pilastres  ou  colonnes,  et  dont  les  plaiis  sont  horizon- 
taux.  On  en  dé<luit  la  perspective,  1^  des  parallélogrammes  dont  les  côtés  sont 
parallèles  aux  côtés  des  carrés;  a®  des  sections  circulaires  horizontales,  qui  ont 
leurs  centres  sur  les  axes  :  d*où  il  suit  qu'ayant  le  dessin  géométral  d'un  ordre 
<juelconque  cVarchitecture,on  pourra  en  construire  directement  la  perspective, 
en  ne  faisant  usage  que  des  cotes  ou  nombres  qui  fixent  les  dimen^ons  des 
parties  de  cet  ordre,  et  sans  avoir  recours  à  la  combinaison  des  deux  plans  de 
projections  orthogonales. 

195.  Le  dessin  perspective  (/?/.  18.  P)  a  été  construit  d'après  cette  méthode,  par 
M.  Girard.  Il  représente  un  chapiteau  dorique  du  théâtre  At  Marcellus,  dont  la 
fig.  a  fait  voir  la  dfemi-section  passant  pai*  l'axe.  Ce  chapiteau  jest  composé  de 
parties  dont  on  a  £iit  l'énu^mération  (art  1 70).  Il  diffère  du  chapiteau  de  la 
j}l.  j6.  O,  par  les  deux  filets  au-dessuâ  du  gorgeriii ,  qui  sont  substitués  au  cavet. 

Au-dessus  du  tailloir,  composé  du  larmier,  d'un  talon  et  d'un  filet,  la,/%.  a 
donne  le  profil  dç  Tarcliitrave,  de  la  frisç,  et  du  filet  q^i  les  sépare. 

La  hauteur  verticale  ^comprise  entre  les  paissances  du  gorgerin  et  de  Tarchi- 
trave  est  d^un  module.  Le  pjian  du  tableau  sur  lequel  on  a  construit  la  perspec- 
tive [pi  18),  passe  t>ar  l'axe  vertical  AB  du  chapiteau,  et  le  module  y  est  repré- 
senta, par  Ifi  parue  ab  de  cet  axe* 

Le  plan  horizontal  mené  par  l'œil  coupe  celui  du  tableau  suivant  la  droite 

ARO)  sur  laquelle  on  donne  la  projection  O  de  l'œil  et  un  point  de  concours  fi, 

des  diagonales  des  carrés  du  chapiteau,  qni  ont  leiirs  centres  sur  l'axe  AB.  La 

distance  de  l'œil  au  tableau  est  mesurée  par  la  droite  00'  {hors  du  cadre  de  la 

planche^ 

Avec  ces  données  et  J'échelle  en  module  de  la  /îg.  a,  on  peut  tracer  le  dessin 
perspeaive/?/.  1 8.  P.  Le  point  a  de  Taxe  vertical  Afi  étant  par  hypothèse  le  centre 
^u  carré  qui  termine  le  filet  du  t^illdiir^  le  centre  du  carré  intérieur  du  lari^ier 
^est  au  point  c  de  cet  axe ,  distant  du  point  a  de  la  quantité  ac  donnée  par  ,1e 
profil  {^.  a)i,  en  parties  du  module  ab.  Ce  car/*é*a  pour  perspective  le  qua^ii- 
tatère  defg^  dont  la  diagonale  4!?  '  concourt  vers  le  point  fi.  de  la  ligne  de  fuite 

«n  considérant  ces  lignes  comme  des  perspectives  de  cercles';  là  Théorie  des  TransTerseles comprend 
'des  propositions  qni  sont  des  conséquences  des  principe^  de  ila  perspective ,  appliqués  ai^K  lignes 
droites.  Celle  géométrie-perspective  a  été  traitée  dans  plusieurs  ouvrages  anciens  et  modernes  fort 
-estimes.  Vojes  la  Théorie  des  TrérnspemUes,  par  Gernel»  aC  deux  opnscales  de  MM,  Serrois , 
Brianchon,  profaïauii des écolet4>*aitaterîe(Paris,  iêe^4  ec  i<ii7>  '     «     ' 


h5lk  GléOMimit'  DESCAlPriTE. 

âO.  Le  contour  i^v^/i^S  tst^h^rspecûve  de  k  sectktoi  paP'P&i^du  diftpîtemiV 
dont  le  plan  est  parallèle  £)ide«£>&pesidliilâirmter,  lesqifalkés^ftces^hs^ent  par  les 
droites  parallèles  qui  ont  pcmp^erqpel^ivdê  bu  càtés  iif\,  ^d«'qiMlrilatèredS^« 

m.  DES  AIf>U!ffORPHOà£S.  (Pl/ï3  P,  fig.  lût,  lî,   2^,  a3.> 

igô/La  plupart  de  ceilx  qiH^ljtoil»èrttèntPëlddiede  lapféi^^ 
le  tracé  d'un  dessin  pei^spei^lîve'cjiiè^éômtinerin^^îhïple  J^tdblètoe  dtigéënJéti'ie; 
ils  n*ônt  point  égard  aux  pc^s^âdrisr  respectives  des  èî)jfe&;'de  Ftèil  êt'dn  tableau  r 
souvent  ils  placent  Toeil  du  speét^tfeuVtenei^M^ptEH^^tif  àlAeM  VqtHÎà  pe^ 
tiVe,  quoique  construite  pitr  léfc  t*èj^eb  d^  fo  gé):^étfiè^pbi^it  fautire.  EHe  Test 
réellement  dans  ce  sens,  qu^un  objet  plaéé^à  là^xâéMe'dislafiyce'd^ spectateur,  ne 
lui  présenterait  qu'une  i<nage)èotafosé.  'tiyii  AelMo^^  (^tlfosibh  èâns'Pitnage^ 
lorsque  le  spectateur  ikï  se  pïaèé»|)tfs  a>i!t'pdMt;dy.  Vtte  pbUt^eqotélielâbleau  a 
été  fait.  On  voit  ordinaifeiâeiit  de^'des^n^ifo^ti  if^fégiiriiiers,  dans  tes  cabinets 
de  physique,  où  Ton  fait  df s  leiftpériebces  qtii  ont  seViIement  pour  objet  de  pro* 
duire  des  illusions,  et  (Tins^HrersimiBpeciateur»  de  ta  crainte  6ud«  TétonnemenL 
Ces  dessins,  vus  de  face  sur^ebpotoî^  danlimr,me  présentent  qu^ne  difformité 
choquante;  mais  si  Ton  regarde  {^anune  petite  ouverture 'à^  travers  une 'plan- 
chette placée  d'équerre  survie  mup,' la  difformité^se^^hange  en  un  objet  qui 
produit  une  surprise  agréable.  •  Cette  perspective^  qui  n^estpas'con^ruite  pour 
un  point  de  vue  placé*  su^  la  fierpendiculâire  élerée  par^soû  centres  se  nomme 
anamorphose;  on  en  trace  >le^  coniboi^  piir  les  règles  ordinaires.  Ayant  placé  un 
petit  dessin  bien  exécuté  ^ns  un  piap  perpeodiculaEre  à>la)&ce  peinte  dumur^ 
et  très-près  de  ce  mur,  on  Vé^fdoce  dessin*  comme  ht  base  d'un  cône  <>pt}que^; 
dont  l'intersection  par  ie  plan  du  mur,  détëonmine  la  pearis^eotive  linéaire  dite 
anamorphose.  Les  rayons  visuels' de?  cettei  per^ective  étant  :ttès-inclinés  par 
rapport  au  tableau,  elle  parait  differkneieltrès-irrégûttère^afaKAnrieux  qoyne  sont 
pas  prévenus  qu'on  s'est  écarté  de  la  règle  ordinaire  pour  le  placenBent  4n  point 
de  vue,  et  qui  le  cherchent  à  uii.e  eertaifne  distance  an  mur^  en  £aK)e  du  tableau. 

197.  On  réunit  quelquefois  dans  un  même  cadre  une  perspective  ordinaire 
vue  de  face,  et  deux  perspectives  anamorphoses  vues  de  côt^.  Cette  espèce  de 
tableau  se  compose  de  lames  étnoîles;,  de  forme  rectangulkiré,  pkcées  à  angl^ 
droit  sur  un  plan.  La  premiers  perspectite  est  dessinée '  sur  ce  plaa^  pour  un 
point  de  vue  situé  sur  la  pei*pendic«daire  au  miKep>du  lableau.  Chaeuïie  des 
deux  autres  perspectives  est  tracée  pour  iun  point  ^le  vne^plloé  à  drcnfe  ou  & 
gauche  du  premier  ;  de  maniérée,  qu^nn  petit  mouvement-  de-tete^  amène  Tœil 
dans  la  position  convenable  Ji^pyr  vpir  suçce^^ivdnent.^ro^si  qlyets  différeiis. 

198.  Les  anamorphoses  S09t  .dîrççte^  ou  .^yifléfbiesKiLes  pncyoïières.  se>fOons- 


truiacBt  coiilfMt.MsTpifi»pc9^yad  obcftw«i^?i4<pfàeiwna^;xlm^  par 

féfiexion  :.i9JUtp90Ktt>,«»iiQépsAMf^imicAMii^  éelairé.  Les  rayon» 

de  inmiere  4UÎ  p^urt^  4u  $liAtOi»i  jâè^Aftoigiie.jfifiiif  ^ise  iréjfiéchissent  sur  un 
miroir  pour  arriver  à  l'œil  du  spectateur.  L'image  régulière  qui  se  réfléchit 
sur  le  miroir,  détermme  la  %ifreJiprég\d]ière  qu'on  d^^^^  le  carton.  Les 

miroirs  dont  on  se  sert  ordtriairement  dans  les  cours  d  optique ,  pour  produire 
pes  :pbéwWWe^#j»Wf ^M ;<îïU«4B«lUS«^r  ^^-  cqp#qiW»jaM  pyi^awicUax.       , 

l*î«'B§^PRcrÂ^;#Wf  ^owé^-s w  ^p, taJ^P^UfWp >  pn,^^wdc*e  le  point  de 
vue.fiç;  tQ^tt^)^?*^  Wnipp  ieiHH^iîiet  d'w  Qwe  opl^qwe,:  qui  a  pour  base  k 
desi^îq  »]^f«ptim«iil/wtfl»^iy^  d^  <»  c^pe.^^de  I^  Hvface  da  n»roir,  doit 
prodmi^  suftl'piil.l^rfl^éiqf tç^t^qu^  \^  d^psip  p/ersp^cfcive  :  or,  chaque  rayon 
yisueils^f^fl|^q|b|it,ai^  faisap^  l'i^gl^.f l'incidence  égal  à  l'angle  de 

réflmotij  d0nfl.l$t.<jmte.deft  i»jjrons7rtféçUi$r4'?prçs  «ette  loi,  forme  une  sur- 
&ce  d^ot  VitiMf^^clion;  p^r^  lé>pla&  sur  WquçlJe  ipirp^*  est  posé,  donne  la 
perspectiv<}antf«*ir7/jc^^^d[^chk»)L^Myona  deiiifikiQ^^  qui  partiront  desTpoints 
de  cetteipel^p^olip^evseiréâéchidront  vers,  l'œil  du  spectateur,  et  produiront  la 
méme^tmoge  qée  le  dessil^  ptn^miiimi^vk  «dirrolemcnt. 

ExesHple,  Ott  (danMÛiMie  i'(tnamoD|diOife  •paijréâexion*,  qui  fait  Toir  un  cercle 
sur  un  miroir  cylindrique^  Soiiènib  {[pl.  i^P^^.  xa^fig.  ib)  ABCD,  A'ISab  le  plan, 
et  ia'ootipe  du.mii^îr;  la  «position  del'odil  est  -doànée  par  ses  projections  O,  Oy 
situé6s*sur«ine  droite  O^  peçpendîcalfttre^urtràceri  horizontales  XY,  £F  du  plan 
dei%/^.i^,et  du>plan  par^Uèley^àngcbt à  latsoiface  dumirôiT/On  imagine sui» 
ce  dernier  plan  un  cercle  du  ditawètre  (IK,  ik\  4|ui  a  pour  centre  le  point  (C,  c)  ;  le 
cône  opttque*doniiee  cercle.est  la  base, et  qui  a  son  sommet  an  point  doMtié(0/o)^ 
pénètre  la  smfaceduiaiibi]^  swmmt  une  c6urbe(ABC^,  mmWy(t).  6haqu0  droite 
dii  cônc^  telle  que  (OM v  vni)  ^  m .  réflécftiit  snivaift  unis  >  autre  droite^  (MN ,  mn)  ;  qui 
coupelè  plan  {jSgi  ia^<le  lirbafriofi^eiirodu  miroir  -anv  point  N.  Ge>pQiint  ap*> 
|>artient  k)lkumttarpfcK»e >PNpi àa^ cercle^  Les)ray6ii»<4e  lumière  qui  partiront 
dêspoiàts  deJ»ooifrlBie*BNQysenidt)véfl^ii&  pW  l'œil 

(O,  o)  du ^pectateury  et  ptodoîrdnida  «ém^  âfpate^i^'qu^  le  cerolë  (IR,  r^) 
vu directemetiti  ]  ;»*..,?  M/j  m    u}  ^n^^}  ■'a:A>h.::  >..•  .  .* 

>  La  nomiale'iu  point  (M,^m)  d«ia>bfirfitl}idù^tbi(i<^taRt  horizontale,  sa  prb- 
jecftioD*  Q/ig.  ia).  LMA-^Mte  eD'idtiuixripartMfiPé^liinf^^  OMN-,  qui  a  pour 
csôcés  ifi8  péûjedions  hovizontalès  BQf  ^  MO*  dfilti^rsiy<ii|  incideirt  sur  le  point 
(M.,  m)  du  teiiKMD  djrbndrique ,  et  «te  oe  ràyiMb<ré$ét5biV^ers  l'o^fl  (O,  'o)i  '  \ 

1/  La  mènQ«'toutmctoims'Applîi|u6iâaiioit(Âr^Mhi(]^  a^);  ABCD  est 

(i)  tAé<hthémïtlirtf'(JI^:th),^XIËiAié^'cèTàe  cTà  'du^mètre  a-,  se  confond  aréc 

lifr  dUA»  la  ptM»wÊpSti^mB.*ZuQt4aàlMmp  ^aafd ^fitéÉ  tkèlàd^iàiéS^'}''&A^éwiitrâh  cette  confusion. 


L 


1 

la  base  du  miroir,  à!lR  sa  section  par  le  ipian  verlicaMJLB  ;  Toeil  est  sur  le  plan 
Terticai  OCLD,  au  point  (O,  o)  de  <ae  plan.  On  ÛDagioe  nu  cercle  (IK,  ïA)  dans 
un  plan  vertical  EF  perpendiculaire  à  la  droite  OU.  Le  c6ne  optique  qui  a  f¥)ur 
base  ce  cercle ,  pénètre  la  surface  du  miroir  suivant  la  courbe  (MAfM%  nudm"). 
Les  droites  de  ce  c^ie  se  réfléchissent  et  forment  une  surface  réglée,  dont 
rintersection  NPQ  par  le  plan  de  \à  hase  inférieure  du  miroir,  est  Tanamor^ 
phose  du  cercle  (UL,  ^k.) 


§  IV.  Ds  Là  FftorBcriOK  KiaspccrnrE,  diee  miOYEcnotr  sxénKOORAPmQDS» 

{PL3oduï^Mi)^re.) 

.*      ' 
199^  Ce  mode  de  projection  n'est  en  usage  que  pour  indiquer  sur  une 

'carte  qu*on  appelle  mappanonde^  ,Ia  position  respective  des  lignes  tracées  jsiir 

la  surface  de  Ja  terre  et  des  points  remarquabfes  du  ^lobe,  déterminés  par  les 

intersections  de  ces  lign^. 

Considérant  la  surface  4e  la  teire  cornue  spfaériquei  on  la  divise  par  deux 
systèmes  de  plans,  tes  uns.  mérkiifiuSf  passant  par  Taxe  de  la  terne;  les  »itrjes 
peq^eruUcidaires  à  cet  axe,  ou  parailèfes  à  Téquateiic  Une  mappemonde  est  un 
plan  sur  lequel  <m  a  projeté  les  detvi  syiStèmes  de  cercles;  savoiri  les  ^méridiens 
et  les  parallèles  k  l'équateur.  Les  géographes  emploient  pour  .la  oonslknction  des 
cartes ,  plusieurs  0iodes  de  f^roj^ction,  parmi  iescpieh  on  doit  distinguer  celin 
qui  jouît  de  ces  demi  propriétés  trèsHrpmarcpwil^es  ^ . 

I*  Qtt'«ua<3ercle  qufdoonqve  de  la  spliè^v  se  projette  suivant  un  autre  ceTCle; 

a^  Que  Faffigle  de  deux  tangentes  à  la  sphère  ne  difiere  pas  de  sa  praled&ofla. 

On  satisÊiit  .à  ces  decox  conditions,  ea  prenant  pour  pl^n  de  projectionsiy  celui 
d'un  grand  oercle  de  la  spbère»  et:enf«isant>concouitfr  les  dnoites  de  protections 
Ters  Textrémilé  du  rayon  !perpQndicufa6re  9u  plaq  4n  grand  oerde.  jGonsidérant 
tetce  extréniilé  du  rayon  comme  un  ,po«;pt  4e  vue,  le  pBan  îdn  griand  oqrcle 
comme  un  tableau,  les  droites  de  .projeeticvos  comme  jdrs  rayions  visuels,  la 
projection  dite  stéréographiquey  est  un  dessin  de  perspective  linénire.:  nous 
allons  démontrer  les  deux  .propriétés  qui  disâoguent  cel^e  projection.  , 

ftoo.  Soit  {.fig.  5,  pi.  3o<dû  livre;  i^^),J|i^tQ^  Je^and^cerclç  d'upe  sphère^  dont 
le  plan  ^pasae  ipar  les  trois  points^»  G «,)),, qui  sont  pespei^tivfKmeiil: »le  point  d^ 
vue,  le  centre  deia  sphère»  et, le  centm;  ^'-un  oercle  qnekpnque.de  |2^. sphère  à 
mettre  en  p^spective.  Ce  plan est^^erpendiciilaire  au  tal^kauetanplandn cercle 
donné  k  mettre  en  .perspectlire,  .puisqu'il  xoatiant-deux  -dreites  -OCyCD^  dont 
Tune  est  par  l^pothèsfe  perpen4iculaii;e  au  pl.^^duta|]Jeau^Xautre  joigpanVl^ 
centre  de  la  sphère  ^et  le  •centre  du  cercle  doimé,  est^anssi.pieqiendieulatffe.au 


plan  cic  ce  cercle;  d'où  il  suit  que  le  plan  ^u^^rand  cercles  ABEFÛ  contient  la 
seclîon  principale  EOF  (art.  188,  lir.  i^'^)idu  côueoblique,  qui  apour  sommetle 
point  de  Tue  O,  et  pour  base  le  cet cle  du  diamètre  Ef ,  dont  le  plan  £F  fait  avec 
le  côt^  OË  de  la  section  principale,  Tangle  OËF;  mais  le  plan  Kefh  du  tableau 
perpendiculaire  au  plan  de  la  section  priÀcipaie,  fait  avec  Tautre  coté  OF  de 
cette  section  un  angle  Vfh^  qui  est  égal  au  premier  EOF,  parce  qu  ils  ont  tous 
deux  pour  mesure  la  moitié  d'un  quart  de  circonférence  AO  ou  OB,  plus  la 
moitié  de  l'arc  BF;d'où  il  suit  (art  187,  liv.  \^^)  qae  le  plan  kefh  coupe  le  cône 
oblique  suivant  im  cercle  du  diamètre  ef^  qui  est  la  perspective  du  cercle  du  dia- 
mètre EF.  Cette  conclusion  s'applique  à  tout  autre  cercle;  il  est  donc  démontré 
que  tous  \e&  cercles  de  la  sphère  seront  représentés  par  des  cercles  sur  la 
mappemonde  construite  par  la  projection  stéréographique. 

aof.  La  seconde  propriété  se  démontre  de  la  manièresuivaute(/?|^.5t/^.3o)  (1): 
Soit  ABOE  le  grand  cercle  d'une  sphère  dont  le  plan  passe  par  leé  trois  points 
O,  C,  E  qui  sont  respectivement  le  point  de  vue,  le  centre  de  la  sphère,  et  le 
sommet  de  l'angle  compris  entre  deux  tangentes  à  la  surface  de  la  sphère;  ces 
tangentes  sont  dans  le  plan  tangentEG,  perpendiculaire  au  rayon  de  la  sphèreCE. 
Kousferons  d'abord  remarquer  que  ce  plan  tangent  EG,et  le  plan  du  tableau  ACB 
perpendiculaire  au  rayon  OC,  sont  tous  deux  perpendiculaires  au  plan  du  grand 
cercle  AOBE,  qui  contient  le  rayon  visuel  OE  du  sommet  £  de  l'angle  des  deun 
tangentes  à  ta  surface  de  la  sphère,  et  que ,  de  plus,  ils  font  avec  ce  rayon  visuel 
des  angles  égaux  OEG;  E^fB,  puisque  chacun  de  ces  angles  a  pour  mesure  la 
moitié  d'un  quart  de  circonférence  OB  ou  AO,  plus  la  moitié  de  l'arc  EFB;  d'où 
il  suit  qu'ayant  mené  la  droite  glE^  parallèle  à  AB,  les  deux  phms  GEG',  gE^  qui 
comprennent  entre  eux  l'angle  GE^',  font  avec  le  rayon  visuel  OEE'  les  angles 
égaux  OEG ,  gE£\  Cela  (>osé ,  transportons  sur  un  plan  horizontal  (Jîg.  6)  les 
droites  OE,  EG,  Eg^  de  la^.  5, et  menons  dans  im  plan  vertical  XE'Y,  perpen- 
diculaire au  rayon  visuel  OEE',  lès  côtés  E'w,  E'/z  de  l'angle  compris  entre  les 
deux  plans  (OË'm),  (OE'/i)  menés  par  le  pbint  de  vue  O,  et  par  îeâ  deux  tan- 
^ntes  à  la  snvfaee  de  la  sphère.  Le  pllan  trertkal  EG,  qui  représente  (fig.  6)  le 
plan  tat)gen4  à  la  sphère;  coupe  les  plans  {EE^m')^  (OE'n)  suirant  denx  droites 
dont  Tangle  esl  égal  à  celui  des  deux  tangentes  à  la  surface  de  la  sphère.-  La 
plsm  vertical  Eff  coupe  aussi  les  deux  pbns  (OF/ti),  (OE'a)  suivant  deux  autres 
<lrdîie8  qui  f<^t  emre  elles  nn  second  ftngle,  project  ion  dn  paremier  :  or  ces  deia 
angles  som  égsaUx,  et  pour  le  prouver,  menons  un  plan  korîaontdl  xy^  qui 


(i)  CeUe  démonstration  est  extraite  âe  la  Correspondance  sur  VÉcott  PofyUchnùpie,  tome  1 
^agc  364,  et  tome  2 ,  page  a4a. 
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coupe  les  deux  plans  (OE'at?),  (OEn)  suÎTant  les  horizontales  (MM',  m),  (NN',n). 
Puisque  par  hypothèse  Fangle  OEG  =  Tangle  E'Eg,  la  perpendiculaire  EQ  à  la 
droite  OEE'  divisera  en  parties  égales  lès  parallèles  MM',  NN'  à  OE.  Supposons 
qu*on  ait  amené  les  plans  verticaux  EG,  E^  dans  le  plan  vertical  EQ,  en  les  faisant 
tourner  autour  de  la  verticale  E,  qui  est  leur  intersection  commune,  et  qu'on 
ait  projeté  sur  le  plan  vertical  XY,  parallèle  au  plan  vertical  EQ,  les  droites 
d'intersection  des  plans  verticaux  EG,  Eg^  et  des  plans  (OE'/w),  (OE'aî),  ramenées 
sur  le  plan  vertical  EQ;  ces  droites  comprendront  entre  elles  Tangle/^EY,  soit 
qu'on  les  considère  dans  le  plan  vertical  EG  ou  dans  le  plan  vertical  Eg.  En  effet, 
l'arc  de  cercle  décrit  du  point  E  comme  centre  avec  le  rayon  EM  ou  EM*, 
coupe  la  droite  EQ  au  point  P;  l'arc  de  cercle  décrit  du  même  centre  avec  le 
rayon  EN  ou  EN',  coupe  la  droite  EQ  au  point  Q;  d'ailleurs  les  points  P  etQ  se 
projettent  sur  le  plan  vertical  XY  en  p  et  g;  d'où  il  suit  que  l'angle /?E'^  est  la 
mesmre  des  deux  angles  égaux  contenus  dans  les  plans  verticaux  EG,  E^. 

Revenant  de  lay?^.  6  à  la^.  5 ,  le  plan  EG  tangent  à  la  sphère,  contient  l'angle 
des  deux  tangentes  à  cette  sphère,  dont  le  sommet  est  au  point  £;  le  plan  E,^ 
est  parallèle  à  celui  du  tableau  AB,  perpendiculaire  au  rayon  OC;  donc  lé  plan 
EG  et  le  plan  du  tableau  coupent  les  plans  menés  par  le  rayon  visuel  OE  et  par 
les  deux  tangentes  à  la  surface  de  la  sphère,  suivant  deux^mgles  égaux;  mais 
le  premier  de  ces  angles  a  pour  côtés  les  tangentes  à  la  surface  de  la  sphère. 
Le  second  angle  est  égal  à  la  projection  stéréographique  du  premier;  donc  un 
angle  quelconque  de  deux  cercles  d'une  sphère,  ou  de  deux  tangentes  à  la  sur- 
&ice  de  cette  sphère ,  qui  se  croisent  au  point  d'intersection  des  deux  cercles  y 
est  égal  à  sa  projection  stéréographique. 

Construction  stéréographique  ttune  mappemonde  sur  le  plan  (Tun  méridien. 

(Fig.  7,  pi.  3o  du  I*'  livre.) 

^oa.  Soit  PFa.o^.3o*...  (/%.  7,/?i3o),  le  cercle  de  la  sphère  terrestre,  contenu 
dans  le  plan  d'un  preniier  méridien  ;  on  divise  sa  circonférence  en  quatre  par- 
ties égales,  par  les  droites  PF  et  ^.o^  qui  représentent  l'une  l'axe  de  la  terre, 
et  Tautre  la  trace  de  Téquateur  terrestre  suc  le  plan  du  premier  méridien.  On 
subdivise  chaque  partie  en  90  degrés.  Soient  o^,  3o^,  60^....  a,  b^  d  les  points  de 
division  qui  déterminent  les  parallèles  à  l'équateur,  des  diamètres  6.3o(^,  ^6o^...  ; 
les  mêmes  points  déterminent  les  méridiens  terrestres ,  dont  les  plans  font  avec 
le  plan  du  premier  méridien  des  angles  mesurés  par  les  arcs  ab^  bd...  Il  s'agit 
maintenant  de  construire  la  projection  stéréographique  des  méridiens  et  des 
parallèles  à  Téquateiu*. 


J^oje^tiçn  siéréo^aphique  d'un  paraUele  a  Véquateur. 


\f     ,  '  «  * 


T      '        \r 


!4o3.  Le  par^yèle  d'une  latitude  dpi^n^e,  So**  par  exemple,  coupe  le  premier 
méridien  aux:  deux  points  36^  et,  è  {Jig.  7);  d'op  il  suit  que  la  projection  de  co 
•    parallèle,  ou  sa  perspective  suf  le  premip  y^r]dien  qu'on  prend  pour  tableai), 
passe  par  ces  points..^^ ,        ,      ^^^  ^,    ;v     " 

Considérant  le  plan  du  pr/eto^er  méridien  comme  un  plan  horizontal,  le  plan 
vertical  PF,  mené  par  l'aide  dç  la  terije,  coupe  le  parallèle  à  l'équateur  en  un 
pv>i|it,  et  pour  mettre  ce  point  jen  perspective,  on  abat  le  plan  vertical  sur  le 
plan  horizontal.  Le  point  du  parallèle  s^tué  au-dessus  du  premier  méridien,  et 
à  i^o^  à^&  points  b  et  3o%  s'applique  en  3o%  et  le  point  de  vue  situé  au-dessous 
du  premier  méridien ,  au  point  o^extrémité  au  rWçn  Ca.  Menant  le  rayon  visuel 
a.3o**,  qui  coupe  ladroite  PP'^  du  tableau  au  pointyÇ  les  trois  points  3o®,  A,/ 
déterminent  l'arc  ^d^  ceçcle  ^3o%  m\  est  U  per^ectiye  du  demi-parallèle  à 
l'équateur,  sitwé  ai^-^çsâ^u^  (JHJpf^iiÇF  p}^ridi€p,.doht;  la  latitude  est  de  3o®. 

2p4.  Prénom» .pwr»qii)j^krI^^.flNé«i4iWtfi^  l^,lqpgilu4£^,dont  le  plan  fait 
avec  celai  du  pi^pi^r  «p^m^iei»^ .  i^A^^ *  n)^wM«  pw  Tarq  ai. 
t  Le  plaa,de  i'^^u^ur  éiG.^wélw(t4katt«  HiTitÀhii  du^firemier  méridien,  l'in- 
tersactioQ'dp  oeiidflurfdwRtpnep^  Ja  posiCmn  Gi;ie  «point  de  vue  s'abat  en  F, 
et  le  rayon  visuel  V6  du  point  ^du  mérî(ii«Di|.^99ipe|U«droite  Ca  du  tableau  au 
point  €,  perspective  du  point  6.  Les  trois  points  P,  F,  e  déterminent  l'arc  de" 
cercle  ^PP'^,  pen^j^pti^yq  dit  dqmf-ip^i4Â«n  Mç  i?  l^^^gi^e  ab,  situé  au-dessus 
du  premier  méridien.  ,,    '  *  ,  ,,1  .;•:,,,  1 

On  déterminera  de  la  même  manière  l'arc  Pg'P',  perspective  du  méridien  de 
la  longitude.  ^.•Ti>uâiJ^iaii€8  peiSjiecltivM  ^s^- méridiens  passeront  évidem- 
naiB^tpacles  pole8.P^  ¥f*ef^tWWQnt^lfttT9^Mutp^>8w\e.dîàmèire  oC.o^  intersec- 
iiQU  duifHiemienniéii^iWtftr^k  J'^àqud^ur.t^rNstTQ.    ^ 

.  Mes  ta^çnies  (^ua^proj^fiot^:  ^^9ff!9S^iflJ^4^^  tpei^idiens  et  des  parallèles  a 

.  ao5.  Les  parallèles  à  Ijéguateur  coupeqt  le  premier  méridien  à  angle  droit; 
or,  l'angle  de  de^x  cerçlç^  ^uel^onqups  de  la  sphère  terrestre,  ne  diffère  pas  de 
sa  projection  stéréograplîiqué  (art.  aoi  )  ;  donc  la  perspective  ^3o®  d'un  paral- 
lèle rencontre  à  angle  droit  le  premier  méridien  aux  points  b  et  3o^;  d'où  il  suit 
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que  les  rayons  Cb  et  C.So**  sont  tangens  à  l'arc  ^3o®.  Par  la  même  raisou,  la 
tangente  I^  au  premier  méridien,  el  la  droite  T?b  tangente  à  la  perspective  P^F 
du  méridien  de  la  longitude  ab^  comprennent  entre  elles  Tangle  bVp^  i\\n  a 
pour  mesure  la  moitié  de  Tare  J?db  double  de  la  longitude  ab.  L'angle  de  deux 
tangentes  Vb,  Vb'  aux  perspectives  P^F,  VgV  de  deux  méridiens  quelconques , 
est  égal  à  Tangle  des  plans  de  ces  deux  méridiens. 

206.  \j3Ljig,  8  (/?/.  3o)  est  une  mappemonde  sur  Tliorizon  d'un  lieu  dont  la  lati- 
tude est  donnée.  Le  plan  de  l'horizon  passe  par  le  centre  de  la  terre; la  verticale 
menée  par  ce  centre,  coupe  la  sphère  terrestre  au  point  de  vue.  La  ligne  des 
pôles  étant  donnée  de  position  par  rapport  au  plan  de  la  carte ,  la  perspective 
du  pôle  situé  au-dessus  de  ce  plan ,  est  le  point  de  concours  des  perspectives 
des  méridiens  visibles  sur  la  carte. 

aoy.  Les  deux  propriétés  de  la  projection  stéréographique  réunies,  n'appar- 
tiennent qu'à  la  surface  de  la  sphère;  mais  la  première,  qu'on  a  démontrée 
(art.  200),  a  également  lieu  pour  Tellipsoide  de  révolution,  pourvu  qu'on 
place  l'œil  à  l'extrémité  de  l'axe  de  révolution.  Toutes  les  sections  planes  de 
l'ellipsoïde  vues  de  ce  point,  et  projetées  sur  le  plan  de  l'équateur,  doivent 
paraître  des  cercles.  Cette  proposition  nous  ayant  été  communiquée  par  M.Le- 
gendre,  nous  avons  démontré  qu'elle  avait  encore  lieu  pour  l'ellipsoide  à  trois 
axes  inégaux,  en  projetant  les  sections  planes  de  cette  surface  sur  l'un  des  plans 
parallèles  aux  deux  systèmes  de  cercles  dont  cette  surface  se  compose ,  et  en 
faisant  concourir  les  lignes  de  projection,  vers  l'extrémité  du  disMiiètre  qui 
passe  par  les  centres  des  cercles  parallèles  au  plan  de.projection^.  {yoy&u  la 
Correspondance  sur  V Ecole  polytechnique^  t»  1,,  p.  76,  juillet  i8q5.) 
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NOTES 


DES  PREMIER  ET  SECOND  LIVRES. 


NOTK    !• 

Article  Gi ,  livre  i*'',  ^dLge.^^.-:-  Intersection  de  surfaces  par  des  plans. 

vJn  a  exposé  dans  cet  article  une  méthode  générale,  pour  trouver  les  points  successifs 
de  la  ligne  suivant  laquelle  une  surface  définie  est  coupée  par  un  plan  donné  de  position. 
Il  est  évident  que  si  Ton  demandait  les  points  d'intersection  de  cette  surface  par  une 
droite  aussi  donnée ,  cette  seconde  question  dépendrait  de  la  première  ;  car  un  plan  quel- 
conque mené  par  la  droite  donnée,  couperait  la  surface  définie  suivant  une  courbe^  les 
points  de  rencontre  de  cette  courbe  et  de  la  droite ,  seraient  leâ  points^  demandés. 

WoTE  II, 
Article  88,  livre  i*',  page  5i.  —  Développement  de  surfaces. 

M.  Lacroix  a  donné,  dans  un  Mémoire  présenté  à  VAcadémie  de»  Sciences  en  1790 , 
la  solution  analitique  du  problème  suivant  :  <•  Une  courbe  quelconque  étant  tracée  sur 
^  une  surface  dévelc^pable,  trouver  ce  qu  elle  devient  dan»  le  développement  de  cette 
«  surface;  et,  réciproquement,  une  courbe  étant  tracée  sur  un  pi^n,  trower  ce  qaelle 
«  devient,  lorsqu'on  enveloppe  ce  plan  sur  une  surfftce  donnée.  » 

Il  a  aussi  publié  cette  solution  dans  le  premier  volume  de  son.  gnMid  Calcul  différen* 
tîel,  in-4**>  page  636. 

Note  IIL 

Article  i44>  livre  i®**,  page  84.  —  Du  plan  tangent  à  une  sur/ace  réglée. 

Méthode  graphique  des  tangentes. 

On  a  résolu  (art.  489  liv.  1^')  ce  problème  :  «  Mener  un  plan  tangent  à  ane  surface 
cylindrique,  par  un  point  donné  de  cette  surface.  »  Nous  allons  exposer  une  autre  solu- 
tion grapbîque  de  ce  problème,  à  laquelle  on  doit  appliquer  la  remarque  qui  termine 
l'article  i44* 

La  surface  cylindrique  étant  définie,  la  génératrice  qui  passe  par  le  point  donné  de 
cette  surface ,  rencontre  la  directrice  en  un  autre  point  connu  ;  et  si  la  ungente  à  la  di*  ^ 

rectrice  en  ce  second  point  était  menée,  le  plan  tangent  serait  déterminé*  La  solution 
suivante  a  pour  objet  de  mener  le  plan  tangent,  sans  avoir  recours  à  la  métbode  ordi- 
naire de»  tangentes. 

On  conçoit  par  le  point  donné  de  la  surface  cylindrique^  le  plan  tangent  à  cette  sur- 
face, et  dans  ce  plan  la  droite  de  contact  D,  et  une  autre  droite  D' qui  passe  par  le  point 
où  la  droite  D  de  la  surface  coupe  la  directrice  :  l'angle  de  ces  deux  droites  est  arbi 
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traire;  nommons-le  A.  Il  est  clair  que  si  cette  seconde  droite  D'  étoît  connue,  le  plan 
tangent  passerait  par  les  deux  côtés  D  et  D  de  l'angle  A,  dont  le  sommet  est  sur  la  direc- 
trice de  la  surface  cylindrique,  et  ce  plan  serait  par  conséquent  déterminé.  Pour  trouver  la 
droite  D',  on  observe  qu  elle  a  pour  lieux  géométriques,  deux  surfaces,  i®  un  cône  droit 
qui  a  son  sommet  sur  la  directrice  de  la  surface  cylindrique ,  pour  axe  la  droite  D  de 
cette  surface,  et  dont  le  côté  fait  avec  Taxe  l angle  A;  a®  une  surface  réglée,  qui  a 
pour  génératrice,  une  droite  assujettie  à  ces  trois  cQpditions,  de  passer  par  la, directrice 
de  la  surface  cylindrique;  par  la  droite  D  de  cette  surface;  de  former  avec.ççtte  droite 
D  un  angle  constant  A  :  d'où  il  suit  que  la  droite  D'  est  riptersection  commune  d'un 
cône  droit  et  d'une  surface  réglée  définie.  Le  sommet  connu  de  langle  A  apparent  i 
cette  droite;  pour  en  trouver  un  second  point,  il  suffira  de  couper  le  cône- et  la.  surfaice 
réglée  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  D  ;  la  section  du  cône  sera  un  cercle;  celle 
de  la  surface  réglée,  une  courbe  qui  rencontrera  le  cercle  en  deux  points  ;  les  droites 
ly,  D"  qui  joindront  chacun  de  ces  points,  et  le  sommet  de  l'angle  Acompl'is  entre  les 
droites  D  et  ly,  ou  D  etlT,  seront  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  cylindrique,  et  fixeront 
la  position  de  ce  plan.  Cette  solution  comprend  le  cas  particulier,  qu'on  a  traité  dans  le 
cahier  des  Annales  de  M^ithématiques  de  M.  Gergonne,  septembre  i8ig. 

On  remarquera  qu'on  emploie  dans  la  construction  précédente ,  une  surface  réglée , 
qui  est  complètement  définie,  mais  que  deux  des  trois  conditions  qui  déterminent  le 
mouvement  de  sa  génératrice,  se  réduisent  à  une  seule,  lorsque  cette  génératrice  passe 
par  le  sommet  de  l'angle  A ,  puisque  ce  point  appartient  en  même  temps  à  la  droite  D  et 
à  la  directrice  de  la  surface  cylindrique;  que  la  droite  D'  ou  D''  correspond  à  cette  posi- 
tion particulière  de  la  génératrice,  et  qu'elle  est  par  cette  raison  indéterminée.  D'où  il 
suit  que  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  réglée  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite 
donnée  D  du  cylindre,  sera  formée,  comme  la  courbe  /it./n'.m'',.../i.n'./z^....  de  l'art.  i44> 
de  deux  branches  séparées  par  un  élément  infiniment  petit  ;  que  ces  branches  converge- 
ront vers  un  point  de  la  section  circulaire  du  cône  droit ,  et  qu'elles  se  raccorderont  en  ce 
point,  par  la  condition  d'y  avoir  une  tangente  commune. 

En  appliquant  l'analise  à  la  construction  géométrique  précédente ,  ou  à  celle  de  l'ar- 
ticle i44}  relative  au  plan  tangent  d'une  surface  réglée,  on  n'est  point  dispensé  d'em- 
ployer les  méthodes  connues  de  calcul  différentiel  pour  déterminer  le  plan  tangent  d'un 
cylindre,  ou  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  une  surface  réglée  mené  par  .une 
droite  de  cette  surface  ;  c'est  seulement  dans  des  cas  particuliers  que  cette  détermination 
ne  dépend  que  d'opérations  algébriques. 

Une  courbe  plane  étant  donnée,  on  considérera  cette  courbe  comme  la  directrice  de 
la  droite  génératrice  d'une  surface  cylindrique;  on  mènera  par  un  point  donné  de  la 
courbe,  le  plan  tangent  à  cette  surface,  qui  coupera  le  plan  de  la  courbe,  et  la  droite 
intersection  de  ces  deux  plans  sera  une  tangente  à* la  courbe,  au  point  donné. 

Lorsque  la  courbe  proposée  sera  à  double  courbure ,  on  là  placera  successivement  sur  . 
deux  surfaces  cylindriques.  On  mènera  par  la  métkode  précédente,  les  plans  tangens  à 
ces  surfaces,  qui  passent  par  un  point  déterminé  sur  la  courbe,  et  la  droite  intersection 
de  ces  deux  plans ,  sera  la  tangente  de  la  courbe  en  ce  point. 
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Une  courbe  plane  étant  Tane  des  directrices  d  une  surface  réglée,  dont  la  droite  gé- 
nératrice mobile  est  constamment  normale  à  la  courbe,  j'ai  fait  Toir  dans  les  Eiémens  ' 
de  Géométrie  à  trois  dimensions  (art.  76 ,  page  79)  qu'un  plan  normal  à  la  courbe  et  tan- 
gent à  la  surface  réglée,  touchait  cette  surface  en  un  point,  dont  la  projection  orthogo- 
nale sur  le  plan  de  la  courbe,  était  un  centre  de  courbure  de  cette  courbe. 

En  plaçant  une  courbe  à  double  courbure  sur  deux  surfaces  réglées  composées  de 
lignes  droites  perpendîcidaires  k  la  courbe ,  le  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque 
est  l'intersection  de  deux  sphères  dont  les  centres  et  les  rayons  sont  déterminés.  La 
construction  géométrique  de  œ  cercle  est  l'objet  de  farticle  78  de  l'ouvrage  cité,  et  j'en 
ai  donné  des  exemples  dans  le  second  Supplément  (page  ai)  de  la  Géométrie  de»- 
criptÎTe  deMonge  (in-4%  Firmin  Didot,  181 8.)  ii 

Note  IV. 
Article  1 46,  livre  i*',  page  85.  —  Intersection  de  sur/aces  courbes  entre  elles. 

On  a  fait  voir  dans  cet  article  comment  on  construit  la  ligne  d'intersection  de  deux 
surfaces  qui  se  pénètrent;  mais  on  pourrait  proposer  de  trouver  les  points  de  rencontre 
d'une  surface  définie,  et  d'une  courbe  donnée  hors  la  surface.  Pour  résoudre  cette 
question,  on  imaginerait  par  la  courbe  donnée  une  surface  quelconque,  dont  la  géné- 
ration serait  connue.  En  supposant  qu'on  ait  placé  la  courbe  sur  une  surface  cylindrique 
ou  conique ,  on  construirait  la  ligne  d'intersection  de  cette  surface  et  de  la  première 
surface  définie  ;  les  points  communs  à  cette  ligne  et  à  la  courbe  donnée  seraient  évi- 
demment les  points  demandés. 

Note  V. 

Article  39,  livre  a,  page  i43.  —  De  C hélice  et  de  la  surfiice  kéliçoide. 

Une  droite  étant  fixe,  on  conçoit  une  courbe  mobile,  dont  chaque  point  décrit  une 
hélice  sur  le  cylindre  à  base  circulaire,  qui  a  pour  axe  la  droite  fixe,  et  pour  rayon ,  la 
distance  du  point  de  la  courbe  à  cette  droite  ;  le  lieu  géométrique  des  hélices  de  même 
pas  (art.  36 ,  liv.  a) ,  décrites  simultanément  par  tous  les  points  de  la  courbe,  se  nomme 
surtsLcehélicoide;  la  droite  fixe  est  Y  axe  de  cette  surface.  La  voûte  qui  supporte  les  marches 
d'un  escalier  à  noyau ,  qu'on  désigne  dans  les  traités  d'architecture  par  le  nom  de  ^vis 
Saint*GUlesy  est  terminée  par  une  surface  héliçoidey  qui  a  pour  génératrice  un  demi- 
cerele,  et  pour  axe,  une  droite  verticale  située  dans  le  plan  de  ce  demi-cercle,  laquelle 
droite  est  aussi  l'axe  du  noyau  de  l'escalier. 

On  conçoit  par  l'axe  d'une  surface  héliçoide  deux  plans,  l'un  passant  par  cet  axe,  et 
l'autre  qui  lui  soit  perpendiculaire  ;  considérant  ces  deux  sections  et  l'hélice  décrite  par 
un  point  quelconque  de  la  surface  autour  de  Taxe,  on  aura  trob  choses,  dont  deux  dé- 
terminent la  troisième.  De  cette  relation ,  j'ai  déduit  la  théorie  géométrique  des  Damas  ^ 
ou  lames  figurées  de  Clouet,  que  j'ai  exposée  dans  le  cahier  des  Annales  des  Mines,  mars 
1804,  tome  i5.  J'avais  antérieurement  (en  1798)  proposé  cette  question  aux  élèves  de 
rÉcole  polytechnique  :  «  De  ces  trois  choses  d'une  surface  héliçoide,  la  section  par  Vaxe^ 
la  section  perpendiculaire  a  Vaxe^  l hélice  décrite  par  un  point  quelconque  de  la  surface 
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autour  de  rtixôj  deux  étant  données,  trouTer  la  troisième  ?  «  (Voyez  le  aecond  câ^ier  du 
journal  in  4**  de  l'Ecole ,  page  i  o3 .) 

Note  VT. 

Article  49,  livre  a,  page  i47«  —  ^^s  épicjdoides  sphèriques^  et  de  leur  usage 

dans  la  construction  des  engrenages* 

On  déduit  des  propriétés  de  Iepicjcloide'sphériqne,'Ia  sofaitionde  cette  question  de 

mécanique  : 

«  Étant  donnés  deux  axes  fixes,  et  deux  points 'M,  KT  attachés  invariablement  à  cesàxes^ 
on  suppose  qu'tmé  force  appliquée  à  Ton  de  ces  points ,  à'  M  ptir  exemple ,  lefasse  tourner 
autour  du  premier  axe,  on  demande  par  quel  mécanisme  on  doit*  joindre  le  point  M  au 
point  M',  pour  que  ce  dernier  tournant  autour  du  second  axe ,  les  arcs  de  cercle  parcourus 
dans  le  même  temps  par  les  deux  points,  soient  dans  un  rapport  donné  et  constant.  » 

(Voyez  la  solution  de  cette  question  dans  moni  Traité  des  Machines,  seconde  édition  y 
année  1819,  page  a86).    , 

Note  VIL 

Article  56,  livre  2,  problème  10,  page  i5i.  —  Intersection  de  trou  canes  droits 

à  axes  parallèles. 

Le  problème  lo,  page  i&i,  a  au  plus  quatre  solutions  :  pour  le.  démontrer,  nous 
rapportearons  les  trois  surfaces  coniques  droites^  Ueux  géométriques  du  point  cherché  à 
trois  plans  rectangulaires,  et  nous  supposerons  que  leurs  axes  sont  parallèles  à  Taxe  des  z; 
nous  placerons  le  sommet  du  premier  cane  à  Torigine  des  coordonnées;  le  sommet  du 
second  sur  le  plai^  de  xZj  au  point  déterminé  par  le& coordonnées  :r=a,  z=^A;  lesom- 
met  du  troisième,  au  point  qui  a  pour  coordonnées  x  =  a\  y=-  b\  z  =  A'. 

Nommant  /,  vi,  m'  les  cotangentes  des  angles  que  les  droites  génératrices  des  cAnes 
droirs,  font  respectivement  avec  les  axes  de  ces  cdnes,  on  aura  pour  les  équations  des 
trois  surfaces: 

-a- /a  (^114,^^)5     (2-A)"=i»*|(x— û)^+/-*l;     (2— A')^=/w'^|(:ï:-a)^-h(^— i')^  }...(£) 

Dévelopfant  les  deux  dernières  équaclioBS ,  on  a  : 

/'s.A)»=m^(a?«+j'')+f7i*(/i».2û5:r) ;    (2.A>===w'«(.r«+j»)4-m'^(a  M-*'*)— a^W^jr—aiW^T-, 

et  mettant  pour  x'^  -f-^* ,  la  valeur  égale  -r-> 


{zr^hy  =  -—  -+.m»(rt*— aax);     (s--*')*  =  ""^  +/?t'»(tf'>-f.*'»)  — aa  W^op — vifrri'^x; 
doulontire:j:= ;-— - — ^^ '— (i> 

y  =:z.  ■  (2) 

Substituant  ces  valeurs  de  a^  ei^  dans  Féquation       z*  =  /»  [x^  +T^)) 


.f 
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1  équation  finale  sera  évidemment  du  quatrième  degré  ^  et  à  chaque  racine  de  cette  équa- 
tion, correspondront  les  valeurs  linéaires  de^  et^*,  données  par  les  équations  (i)  et  (a). 
Les  quatre  systèmes  de  valeurs  correspondantes,  qu'on  trouve  pour  Xy  y  y  z,  déterminent 
quatre  points  communs,  aux  trois  surfaces  coniques  des  équations  E,  dont  la  position 
satisfait  aux  conditions  du  problème  lo. 

Note  VIIL 

Articles  65-68,  livre  a,  problème  1 1 ,  page  i53.  —  Solution  analytique  d'une 
pyramide  triangulaire  y  dans  laquelle  on  connaît  la  base  y  et  les  angles  des 
arêtes ,  opposés  aux  côtés  de  cette  base. 

Soient  a,  h,  clés  trois  côtés  XZ,  ZY,  YX  {Jlg.  i,  pL  C.  in-folio)  Ae\^  base  XYZ  d'une 
pyramide.  Le  sommet  de  cette  pyramide  est  sur  une  surface  de  révolution,  qui  a  pour  axe 
le  côté  XY,  et  pour  section  méridienne,  une  courbe  dont  nous  allons  chercher  lequation, 
Nommons  pet  q  les  cosinus  des  angles  qui  ont  même  sommet  que  la  pyramide,  et  qui 
sont  opposés  aux  côtés  a  et  b.  Désignant  par  /,  m,  /»,  les  longueurs  des  trois  arêtes  de  la 
pyramide,  qui  passent  par  les  trois  points  X,  Y,  Z  de  sa  base ,  chaque  point  de  la  section 
méridienne  ZABC,  ZA'B'C'  résulte  de  l'intersection  de  deux  cercles  décrits  des  points  X 
et  Y  comme  centres ,  avec  des  rayons  égaux  aux  arêtes  /,  m.  Prenant  le  milieu  de  la 
droite  XY  pour  loriginè  des  coordonnées ,  et  comptant  les  x  sur  cette  droite ,  les  cercles 
ont  pour  équations  : 

(*  —  • 7y+r'  =  ^ (')  (x-|-^y-»-^  =  «» (a); 

d'où  l'on  tire  :  2^ — ;»»  =  — acx  ..  .(3)         (x^-^-y^-i — J  — c^it^^l^m^ (z(). 

Le  triangle  formé  par  les  arêtes  l  et  n  qui  comprennent  l'angle  du  cosinus  p ,  donne 

l'équation 

a»  =  /a  ^  n^k  —  a//?/; (5). 

On  a  de  même  dans  le  triangle  qui  a  pour  côtés  les  arêtes  m  et  n: 

b^zzzm^-i-n^  —  2mnq ,.•.,•..•  (6)» 

Éliminant  des  équations  (i),  (a),  (5),  (6)  les  quantités]  /,  w,  »,  l'équation  finale  en  x^^ 
yj  appartiendra  à  là  section  méridienne  de  la  surface  de  révolution,  lieu  géométrique  du 
sommet  de  la  pyramide. 

Retranchant  Téquation  (6)  de  l'équation  (5),  et  tirant  la  valeur  de  n,  on  a  : 

n  = ThT —    \  ~  '  Substituant  cette  valeur  de  n  dans  l'équation  (6),  le  résultat  est  : 

I  b^p^l^-{-a^q^ni^—l^m^(p^.^^}~^l^^m^-hb''—a^y  I  ^=p'^q'^t'm\a^+b^—l^^m^Y..,{j). 

Mettant  dans  cette  équation  pour  l^^rn^  /» — m\  ^ni^y  leurs  valeurs  données  par  les 

ëquation«r(i),  (a),  (3),  (4),  on  voit  que  l'équation  finale  (8)  en  a:  et  ^  est  du  huitième  degré» 

On  remarquera  que  l'ordonnée^  et  les  paramètres /;,  q  n'y  entrent  qu'avec  des  exposans 

pairs  ;  d'où  il  suit  que  la  courbe  représentée  par  cette  équation  (8),  a  pour  diamètre  l'axe 
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desac^  et  que  sa  forme  est  indépendante  des  signes  des  cosinus /i  et  y.  Cette  courbe  esc 
coupée  par  le  cercle  capable  de  langle  opposé  au  côté  âc,  dont  1  équation  est  : 

x»-».(/±A)^  =  /* (9))    . 

h  étant  déterminé  par  langle  opposé  au  côté  c. 

Les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  du  cercle  auront  pour  coordonnées,  les  valeurs 
de  X  et  de  y,  tirées  des  équations  (8)  et  (9).  L'équation  (9)  donne  x*  +j^  =  r* — A'  ±  nhy. 
Substituant  cette  expression  de  x*  -f-T**,  dans  les  valeurs  de  l*y  m*  données  par  les  équations 
(i),  (2),  ces  valeurs  deviennent  linéaires,  et  lequation  finale  (9)  en  x,j'j  s  abaisse  du 
huitième  degré  au  quatrième.  D'où  il  suit  que  chacun  des  cercles  capables  de  l'angle 
opposé  au  côté  c,  qui  ont  pour  équations  : 

a:»-*-  (^+A)»  =  r»,  x*+  {y  —  A)»  =r», 

ne  peut  couper  qu'en  huit  points,  la  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution  qui 
est  le  lieu  géométrique  du  sommet  de  la  pyramide.  Les  seize  points  d'iqtersection,  vaxc^ 
qués(^^.  \^pL  C)  des  chiffres  i — 8,  i' — 8',  ont  pour  projections  sur  le  plaA  de  la  base 
XYZ  de  la  pyramide,  les  huit  points  «9  /9,  r»  ^9  «9  f^^  y\  ^'* 

Connaissant  les  coordonnées  des  points  communs  à  la  courbe  méridienne  et  aux  deux 
cercles,  on  en  déduira  les  coordonnées  des  seize  sommets  de  la  pyramide ,  par  un  calcul 
très*simple  que  nous  omettons,  pour  abréger. 

Lorsqu'on  veut  résoudre  graphiquement  le  problème  1 1 ,  et  qu'on  prend  au  hasard,  la 
base  et  les  trois  angles  de  la  pyramide ,  il  arrive  presque  toujours  que  le  nombre  de  solu- 
tions est  incomplet.  Ayant  ramené  la  question,  à  trouver  l'intersection  d'une  coturbe,  et 
d'un  cercle  ;  on  peut  disposer  du  rayon  du  cerde,  de  manière  que  ce  cercle  coupe  la 
courbe  en  huit  points. 

Lagrange,  dans  ses  leçons  aux  écoles  normales  de  1795,  avait  indiqué  un  moyen  de 
résoudre  analitiquement  ce  problème  ;  il  consiste  à  prendre  pour  inconnues,  les  trois 
arêtes  de  la  pyramide.  L'équation  qui  donne  la  valeur  de  l'une  de  ces  arêtes ,  est  da 
huitième' degré;  notre  solution  géométrique  en  fait  *vp\v  la  raison.  Les  seize  pyramides 
qui  satisfont  aux  conditions  du  problème,  sont  symétriques  deux  à  deux ,  et  deux  pyra- 
mides symétriques  ont  des- arêtes  de  même*  longueur. 

Lai  sdLnlion  algébrique  devient. encore  plus  simple,  lorsqu'on  praid  pour  iaconoue 
une  des  trois  arêtes,  et  les  rapports  des  deux  autres  arêtes  à  celle*là.  Alors ,  comme  l'a  ob- 
servé Lagrange,  elle  ne  dépend  que  de  la  résolution  d'une  équation  du  quatrième  4egré. 
EsAi^e  de  Moititpellier  était  arrivé  au  même  résultat,  dans  un  mémoire  imprimé  tome  a 
des  savans  étrangers  {Académie  de  Paris ,  année  i  jSS) ,  mais  seulement  pour  une  relation 
particulière  entre  les  angles  et  les  côtés  donnés.  M.  Lacroix ,  qui  a  cité  ce  mémoire  dans 
son  Complément  de  Géométrie  (première  édition,  1795),  a  remarqué  que  les  formules 
de  Lagrange  publiées  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  imprimés  en  1755,  ne 
faisaient  dépendre  la  solution  générale  du  problème ,  que  d'une  équation  du.if^^*^^'^'^^ 
degré.  Après  m'être  assuré  que  le  problème  était  susceptible  de  seize  solutions,  j'avais, 
du  consentement  de  Monge,  modifié  l'article  99  de  sa  Géométrie  descriptive,  dans  l'é- 
dition de  181 X ,  avec  mon  supplément.  Il  n'est  pas  inutile  d'avertir  cpie  cet  article  a  été 
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réimprimé  dans  ledition  de  1820 ,  comme  il  se  trouva  dans  le  Journal  des  Ecoles  nor- 
males de  1795. 

Note  IX. 

Article  69,  livre  a ,  problème  12^  page  i6o*  —  Solution  analytique  du  problème 
(Tune  sphère  qui  en  touche  quatre  autres;  par  M.  Poisson. 

Soient  A,  B,  G,  D  les  centres  des  quatre  sphères  données;  en  les  joignant  par  des 
droites,  on  formera  une  pyramide  triatignlaire  dans  laquelle  tout  sera  connu.  (  On  sup^ 
pose  que  le  lecteur  tracera  la  figure^  J'emploierai  dans  le  calcul  suivant,  les  trois  arêtes 
DA,  DB^  DG,  les  angles  ADG,  BDG,  et  l'angle  compris  entre  les  plans  de  ces  deux  angles; 
données  qui  suffisent  pour  déterminer  la  pyramide  ABCD«  J'appelle  G  l'angle  des  deux 
faces  ADG,  BDG  ;  soit  de  plus  : 

DA  =  a,      DB=3,      PG=c;      angle  ADG=s«;      angle  BDG  =  ^. 

Pour  fixer,  les  idées,  je  suppose  que  le  centre  de  la  sphère  demandée  tombe  dans  Tin* 
teneur  de  la  pyramide  ABGD ,  et  que  ce  centre  soit  le  point  O.  Joignons  ce  point  aux 
sommets. A,  B,  G,  D,  et  soient  : 

DO  =  r;       angle  ADO  =^,       angle  BDO=^,       angle  GDO  =z. 

La  distance  du  point  O  au  point  D  étant  appelée  r^  les  distances  da  naénie  point  O  aux 
points  A,  B,  G  seront  égales  à  l'inconnue  r,  augmentée  ou  diminuée  de  quantités  con- 
nues, qui  dépendront  des  différences  entre  les  rayons  des  sphères  données  ;  on  pourra 
donc  supposer 

AO  =  r+^;         BO=±r-hA;         GO^r+A*; 

g^hj  k  désignant  des  quantités  données  dans  chaque  cas  particulier.  Enfin  le  plan  des 
deux  lignes  OD  et  GD  coupe  Fangle  dièdre  G,  en  deux  parties  inconnues  que  je  repré- 
senterai par  p  et  q^p  étant  la  partie  comprise  entré  ce  plan  et  la  face  ADG,  et  par  con* 
séquent  ^,  l'angle  compris  entre  ce  même  plan  ODG  et  la  fiice  BDG.  Nous  aurons 
G  z=zp  +  qy  et  d'après  une  formule  facile  à  démontrer  : 

sin>G:=cos^/i -I- cos*y  —  acos/7.eosy,cosG. (i). 

Cela  posé ,  le  triangle  GOD  donne  : 

{r+ky  2=/*a-4-c^— .  a^/*.cos£; 

-    •  •  ' (3)- 


<l*où  l'on  tire  ; 


On  aura  de  ménse 


cosz  = 


0097-2= 


%çr 


b*  —  h^  —  ihr 


«•.■•.MMkMi 


%br 


eosx-rz 


i^—t—H" 


aor 


Si  l'on  coB^dère  la  pyramide  triangulaire  ADCO  ,  et  qoe  l'on  se  propose  de  détemliner 
l'angle  ODA  du  moyen  de  l'angle  dièdre  opposé,  et  des  angles  adjacens  ADG,  ODG',  on 
aura,  diaprés  les  dénominations  précédentes  : 

cos^  =  cos<*  •  cos  ;s  +  sin  4 .  sin  z .  cos/7 , 
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costfcosx  —  cosje 


et  par  conséquent  :        cosp  = 


smtf.sms 


ou  bien  en  mettant  pour  cosz  et  coso:,  leurs  Taleurs,et  multipliant  par  r  sinz, 

c* — k*   cosm         a* — g*      t  /g         ^cosiiN     r 

r.smz.COSD  = .  -. .-: h-  ( )-: • 

^  oc       siii«         gaa       sm«         \a        -     c    J  sm  • 

On  trouvera  semblablement  : 

<r* — k^  cos/8  6* — A»      I  fh         AcosjSK     r 

rsmz.cosg  = .  .    ^ r — --r--  4-  (  rr )  ^^r- 

-^  ac       sm /8  ao       sinfi         \fl  c    /  nn.fi 

Je  multiplie  tous  les  termes  de  lëquation  (i)  par  r^  sin^z  :  je  substitue  ensuite  dans  son 
second  membre  pour  rsinz.cos/?  et  rsinz.cos^  leurs  valeurs,  et  en  ordonnant  par 
par  rapport  à  r,  on  aura  évidemment  une  équation  de  cette  forme  : 

/<» sin^ £  sin^ G  =  L+Mr4-N/^, 

dans  laquelle  L,M,  N  sont  des  quantités  connues,  dont  je  me  dispenserai  d'écrire  les 
expressions.  D'ailleurs  l'équation  (a)  donne  : 

r^sin'z  =  î-IIl— (4r-h4*r  +  *»  — e^); 

ce  qui  cbange  la  précédente  en  une  équation  de  cette  forme  : 

L'-hM'r  +  N'/^=:o, 

L',  M',  N'  étant  aussi  des  quantités  connues. 

Cette  équation  du  second  degré  donnera  la  valeur  de  r;  les  équations  (a)  et  (3)  feront 
connaître  les  angles  z  et/?,  et  par  conséquent  le  centre  O,  dont  la  position  est  déterminée 
par  les  trois  quantités  r^z^p.  Quant  au  rayon  de  la  sphère  demandée^  il  est  ^al  à  la  valeur 
de  r,  diminuée  du  rayon  de  la  sphèi^,  dont  le  centre  est  en  D. 

Note  X. 

Articles  33  et  i52,  livre  a,  pages  137  et  a  18.  — Plan  tangent  à  un  ellipsoide 

de  résolution. 

Ces  articles  contiennent  la  solution  de  ce  problème  :  «  Mener  par  une  droite  donnée , 
«  un  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution.  »  Lorsque  cette  surface  est  du  second 
degré  (voyez  art.  121 ,  liv.  i*',  p.  66),  les  points  de  contact  sont  déterminés  par  Tinter- 
section  de  deux  courbes  planes,  parce  que  les  points  de  contact  d'une  surface  du  second 
degré  et  d'un  cône  tangent  à  cette  surface,  appartiennent  à  une  courbe  plane.  En  appliquant 
la  solution  générale,  modifiée  par  cette  propriété  des  surfaces  du  second  degré,  au  cas  parti- 
culier d'un  ellips.oide  de  révolution,  on  construit  géométriquement  le  rayon  de  la  réfrac- 
tion extraordinaire,  dans  les  cristaux  doués  de  la  double  réfraction.  Cette  construction 
est  Tobjet  d'un  article  que  j'ai  publié  en  18 10  sur  le  spath  d'Islande,  et  sur  la  loi  dTluy- 
gens,  que  Malus  avait  à  cette  époque  confirmée  par  de  belles  et  nombreuses  expériences. 
Elle  se  trouve  aussi  rapportée  dans  le  Traité  de  Physique  de  M.  Biot,  tome  3,  page  336. 
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On  sait  qae  dans  tout  cristal  doué  de  la  double  réfraction ,  il  y  a  un  axe  d*où  émane  la 
force  qui  produit  la  réfraction  extraordinaire.  C'est  à  lauteurque  nous  venons  de  citer, 
qu'on  doit  la  découverte  de  ce  fait  important,  que  la  force  est  attractive  ou  répulsive, 
suivant  l'espèce  du  cnstal.  On  ne  connaissait,  avant  cette  observation ,  que  les  cristaux  à 
axe  répulsif. 

Note  XL 

Article  93,  livre  n  9  page  179.  —  Théorie  géométriqy^e  des  ombres^  dans  Vhypo- 
thèse  d'un  corps  lumineux  étendu  aux  trois  dimensions.  Application  au  défi- 

lementy  par  M.  Saj-y  officier  du  génie. 

• 

Saj,  ancien  professeur  de  fortifications  à  l'Ecole  polytechnique,  frère  de  M.  Say  pro- 
fesseur d'économie  politique  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  officier  très-distingué, 
a  terminé  jeune  encore  sa  carrière  militaire  sous  les  murs  de  Saint-Jean-d'Acre.  Il  avait 
publié  en  1794  9  dans  le  grand  Journal  de  l'Ecole  polytechnique  (4^  cahier,  page  588), 
un  Mémoire  sur  le  défilement.  Nous  en  transcrirons  les  premières  pages ,  qui  contiennent 
l'énoncé  d'une  question,  dont  la  solution  paraît  avoir  donné  naissance  aux  théories  de  la 
géométrie  descriptive,  et  à  l'enseignement  de  cette  science  dans  l'ancienne  Ecole  du 
génie  de  Mézières. 

Du  défilement. 

Un  des  principaux  objets  de  tout  ouvrage  de  fortification,  est  de  garantir  ceux  qui  le 
défendent,  de  Teffet  des  armes  de  ceux  qui  lattaquent. 

Si  l'on  considère  les  fortifications  sous  ce  point  de  vue ,  le  premier  soin  de  l'ingénieur, 
le  plus  indispensable,  doit  être  de  garantir  les  défenseurs  des  ouvrages,  de  l'atteinte  des 
balles  et  boulets  tirés  de  plein  fouet.  C'est  aussi  l'objet  de  cette  partie  de  l'art  de  la  for- 
tification ,  qu'on  appelle  le  défilement. 

La  règle  fondamentale  du  défilement  est  celle-ci  :  «  Il  faut  disposer  les  ouvrages  de 
«  manière  que  leurs  parapets  garantissent  tout  ce  qu'il  serait  dangereux  d'exposer  aux 
«  coups  directs  de  Tennemi.  » 

On  doit  considérer  dans  le  défilement,  principalement  trois  choses  : 

i^  L'espace  d'où  peuvent  partir  les  coups  de  l'ennemi  dirigés  contre  Touvrage  qu'on 
veut  défiler.  L'ennemi  pouvant  s'exhausser  plus  ou  moins,  cet  espace  s'étend  à  une  cer- 
taine hauteur  au-dessus  du  terrain  qui  environne  l'ouvrage.  Il  s'étend  aussi  à  une  cer- 
taine distance  horizontale  de  l'ouvrage,  dont  on  détermine  les  limites  \ 

zêP  L'espace  que  l'on  veut  soustraire  aux  coups  de  l'ennemi  ou  défiler  ; 

3^  La  masse  des  parapets,  qui,  lorsqu'un  ouvrage  est  bien  défilé,  doit  intercepter  tous 
les  coups  directs,  toutes  les  lignes  droites  tirées  de  l'espace  contre  lequel  on  veut  se 
couvrir,  vers  celui  qu'on  veut  couvrir. 

J'appellerai  \ espace  extérieur  celui  contre  lequel  on  veut  se  couvrir,  et  \ espace  inté^ 
rieuTy  celui  que  l'on  veut  couvrir. 

On  doit  voir  déjà  un  grand  rapport  entre  la  nature  des  données  des  problèmes  de  défi- 
lement, et  celle  des  données. des  problèmes  d'ombres*  Les  coups  directs  remplacent  les 
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rayons  lumineux  de  ces  derniers  problèmes  ;  ïespace  extérieur  remplace  le  corps  lumi- 
neux ;  la  masse  des  parapets  remplace  le  corps  opaque.  L  ombre  absolue  de  ce  corps  est 
retendue  entière  défilée  par  les  parapets,  et  X espace  intérieur  doit  être  renfermé  dans 
cette  étendue. 

U espace  extérieur  et  le  parapet  étant  donnés ,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  géo- 
métriquement les  limites  de  Fétendue  défilée.  On  y  parviendra  par  le  même  procédé 
qu'on  emploierait  pour  déterminer  Tombre  du  parapet,  si  tous  les  points  de  ïespace 
extérieur  étaient  lumineux.  Un  plan  qui  se  mouvrait  en  s*appuyant  toujours  sur  le  para-> 
pet  et  sur  la  surface  qui  termine  l'espace  extérieur ,  engendrerait  par  ses  intersections 
successives ,  une  nouvelle  surface  qui  termine  1  étendue  défilée.  J'appellerai  la  sorfiaice 
ainsi  engendrée ,  surface  de  défilement. 

La  partie  des  parapets  sur  laqudle  doit  s'appuyer  le  plan  générateur ,  n'est  souvent 
qu'une  seule  ligne  droite,  la  crête  intérieure  dn  parapet.  On  voit  qu'alors  la  surface  de 
défilement  devient  un  plan  passant  par  cette  crôte,  et  tangent  i  la  surfiace  qui  termine 
ïespace  extérieur* 

Is  plan  de  défilement  là  cet  pas  seulement  tangent  à  la  surlace  qui  termine  l'espace  ex- 
térieur, mais  il  laisse  toute  cette  siurfiice  au-dessous  de  lui  ;  cesNi«dire  que  la  touchant 
en  un  ou  plusieurs  points,  il  ne  la  ccnipe  nulle  part  :  cette  circonstance  est* essentielle^ 
et  elle  est  sous-entendue  partout  où  l'on  parle  du  plan  de  défilement. 

Note  XII. 
Article  ici  ,  livre  2 ,  page  i83,  —  Des  tangentes  conjuguées. 

Lorsqu'un  cylindre  est  tangent  à  une  surface  courbe  quelconque ,  la  droite  tangente  en 
un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact,  et  la  droite  du  cylindre  qui  passe  par  le 
même  point,  sont  des  tangentes  conjuguées.  C'est  ainsi  qoje  M.  Dupin  les  a  nommées ^  à 
cause  de  cette  propriété  réciproque,  que  l'une  étant  prise  pour  la  droite  du  cylindre  tan- 
gent, l'autre  est  la  tangente  de  la  courbe  de  contact.  Une  autre  propriété  des  tangentes 
conjuguées,  non  moins  remarquable,  est  celle-ci  :  «  En  chaque  point  d'une  surface  courbe 
«  quelconque,  tous  les  couples  de  tangentes  conjuguées^  sont  des  couples  de  diamètres 
«  conjugués  d'une  courbe  du  second  degré  unique;  les  axes  de  cette  courbe  sont  dirigés 
«  suivant  les  tangentes  des  lignes  de  plus  petite  et  plus  grande  courbure ,  au  point  de  la 
«  surface  que  Ton  considère»  »  (Voyez  les  articles  de  géométrie,  par  M.  Dupin  y  que  j'ai 
insérés  dans  la  correspondance  sur  TEcole  polytechnique,  et  Touvrage  qu'il  a  publié  en 
i8i3,  sous  le  titre  de  Développemens  de  Géométrie,  un  vol.  in-4^.) 
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CHAPITRE   I.  —  Stéréotomfe. 

§  I.    DEFINITION  ET  PROCÉDÉS  GÉNÉRAUX  DE  ]:«A  STÉRÉOTOMIE. 

I.  U  N  solide.est  défini,  lorsqu'on  donne  la  génération  et  la  position  respective 
des  surfaces,  qui,  par  leurs  intersections,  forment  les  arêtes  ou  les  contours  des 
faces  de  ce  solide.  Le  dessin^  ou  le  système  de  lignes  qu'on  obtient  en  projetant 
les  arêtes  d'un  solide  et  les  points  remarquables  des  faces  de  ce  solide,  sur  deux 
plans  rectangulaires,  se  nomme  le  trait  ou  \ épure  du  solide.  La  construction  de 
ce  dessin  est  une  application  immédiate  des  principes  qu'on  a  exposés  dans  la 
géométrie  descriptive,  et  principalement  de  la  méthode  par  laquelle  on  trouve 
l'intersection  de  deux  surfaces ,  dont  on  connaît  la  génération,  et  la  position, 
par  rapport  aux  deux  plans  de  projections.  Le  choix  de  ces  plans  est  encore 
plus  important  en  stéréotomie  qu'en  géométrie  descriptive  pure  (voyez  p.  109, 
art.  192,  liv.  i^').  Une  épure  de  stéréotomie  ayant  pour  objet  défaire  connaître  les 
dimensions  d'un  solide,  et  ces  dimensions  se  mesurant  en  général  sur  des  droites 
qui  joignent  des  points  déterminés  de  ce  solide,  il  faut,  autant  que  possible, 
que  les  plans  de  projections  soient  parallèles  aux  droites  sur  lesquelles  on 
mesure  le  plus  grand  nombre  de  dimensions. 

a.  On  exécute  les  corps  d'une  forme  déterminée  par  l'épure,  au  moyen  de 
machines  et  outils  qui  varient  suivant  les  qualités  physiques  des  matières  dont 
ces  corps  se  composent.  Cette  opération ,  purement  mécanique,  est  précédée  de 
constructions  géométriques,  au  moyen  desquelles  la  matière  passe  sans  tâton- 
nement, et  par  une  méthode  rigoureuse,  de  son  état  naturel,  aux  formes  les 
plus  composées,  qui  sont  déterminées  parle  trait,  ou  l'épure.  Cette  méthode, 
par  laquelle  on  trouve  la  figure  des  objets,  d'après  le  dessin  qui  les  représente, 
constitue  un  art  particulier,  qu'on  nomme  stéréotomie.. CtX.  art,  aussi  ancien 
que  l'architecture,  est  connu  de  ceux  qui  pratiquent  la  coupe  des  pierres  et  des 
bois ,  sous  le  nom  Ôl  appareil  ou  art  du  trait. 

Des  procédés  généraux  de  la  stéréotomie. 

3.  Quel  que  soit  le  solide  qu'on  propose  d'exécuter,  on  doit  le  diviser  en 
autant  de  parties  qu'il  est  nécessaire ,  pour  que  le  volume  de  chaque  partie  soit 
moindre  que  celui  du  solide  brut  dont  il  doit  être  formé ,  et  qu'on  suppose 
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donné.  Ce  mode  de  division  varie  pour  chaque  cas  particulier;  néanmoins  on 
lâche  toujours  de  satisfaire  à  ces  trois  oonditiom,  l^  que  les  arêtes  de  chaque 
partie  soient  ou  des  lignes  droites,  ou  des  cercles,  ou  des  courbes  faciles  à 
construire  par  points,  exempts  de  changemens  brusques  dans  leur  courbure  ; 

a^  Que  les  joints  de  deux  parties  consécutives  soient  ou  des  plans  ou  des 
surfaces  du  genre  de  celles  qu'on  a  définies  (p^  !^,  art.4^9  li^«  t),  et  quW  a 
nommées  surfaces  de  révolution ,  surfaces  développables ,  et  surfaces  réglées  ; 

3^  Que  les  angles  des  surfaces ,  en  un  point  quelconque  des  arêtes  formées 
par  les  intersections  de  ces  surfaces ,  diffèrent  le  moins  possible  de  Tangle  droit. 

4.  Les  arts  mécaniques  offrent  des  moyens  commodes  pour  exécuter  les  sur- 
faces planes,  développables,  réglées,  et  les  surfaces  de  révolution,  ainsi  que  pour 
ti^acer  des  lignes  droites  ou  des  cercles.  Cest  pourquoi  Ton  obtient,  en  remplfs- 
sant  les  deux  premières  conditions,  économie  dç  temps  et  de  main  d'oeuvre 
dans  le  travail  qui  a  pour  objet  de  donner  à  chaque  solide,  la  forme  détermi- 
née par  l'épure. 

La  solidité  des  constructions  est  le  motif  principal  de  la  trobième  condition. 
Deux  corps  contigus  étant  terminés  par  des  portions  d'une  même  surface,  et 
ayant  pour  joint  commun  une  seconde  surface  qui  coupe  la  première  suivant 
une  arête  commune  aux  deux  corps,  chaque  point  de  cette  arête  est  le  sommet 
de  deux  angles  ;  que  l'un  de  ces  angles  soit  obtus,  l'autre  sera  nécessairement  aigu. 

Or  il  est  très-important  d'exclure,  dans  un  système  de  corps,  ceux  dont  les 
fkces  font  entre  elles  de  petits  angles.  En  effet,  quel  que  soit  le  moyen  mécanique 
par  lequel  on  exécute  la  partie  d'un  corps ,  voisine  du  sommet  de  ces  angles , 
on  conçoit  facilement  que  la  moindre  pression  ou  le  plus  léger  choc  de  Toutil 
qu'on  emploie,  pourra  briser  cette  partie,  qui  ne  présente  qu'une  faible  résis- 
tance. Supposant  encore  à  celui  qui  dirige  l'outil,  assez  d'adresse  pour  éviter 
les  fractures,  le  solide  mis  sous  la  forme  déterminée  par  l'épure,  et  à  la  place 
qu'il  doit  occuper  dans  un  système  de  corps,  éprouvera  des  pressions  qui  ten- 
dront à  détacher  les  portions  où  il  y  a  le  moins  de  matière  ;  il  est  donc  néces- 
saire, pour  la  solidité  des  constructions,  de  n'employer  que  des  corps  dont  les 
faces  comprennent  entre  elles  des  angles  peu  différens  de  l'angle  droit. 

5.  Un  solide,  quelles  que  soient  ses  dimensions,  sera  toujours  divisible  en 
un  assez  grand  nombre  de  parties,  pour  que  chaeime  soit  formée  d'une  seule 
pièce.  Ayant  donné  à  chaque  partie,  la  figure  et  les  dimensions  déterminées  par 
l'épure,  le  système  de  toutes  les  parties  qu'on  aura  exécutées  isolément,  et  le 
solide  proposé,  seront  renfermés  dans  le  même  espace ,  et  terminés  par  des  sur- 
lieeir  i^entiqiiesc  irsnffit  d6iK7  <te  cenmAittr  en  stéréotomie,  èes  solide»  entiers, 
ée  dtMieMiott»  moindres^qne  ceA^de  la  matière  première  dont  on  doit  kf»  former. 

Av«M  ittiposet  lei  principes  généraux  dé  cet  art,  il  esf  viéceêsatre.  d'exa- 
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miner  le  cas  pAiticolier  où  le  corps  propcpsé  qu'il  fl^agil  d'exécuter,  est  un  solide 
4  faces  planes ,  ou  un  polyèdre. 

Bu  polyèdre ,  ou  solide  à  faces  planes. 


6.  Le  polyèdre  étant  défini,  on  peut  supposer  que  chacune  de  ses  arêtes  est 
détemiiiiée  par  ses  profections  sur  deux  plans  rectangulaires,  auxquels  le  solide 
est  rapportée  Les  arêtes  contenues  dans  un  même  plan  forment  le  contour  d'un 
polygone  <»  qui  comprend  une  face  du  solide.  Ayant  divisé  chaque  polygone 
en  triangles,  les  longueurs  des  c6lés  de  ces  triangles  sont  déterminées.  Cons« 
truisant  à  part  les  triangles,  et  les  réunissant  dans  le  même  ordre  où  ils  sont 
placés  sur  le  polygone ,  on  aura  évidemment  le  développement  d'une  face  du 
polyèdre  proposé. 

Ayant  développé  de  la  même  manière  toutes  les  faces  du  polyèdre,  on  cons» 
truira  les  angles  des  plans  qui  ont  pour  intersections  communes,  les  arêtes  du 
solide;  alors  Tépnre  ou  le  trait  sera  complet ,  et  voici  Fnsage  qu'on  en  fera. 

Après  avoir  soumis  la  matière  première^  pierre  ou  bois,  dcmt  cm  doit  former 
le  solide ,  à  une  action  mécanique  qui  dsvsse  Tune  de  ses  faces ,  c>st*à-dire ,  qui 
l'aplanit  <lans  on  sens,  on  trace  sur  cette  face  plane,  Tun  des  polygones  formés 
par  les  arêtes  du  solide  défini.  Le  plan  de  ce  polygone  fait  avec  les  plans  qui 
passent  par  ses  c6tés,  des  angles  dièdres  qui,  par  hypothèse,  sont  connus.  On 
dressera  enoore  la  matière  brute  dans  le  sens  de  ces  nouveaux  plans,  et  on 
rapportera  dans  chacun  d'eux  le  polygone  qu'il  contient. 

En  procédant  de  cette  manière,  on  exécutera  successivement  foutes  les  fiices 
du  solide  proposé ,  sous  les  angles  que  les  plans  de  ces  faces  font  entre  eux  ;  il 
est  évident  que  le  solide  ainsi  construit  aura  la  forme  déterminée  par  le  trait  ou 
l'épurer 

§  II.   DE  Lii  STÉRÉOTOMIE  APPLIQUÉE  A  UV  SOLIDE  QUELCONQUE  DÉFOrT. 

7.  Un  soKde  terminé  par  des  surfaces  courbes,  a  pour  arêtes  les  co«rbes  i 
double  courbure  qui  résultent  de  la  pénétration  de  ces  surfaces.  Chaque  arête 
érant  l'intersection  de  deux  faces,  il  peut  arriver  deux  cas,  ou  que  les  angles  de 
ces  faces,  qui  ont  poursommets  les  points  de  Tarête ,  soient  saillans  ou  rentrans. 
N'eus  considérerons  d'abord  le  solide  à  angles  saillans ,  sur  lequel  il  n'y  a  aucun 
aitgle  rentrant,  et  nous  le  supposerons  enveloppé  de  plans,  disposés  de  manière 
que  le  volume  du  potyèdre  compris  entre  ces  plans,  difiere  le  moins  possible 
vokime  du  soK^îe  proposé. 
On  exécutera  d'abord  le  polyèchre  enveloppe  d'après  ce  qtri  a  été  &l  prêté- 
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demment  (art.  6),  et  la  question  de  stéréotomie  qu'il  s'agit  de  résoudre,  consis- 
tera à  donner  au  polyèdre  la  forme  du  solide  proposé.  Pour  résoudre  cette 
question,  on  conçoit  que  les  surfaces  courbes  qui  contiennent  les  faces  du  solide  « 
et  dont  la  génération  est  connue  (art.  4a,  liv.  i®'),  soient  prolongées  jusqu'aux 
faces  planes  du  polyèdre.  Le  solide  et  le  polyèdre  étant  rapportés  aux  mêmes 
plans  de  projections,  les  projections  des  lignes  d'intersections  des  &ces  du  solide 
prolongées  et  des  faces  planes  du  polyèdre,  seront  déterminées  sur  lepure  ;  et 
après  avoir  construit  le  développement  de  chacune  de  ces  lignes,  on  pourra  la 
rapporter  sur  la  face  du  polyèdre  qui  la  contient.  Prenant  ces  lignes  tracées  sur 
le  polyèdre,  pour  les  directrices  des  génératrices  mobiles  des  faces  du  solide 
proposé,  la  construction  de  ce  solide  ne  dépendra  plus  que  d'une  opération 
mécanique,  qui  consistera  à  enlever  de  la  matière  du  polyèdre,  tout  ce  qui 
sera  en  dehors  de  l'espace  que  les  diverses  génératrices  parcourent ,  pour  en- 
gendrer les  faces  du  solide  proposé. 

Deux  lignes  suffisent,  pour  diriger  Je  mouvement  d'une  droite;  mais  lorsque 
la  génératrice  est  un  cercle ,  une  ellipse ,  et  en  général ,  une  courbe  plane ,  il 
faut  tracer  sur  l'une  des  faces  du  polyèdre,  les  intersections  successives  du  plan 
mobile  de  la  génératrice  courbe.  Connaissant  deux  points  de  cette  génératrice 
sur  les  lignes  directrices,  et  une  droite  du  plan,  qui  la  contient,  chacune  de 
ses  positions  est  déterminée. 

8.  Ce  mode  d'exécution  ne  convient  évidemment  qu'aux  solides  dans  lesquels 
il  n'y  a  pas  d'angles  rentrans  ;  car,  en  supposant  que  deux  faces  contiguês  com- 
prennent entre  elles  des  angles  de  cette  espèce,  leurs  prolongemens  enlèveront 
du  polyèdre  une  partie  du  volume  de  ce  solide^  qu'il  faut  lui  conserver  pour 
l'assimiler  au  solide  proposé. 

Dans  le  cas  où  il  y  a  une  arête  rentrante  sur  le  solide  proposé ,  on  dispose  le 
polyèdre,  enveloppe  de  ce  solide,  de  manière  que  l'une  de  ses  faces  plajies,  la 
plus  voisine  de  l'arête  rentrante ,  puisse  contenir  la  projection  orthogonale  de 
l'arête  entière. 

Au  moyen  de  cette  projection ,  et  des  distances  de  chaque  point  de  l'arête  à 
sa  projection,  on  trace  dans  l'intérieur  du  polyèdre,  l'arête  même,  que  l'on 
considère  comme  une  directrice ,  et  dont  on  se  sert  pour  engendrer  les  deux 
surfaces  qui  se  coupent  suivant  cette  arête. 

La  même  opération  se  répète  pour  toutes  les  arêtes  rentrantes  du  solide 
proposé. 

9.  L'une  des  faces  courbes  du  solide  étant  exécutée,  on  trouve  sûr  cette  face, 
les  arêtes  qui  la  terminent;  ce  qui  peut  se  faire  de  la  manière  suivante  : 

Ayant  marqué  deux  points  P  et  P*  sur  les  directrices  dont  on  s'est  servi ,  pour 
engendrer  la  surface  qui  contient  la  face  du  solide ,  on  connaîtra  ces  points  sur 
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répure,  et  leurs  distances  à  un  point  quelconque ,  donné  par  ses  deux  projec- 
tions. Décrivant  des  points  P  et  F  comme  centres,  avec  des  rayons  égaux  aux 
distances  de  ces  points  à  celui  qu'on  veut  rapporter,  des  courbes  sphériques , 
ces  courbes  se  rencontrent  sur  cette  face  au  point  demandé.  Répétant  cette 
opération  pour  les  sommets  des  angles  du  polygone  formé  par  les  arêtes  conte- 
nues dans  la  face,  ainsi  que  pour  d'autres  points  intermédiaires,  on  tracera  les 
arêtes  elles-mêmes. 

Cette  opération  s  applique  à  toute  espèce  de  surfaces  ;  mais  elle  se  simplifie , 
lorsque  la  face  du  solide  appartient  à  une  surface  réglée.  En  effet  un  point 
quelconque  de  cette  face  se  trouve  sur  une  droite  qui  coupe  Tune  des  direc- 
trices de  ia  surface  réglée,  en  un  autre  point  connu.  La  distance  de  ces  deux 
points  est  donnée  par  l'épure  ;  d'où  il  suit  qu'on  peut  la  rapporter  avec  le  compas, 
après  avoir  exécuté  la  surface,  sur  la  droite  de  cette  surface  qui  contient  les 
deux  points. 

10.  Lorsque  la  face  appartient  à  une  surface  développable,  on  déduit  de  l'é- 
pure (art.  89,  liv.  I*',  p.  49)  la  transformée  de  cette  face  sur  le  plan  de  déve- 
loppement. Cette  transformée  se  compose  des  transformées  des  courbes ,  ou  dés 
arêtes  qui  forment  le  contour  de  la  face. 

Ayant  tracé  le  contour  de  la  transformée  de  la  face  développable ,  sur  un  pkn 
flexible,  tel  que  du  carton ,  on  applique  ce  carton  sur  la  surface  développable 
qu'on  a  déjà  exécutée,  en  ayant  soin  que  deux  points  de  cette  surface  coïncident 
avec  les  mêmes  points  rapportés  sur  le  plan  flexible. 

En  coupe  des  pierres,  on  nomme  ia  transfohnée  d'une  face  développable, 
panneau. 

11.  Lorsque  la  matière  première  dont  on  forme  un  solide  est,  comme  la 
plupart  des  pierres,  d'un  prix  peu  élevé>  on  ne  s'assujettit  pas  à  la  condition 
de  prendre  pour  polyèdre  enveloppe,  celui  dont  le  volume  diffère  le  moins  pos- 
sible du  volume  du  solide.  Souvent  on  donne  à  ce  polyèdre  la  forme  d'un  pa- 
rallélipipède  rectangle  ;  alors  le  volume  de  matière  contenue  entre  lés  faces  du 
parallélipipède  et  celles  du  solide  proposé ,  est  augmenté.  Quoiqu'on  perde  cet 
excédant  de  matière ,  on  est  le  plus  souvent  dédommagé  de  cette  perte  par 
réconofliie  du  temps  et  de  la  main  d'oeuvre. 

13.  Il  y  a  des  cas  où  le  solide  à  exécuter  est  composé  de  faces  courbes  et  de 
£iices  planes.  Alors, ^ quel  que  soit  le  polyèdre  enveloppe,  il  sera  convenable, 
pour  économiser  la  matière,  que  le  plan  de  chaque  face  du  solide,  contienne 
aussi  une  face  de  ce  polyèdre.  Cependant  il  y  a  encore,  dans  cette  hypothèse, 
des  circonstances  où  l'on  préfère  le  parallélipipède  enveloppe^  qui  n'a  aucune 
face  dans  le  plan  de  l'une  des  faces  du  solide  enveloppé.  Dans  ce  cas,  le  mode 
d'exécution  de  ces  faces  ne  diffère  pas  de  celui  qu'on  a  exposé  (art.  7,  append.) , 
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et  qui  sapplique  également  aux  surfaces  courbes  et  aux  surfaces  planes  d'un 
solide. 

1 3«  En  ne  considérant  dans  le  parallélipipède  rectangle  ent^eloppe,  que  ses  faces 
extérieures,  on  l'appliqué  à  Un  autre  usage  dans  Fart  du  sculpteur;  il  sert  à 
copier  une  statue  avec  une  exactitude  rigoureuse.  Le  procédé  est  simple;  il  a 
pour  objet  d'obtenir  dans  l'intérieur  d'un  bloc  de  pierre ,  les  points  marqués 
en  tel  nombre  qu'on  veut,  sur  la  surface  de  la  statue  originale. 

4yant  mis  en  présence  la  statue  et  le  bloc  capable  de  la  contenir,  on  les  en- 
toure de  deux  châssis  égaux,  composés  d6  tringles  et  traverses,  les  unes  hori- 
zontales^ et  les  autres  verticales.  Les  sections  horizontales  de  ces  châssis  sont 
des  rectangles  égaux,  et  chacun  d'eux  est  compris  entre  quatre  plans  verticaux 
passant  par  les  côtés  de  ces  rectangles.  Les  tringles  et  traverses  portent  des 
échelles  linéaires ,  et  par  les  points  de  division  dç  ces  échelles ,  on  fait  passer  des 
fils  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et  forment  un  réseau  composé  de  petits 
carrés. 

De  chaque  point  marqué  à  la  surface  de  la  statue,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  l'un  des  plans  extérieurs  du  châssis  qui  l'enveloppe  ;  le  pied  de  cette 
perpendiculaire  correspond  à  un  point  déterminé  de  l'un  des  réseaux  du  même 
châssis.  Le  second  châssis  qui  enveloppe  le  bloc  étant  par  hypothèse  égal  au 
premier,  on  y  marque  le  pied  de  la  perpendiculaire  sur  ie  réseau  égal  et  parai* 
léle  à  celui  du  châssis  de  la  statue.  L'ouvrier  enfonce  une  mèche  au  moyen  d'un 
vilebrequin,  de  manière  qu'elle  passe  par  le  point  connu  du  réseau^  et  qu'elle 
s'arrête  dans  le  bloc,  à  une  distance  de  ce  réseau,  égale  à  la  longueur  connue 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  la  statue  sur  le  plan  du  châssis  qui 
Fenveloppe. 

En  répétant  cette  opération»  on  obtient  daas  l'intérieur  du  bloc  autant  de 
points  qu'on  veut,  et  la  position  respective  de  ces  points  est  évidemment  la 
même  que  celle  des  points  de  la  statue  qu'on  a  projetés  sur  les  plans  du  dbâssîs 
enveloppe  de  cette  statue* 

Conclusions. 

1 4«  Les  procédés  de  la  stéréotomie»  pour  donner  aux  matières  premières  les 
formes  déterminées  par  une  épure j,  consistent  d'abord  à.  trouver  un  polyèdre 
à  ÙLce%  planes,  capable  du  solide  proposée  Lorsque  ce  polyèdre  est  un  parallé- 
lipipède» le  vkode  d'appareil  ^e  jaotnm^.^néihode  par  équarrissement  ;  s'il  dif- 
fère du  parallélipipède  »  on  dit  qae  l'afipareil  se  fait  par  la  méthode  des  be^ 
veaux ,  ou  angles  dièdres.  {  Ces  deo^i  mots  angie  dièdre  et  bedeau  sont  syoo* 
nymes.  ) 
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L'instrument  dont  le  tailleur  de  pierres  fait  usage  pour  uaesurer  les  angles 
dièdres  se  nomme /àusse  équerre.  Il  est  composé  de  dçux  branches  en  bois, 
mobiles  sur  un  centre,  comme  les  deux  branches  d'un  compas.  On  place,  gu 
moyen  d'un  rapporteur,  les  deux  branches  sous  un  angle  donné,  et  On  les  fixe, 
en  tournant  Técrou  d'ufie  vis  placée  au  centre  de  rotation.  Un  premier  plan 
éUnt  exécuté,  l'un  des  côiés  de  la  fausse  équerre  s'y  applique  exactement ,  et 
se  meut  perpendiculairement  à  l'arête  de  l'angle  dièdre.  Dans  ce  mouvement , 
la  seconde  branche  de  l'équerre  doit  glisser  siur  le  second  plan,  et  alors  on  est 
assuré  que  Tangle  des  deux  plans  est  égal  à  celui  des  branches  de  la  fausse 

équerre. 

La  transformation  d'un  polyèdre  à  faces  planes ,  en  un  solide  à  £aices  courbes , 
se  fait  ou  par  les  panneaux  ^  lorsque  les  faces  sont  développables,  ou  par  le 
piquée  qui  consiste  à  rapporter  par  points^  sur  use  surface  donnée,  une  courbe 
de  cette  surface  dont  on  a  les  deux  projections.  L'art  de  l'appareilleur  consiste 
à  choisir,  dans  chaque  cas  particulier,  le  mode  d'appareil  le  plus  convenable , 
•qui  satisfait  le  mieux  aux  conditions  de  stabilité  9  à  l'économie  de  la  matière  et 
de  la  main  d'œuvre. 

Aux  quatre  modes  d'appareil  qui  conviennent  4  toutes  les  surfaces ,  il  faut 
ajouter  celui  qui  s'applique  aux  solides  de  révohition ,  et  qu'on  exécute  méca- 
niquement, au  moyen  du  tour.  C'est  ainsi  qœ  se  font  les  colotines,  lesbalustres 
en  pierre,  qui  décorent  les  balcons  de  maisons,  les  trottoirs  de  ponts,  etc.  Un 
patron  découpé  suivant  la  génératrice  méridienne  du  solide,  est  la  seule  figure 
nécessaire  pour  diriger  l'outil  du  tourneur. 


§  III.  APPLICATIOV  m  LA  STÉaEOTOHDB  1.  LA  COUPE  DES  PIERRES. 

i5.  Les  voûtes  se  composent  de  diverses  parties  qu'pn  nomme  voussoirs  ;Ia 
décompositicMU  d'une  voûte  eu  voussoirs,  et  l'art  de  donner  à  chaque  voussoir, 
la  forme  déterminée  par  l'épure  ou  le  trait,  sont  l'objet  spécial  de  ta  eoupe  des 
pierres. 

Le  nombre  de  voussoirs  d\me  voûte  est  toujours  impair,  et  le  voussoir  du^ 
rang  marqué  pau:*  la  moitié  de  ce  nombreaugmenté  de  la  deroi-nnité ,  se  nomme  ^ 
la  clef.  La  surface  d'une  voûte  se  compose  des  faces  visibles  et  contignéfs  des 
voussoirs,  qu'on  nomme  douelies.  Les  lignes  qui  forment  le  contour  de  la 
douelle  d'un  voussoir^  se  nomment  eu  général  arêtes  de  douelle.         , 

Les  voûtes  varient  de  forme  et  de  grandeur,  selon  le  monument  auquel  elles 
appartiennent,  et  suivant  la  destination  qu'elles  y  remplissent.  L'architecte  ou 
ringénieur  chargé  de  la  construction  d'un  édifice,  détermine  la  forme  et  la 
position  de  toutes  les  masses  de  cet  édifice,  en  se  conformant ,  autant  que  pos- 
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sible,  aux  règles  générales  du  goût.  L'appareiileur  considère  chaque  niasse  isolé- 
ment ,  et  la  divise  en  pierres  ou  voussoirs ,  en  ayant  égard  à  la  grandeur ,  à  la 
ténacité  des  matériaux ,  et  aux  conditions  de  stabilité. 

L'ordonnance  des  voûtes  doit  être  simple  et  régulière,  comme  celle  des  mo- 
numens,  dont  elles  font  partie;  mais  il  y  a  des  cas,  et  l'architecture  militaire  en 
offre  beaucoup  d'exemples,  où  l'on  est  obligé  de  construire  des  voûtes  très- 
irrégulières ,  qui  satisfont  à  des  conditions  essentielles,  mais  qui  ne  peuvent 
jamais  servir  de  décoration  extérieure. 

i6.  Quelle  que  soit  la  destination  d'une  voûte,  on  la  termine  ordinaire^ 
ment  par  l'une  des  trois  surfaces,  que  nous  avons  nommées  (page  a4)  surfaces 
réglées^  surfaces  déueloppables ,  surfaces  de  résrolution.  Il  y  a  deux  manières  de 
construire  les  voûtes  et  berceaux,  qui  consistent  à  employer  des  pierres  dé 
taille ,  ou  des  moellons ,  briques ,  etc. ,  qu'on  réunit  par  un  ciment. 

Lorsqu'on  emploie  la  seconde  manière ,  on  exécut^^  la  voûte  par  parties ,  enr 
soutenant  chacune  d'elles  au  moyen  d'un  système  de  charpente ,  dont  la  surface 
extérieure  est  de  même  forme  que  la  surface  intérieure  de  la  portion  de  voûte 
à  construire.  Aussitôt  que  les  cimens  ont  pris  consistance ,  on  enlève  la  char- 
pente, et  on  l'établit  au-dessous  de  la  portion  suivante,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à 
ce  que  toute  la  voûte  soit  construite.  On  peut  d  ailleurs  se  servir  d'un  système 
de  charpente  qui  soutienne  la  voûte  entière. 

1 7.  Lorsque  des  voûtes  se  rencontrent  et  se  pénètrent,  l'appareil  de  ces  voûtes 
se  fait  de  manière  que  certains  voussoirs  appartiennent  à  plusieurs  voûtes ,  et 
sont  terminés  par  plusieurs  surfaces. 

Les  procédés  des  appareilleurs  se  modifient,  dans  chaque  cas  particulier, 
selon  la  forme  et  la  grandeur  des  voûtes*  Les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  la  coupe 
des  pierres,  ont  distingué  cinq  espèces  de  voûtes,  qu'ils  ont  norstmées portes ^ 
voûtes ,  descentes ,  trompes ,  escaliers. 

Nous  ferons  connaître,  par  des  exemples,  chaque  espèce  de  voûtes. 

Les  voûtes ,  quelles  que  soient  leurs  formes ,  sont  soutenues  par  des  murs 
qu'on  nomme  pieds  droits. 

18.  De  tous  les  pieds  droits,  le  plus  simple  est  un  mur  droit,  compris 
entre  deux  plans  verticaux  parallèles ,  dont  la  distance  mesure  l'épaisseur. 
Des  plans  horizontaux  et  d'autres  plans  verticaux,  parallèles  entre  eux  et  per- 
pendiculaires aux  faces  du  mur,  le  divisent  en  parallélipipèdes  rectangles.  On 
nomme  assise  la  partie  du  mur  comprise  entre  deux  plans  horizontaux  consé- 
cutifs, et  les  joints  verticaux  d'une  assise  ne  sont  pas  les  joints  de  l'assise  qui 
la  suit  ou  la  précède;  on  les  alterne,  afin  de  recouvrir  les  joints  d'une  rangée 
de  pierres,  par  les  faces  des  pierres  de  la  rangée  suivante.  Quelle  que  soit  la^ 
forme  d'un  mur,  le  recouvrement  des  joints  est  nécessaire,  tant  pour  conserver 
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les  cimens  que  pour  donner  au  système  de  pierres  qui  composent  le  mur,  la  so- 
lidité qu'il  aurait,  s'il  était  formé  d'une  seule  pierre. 

19.  La  plupart  des  pierres  qu'on  emploie  dans  les  constructions,  proviennent  de 
carrières ,  où  elles  sont  rangées  par  couches  parallèles.  Comme  c'est  dans  le  sens 
perpendiculaire  aux  couches  que  la  pierre  est  capable  de  la  plus  grande  résis- 
tance, il  est  très-important  que  dans  un  mur  droit,  comme  celui  dont  on  vient 
de  parler,  le  sens  de  ces  couches,  qu'on  nomme  le  lit  de  la  pierre ^  soit  hori- 
zontal; et  lorsqu'une  pierre  d'une  forme  déterminée  doit  entrer  dans  une  voûte , 
il  faut,  par  la  même  raison,  que  le  lit  de  cette  pierre  soit  dans  une  direction 
perpendiculaire  à  la  résultante  des  pressions  qu  elle  doit  supporter. 

Si  la  substance  de  la  pierre  est  homogène,  le  sens  dans  lequel  on  doit  la 
placer,  pmir  en  former  un  voussoir  ou  le  polyèdre  enveloppe  de  ce  voussoir, 
n'est  déterminé  que  par  la  comparaison  des  volumes  du  polyèdre  enveloppe  et 
de  la  pierre  brute,  lesquels  doivent  différer  le  moins  possible  entre  eux,  pour 
économiser  la  matière. 

Lorsque  les  pierres  ont  été  extraites  d'une  carrière,  où  elles  sont  rangées  par 
couches  horizontales  ou  inclinées ,  on  nomme  la  face  d'une  pierre ,  parallèle  à 
la  surface  qui  sépare  deux  couches  consécutives,  le  lit  de  la  pierre.  L^appareilleur 
Élit  d'abord  dresser  ce  lit,  de  manière  que  cette  face,  sensiblement  courbe^ 
devienne  un  plan  exact. 

Le  procédé  que  suit  le  tailleur  de  pierres  pour  exécuter  une  surface  plane , 
mérite  d'être  connu.  Son  outil  principal  est  un  marteau  à  deux  tranchans  iné- 
gaux en  largeur.  A  l'aide  du  petit  tranchant,  il  forme  sur  les  deux  bords  conti- 
gus  delà  pierre,  deux  bandes  planes  delà  largeur  au  plus  de  ce  tranchant,  sur 
lesquelles  il  trace  deux  lignes  droites  qui  se  rencontrent  sur  la  ligne  d'inter- 
section des  deux  bandes.  Regardant  ces  droites  comme  des  directrices  fixes,  il 
fait  glisser  l'arête  d'une  règle  en  bois  sur  ces  directrices ,  et  il  ôte  de  la  pierre 
tout  ce  qui  empêche  la  règle  de  s'appliquer  exactement  dans  tous  les  sens  sur 
les  droites  qui  dirigent  cette  règle  dans  son  mouvement. 

ïiàO.Quel  que  soit  le  voussoir  d'une  voûte  qu'il  s'agit  d'exécuter,  on  peut  toujours 
prendre  ipoxxv  ^on  polyèdre  enveloppe^  un  solide  dont  une  face  soit  parallèle  au 
plan  du  lit  de  la  pierre ,  dont  la  position  par  rapport  au  voussoir  est  déterminée. 
Cette  première  face  étant  donnée,  on  y  trace  le  polygone  formé  par  les  plans 
des  faces  qui  lui  sont  adjacentes,  et  on  achève  le  polyèdre  enveloppe  par  la 
méthode  qu'on  a  exposée  (art.  6,  append.). 
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CHAPITRE  IL  — Coupe  i>es  Pierres. 

§  I.  des  portes. 

ai.  Les  portes  sont  de  petites  voûtes  pratiquées  dans  Tépaisseur  d'un  mur, 
et  destinées  à  couvrir  uu  passage,  ou  à  éclairer  Tintérieur  d'une  voûte.  Les 
voûtes  et  les  portes  qui  se  pénètrent,  ou  se  rachètent,  ont  leurs  naissances  dans 
le  même  plan  horizontal. 

Porte  droite. 

!2a.  La  porte  la  plus  simple,  qu'on  nomme  porte  droite  en  plein  cintre^  est 
pratiquée  dans  l'épaisseur  d'un  mur  droit,  compris  entre  deux  plans  verticaux 
parallèles.  La  surface  de  cette  porte  est  un  demi-cylindre  à  base  circulaire , 
tangent  aux  plans  des  pieds  droits ,  qui  sont  verticaux  et  perpendiculaires  aux 
faces  parallèles  du  mur. 

Ayant  divisé  le  demi-cercle  en  un  nombre  impair  de  parties  égales,  on  mène  par 
les  points  de  division,  des  droites,  qui'sont  (art.  1 5,  append.)  des  arêtes  de douelles. 
Les  plans  menés  par  les  arêtes  de  douelles  et  par  l'axe  du  cylindre  droit,  sont 
perpendiculaires  à  la  sur&ce  de  ce  cylindre,  et  se  nomment  plans  de  joints^ 
^  Doniiant  la  même  largeur  à  tous  les  joints,  chacun  de  ces  joints  est  un  parallé* 
logramme  rectangle,  dont  deux  côtés  sont  égaux  aux  arêtes  de  douelles,  et  la 
distance  de  ces  côtés  parallèles  est  égale  à  la  largeur  du  joint. 
.  Les  voussoirs  de  la  porte  doivent  se  lier  aux  pierres  du  mur  droit  ;  mais  cha- 
que pierre  de  ce  mur  est  un  parallélipipède  à  faces  horizontales  et  verticales  ^ 
c'est  pourquoi  le  voussoir  de  la  porte  est  un  prisme  qui  a  pour  section  droite , 
uii  polygone  de  cinq  côtés ,  formé  d'un  arc  de  cercle ,  de  deux  portions  égales 
des  rayons  de  ce  cercle  menés  par  les  extrémités  de  farc^  et  de  deux  droites , 
l'une  horizontale,  l'autre  verticale.  La  longueur  du  voussoir  est  égale  à  l'épais* 
seur  du  mur.  Ce  polygone  est  marqué  des  lettres  a,  â,  c,  dj  e^  sur  la  planche 
coupe  des  pierres ^^  porte  n®  i ,  profil. 

Lorsque  Tépaisseur  du  mur  est  trop  grande,  et  les  dimensions  des  maté- 
riaux trop  petites ,  pour  que  les  voussoirs  soient  d'un  seul  morceau  dans  le  sens 
de  leur  longueur,  on  les  subdivise  par  des  plans  verticaux  perpendiculaires  aux 
arêtes  de  douelles,  ayant  soin  que  les  joints  verticaux  de  deux  voussoirs  con- 
sécutifs ne  soient  pas  dans  le  même  plan. 

Les  portes  de  Saint-Martin  et  Saint-Denis  (à  Paris),  sont  des  portes  droites." 


appeitdick. 
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Porte  biaise^  en  talus ^  rachetant  un  berceau  cylindrique. 

Définition. 

si3.  Lé  berceau  cylindrique  est  exécuté  en  moellons  (art.  6,  append.)  ;  il  est 
racheté  par  une  porte  cylindrique.  Les  droites  génératrices  des  surfaces  du 
berceau  et  de  la  porte,  sont  horizontales,  et  leurs  projections  sur  un  plan 
horizontal  se  coupent  à  angle  droit. 

L'ordonnance  de  la  petite  voûte  ou  de  la  porte  n^  r ,  est  la  même  que  pour 
la  porte  droite,  ambcde  est  la  section  droite  de  Fun  des  voussoirs.  Voici  la 
différence  des  deux  portes.  La  porte  droite  est  pratiquée  dans  l'épaisseur 
d'un  mur  droit  :  la  porte  n^  i  est  terminée  d'un  bout  par  la  surface  cylindrique 
du  berceau,  de  l'autre  à  la  face  plane  d'un  mur  dit  biais  tX  en  talus.  On  nomme 
mur  en  talus  celui  qui  est  terminé  par  deux  plans ,  l'un  vertical,  et  l'autre  in- 
cliné à  l'horizon;  et  lorsque  les  lignes  droites,  intersections  de  ces  plans  par 
un  plan  horizontal,  ne  sont  pas  parallèles,  le  mur  est  biais  et  en  talus.  La  face 
verticale  du  mur  qui  sert  de  pied  droit  au  berceau  cylindrique,  est  tangente  à  ce 
berceau  ;  l'autre  face  est  biaise  et  en  talus  :  c'est  pourquoi  la  porte  n^  i ,  pra- 
tiquée dans  l'épaisseur  de  ce  mur,  se  nomme  porte  biaise  ^  en  talus,  radietant 
un  berceau  cylindrique* 

ConstrucUon  de  V épure. 

ikl\.  Ayant  pris  pour  plan  horizontal  de  projections,  le  pbni  des  naissances  de 
la  porte,  et  du  berceau  racheté  par  cette  porte,  on  y  projette  les  lignes  suivant 
lesquelles  la  sur£aice  cylindrique  de  la  porte ,  et  les  faces  de  chaque  voussoir  de 
cette  pcMe,  sont  coupées,  i^  par  la  surface  cylindrique  du  berceau;  '^  par  la 
face  du  mur,  biaise  et  eu  talus.  Chaque  voussoir  étant  donné  sur  le  profil,  par 
une  section  droite  telle  que  amboie^  la  construction  de  ces  lignes  d'intersec- 
tions, se  fait  de  la  manière  indiquée  (ai^t.  193,  livre  i®')« 

On  déduira  du  plan  et  du  pt*ofil,  1«  développement,  1^  de  la  surface  cylin- 
drique de  la  porte ,  qui  contient  tous  les  panneaux  de  douelles  de  cette  porte  ; 
a^  des  joints  correspondans  à  chaque  douelle. 

Les  panneaux  de  douelles  et  de  joints  sont  construits  pour  quatre  espèces 
de  portes  cylindriques,  qui  ont  même  profil ,  et  qu'on  nomme  : 

I®  Porte  droite; 

a®  Porte  droite ,  rachetant  un  berceau  cylindrique  ; 
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3®  Porte  biaise,  rachetant  un  berceau  ; 

4^  Porte  biaise  et  en  talus,  rachetant  un  berceau* 

On  a  fait  tourner  chaque  plan  de  joint,  autour  de  l'arête  de  douelle  contenue 
dans  ce  plan.  Quoique  les  panneaux  de  douelies  et  de  joints  soient  réunis  sur 
le  même  plan  de  développement,  on  distingue  néanmoins  sur  la  figure,  chaque 
douelle  et  les  deux  joints  du  voussoir  adjacens  à  cette  douelle.  C'est  pourquoi 
cet  arrangement  de  la  figure  des  panneaux,  a  été  adopté  pour  toutes  les  épures 
de  voûtes  à  surfaces  cylindriques  ou  développables. 

■ 

application  du  trait  sur  la  pierre. 

a5.  Prenons  pour  exemple  le-voussoir  de  la  porte  biaise,  en  talus,  rachetant 
un  berceau,  dont  la  section  droite  est  le  polygone  de  cinq  côtés  ambcde.  Le 
plan  ÂBCD  et  le  profil  dfgh  font  connaître  les  dimensions  d'un  parallélipipède 
rectangle  capable  de  contenir  ce  voussoir.  La  longueuh  AB  ou  CD  de  ce  solide 
est  au  moins  égale  à  la  droite  Ce'  de  la  projection  horizontale  a'b'ddéC  du 
voussoir. 

Ayant  exécuté  le  parallélipipède  {KSCDy/gdK)^  ou  rapportera  sur  ses  deux 
faces  verticales  et  parallèles  AD,  BC,  \e  panneau  de  tête  ambcde;  ce  qui  don- 
nera le  moyen  de  le  transformer  en.  un  prisme  de  la  longueur  AB  ou  DC,  et  de 
la  base  ou  section  droite  {ambcde). 

Appliquant  les  panneaux  de  douelle  et  de  joints  sur  les  faces  correspondantes 
du  nouveau  solide,  on  aura  les  contours  du  voussoir  entier  de  la  porte  n^  i. 
Ces  contours  servent  de  directrices  aux  génératrices  des  surfaces  qui  terminent 
le  voussoir. 

Le  plan  et  le  /^fv^!/  donnent  un  autre  prisme  qui  diffère  moins  du  voussoir 
de  la  porte ,  que  le  parallélipipède  rectangle.  Ce  prisme  a  pour  section  droite 
le  polygone  rectiligne  abcde,  et  pour  longueur4a  droite  AB  ou  CD.  Ce  prisme 
étant  exécuté,  il  est  facile  de  voir  comment  on  lui  donnera»  au  moyen  des 
panneaux  de  douelle  et  de  joints  de  chaque  voussoir,  la  fcM*me  de  ce  voussoir. 
Le  solide  qu'on  obtiendra  sera  terminé,  i^  par  quatre  plans  perpendiculaires 
au  plan  à\x  profil  y  et  désignés  sur  ce  profil,  par  les  Coites  ae,  bcy  cd,  de; 
a^  par  un  cinquième  plan ,  biais  et  en  talus  ^  qui  contient  la  face  dont  la  projec- 
tion horizontale  estdm'b'c'd ;  3^  par  les  deux  surfaces  cylindriques  de  la  porte  et 
du  berceau  racheté  :  d'où  il  suit  que  la  surface  entière  du  voussoir  se  compose 
de  cinq  faces  planes ,  et  de  deux  faces  courbes;  que  le  nombre  des  arêtes  de  ce 
voussoir  est  de  quinze ,  dont  dix  sont  des  lignes  droites ,  quatre  des  courbes 
planes,  et  la  quinzième  est  la  courbe  à  double  courbure,  intersection  des  deux 
faces  courbes  cylindriques. 
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Porte  en  tour  ronde ,  biaise  y  en  talus  ^  rachetant  un  berceau  sphérique. 

Définition, 

a6.  On  nomme,  en  coupe  de  pierres  ^  i^  mur  en  tour  ronde ^  celui  qui  est  ter- 
miné par  deux  cylindres  droits  concentriques,  à  bases  circulaires;  a^  mur  en  tour 
ronde  y.  en  talus,  celui  qui  est  compris  entre  un  cylindre  droit  et  un  cône  droit, 
dont  les  sections  horizontales  sont  des  cercles  concentriques  ;  y  porte  en  tour 
ronde,  en  talus ,  une  porte  de  même  profil  que  la  précédente  n^  i ,  pratiquée 
dans  l'épaisseur  d'un  mur  en  tour  ronde  y  en  talus,  et  située,  par  rapport  à  ce 
mur,  de  manière  que  l'axe  de  sa  surface  cylindrique,  qui  est  horizontal,  passe 
par  l'axe  vertical ,  commun  au  cylindre  droit  et  au  cône  droit  qui  terminent 
le  mur.  Lorsque  ces  deux  axes  ne  se  rencontrent  pas,  la  porte  est  dite  en  tour 
ronde,  en  talus  et  biaise. 

On  suppose  que  l'espace  renfermé  dans  le  cylindre  droit  du  mur  en  tour 
ronde  y  en  talus,  est  couvert  par  un  berceau  sphérique  construit  en  moellons, 
dont  la  naissance  est  dans  un  plan  horizontal  donné.  Ce  plan  coupe  le  cylindre 
droit  suivant  un  cercle,  que  l'on  prend  pour  le  grand  cercle  de  la  sphère  qui 
termine  le  berceau.  La  porte  n®  a  ayant  sa  naissance  dans  le  même  plan ,  elle 
rencontre  ou  rachète  le  berceau  sphérique  ;  c'est  pourquoi  on  la  nommeporte 

en  tour  ronde  y  biaise  y  en  talus,  rachetant  un  berceau  sphérique. 

* 

Construction  de  V épure. 

27.  L'épure  se  compose,  comme  pour  la  porte  n^  i ,  de  trois  parties ,  \t  profil  y 
le  plan ,  et  le  développement  des  panneaux. 

Le  plan  du  profil  est  perpendiculaire  à  l'axe  du  cytindre  de  la  porte  ;  on  prend 
pour  \eplan  de  projections  horizontales,  celui  des  naissances  de  la  porte  et. du 
Jberceau  racheté.  Les  lignes  à  projeter  sur  ce  dernier  plan,  sont  les  intersections 
de  la  surface  cylindrique  de  la  porte ,  et  des  faces  de  chaque  voussoir  de  cette 
porte,  I®  par  la  surface  sphérique  du  berceau;  ^^  par  la  face  conique,  du  mur 
en  tour  ronde,  en  talus.  Chaque  voussoir  est  déterminé  sur  le  profil  par  sa  sec- 
iion  droite  {ambcde).  La  construction  de  ces  lignes  se  fait  de  la  manière  indiquée 
(art.  195,  liv.  I*'). 

On  déduira  du  plan  et  du  profil,  le  développement,  i^.de  la  surface  çylin* 
drique  de  la  p<Mrte,  qui  contient  tous  les  panneaux  de  douelles  de  cette  porte; 
a^  des  joints  correspondans  à  chaque  douelle. 
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Les  panneaux  de  douelles  et  de  joints  sont  construits  pour  quatre  cas  diffé- 
rens,  et  donnent  le  moyen  d'appareiller  les  voussoirs  des  portes  suivantes: 

I  ^  Porte  en  tour  ronde ,  biaise  ; 

a^*  Porte  en  tour  ronde ,  biaise ,  en  tahis  ; 

3^  Porte  en  tour  ronde,  biaise,  rachetant  un  berceau  sphérique  ; 

4^  Porte  en  tour  ronde,  biaise,  en  talus,  rachetant  un  berceau  sphérique. 

Les  droites:  qur  s^ppartieiinent  9mac  Gontouvs<  de  ces  panneaux ,  ou  qui  servent 
à  e^BStranie  le»lîg;iies>  conrbes  de  ces  contowS',  sont  horiflUMitales  ;  c'est  poiir 
arvoir  dîvectemevtl  leurs^kMagoeurs»,  qo'ooaprisi  le  plan  horizontal  des  naissances 
.  de»  porte»  nP*  i  ^Hy/pomt  Tua  des  plans  de  profections* 

jàpplittUion  du  trait  sur  la  pierre. 

a8«  Cette  applscatioii  se  feit  comme  pc«r  la  povte  préeédeote^  On  exécuta 
d-abord  tin  paraHélîpi|)ède  rectaft^  ou  un  prisme  dvoh  àook  la  base  est  un 
polygone  rectiligne  de  cinq  côtés  abcde;  on  change  ce  prisme  e»  «n  autre  qui 
ne  di£fièiredu  premier  qoe  par  une  face  cytedBiqiie'iiMvqxtéeaur.  profil  amb,  qui 
re»f)llaee-  le  pfan  aé.  En  applixfttantsur  ce  prisme  les  pauneaux  de  cbcmlleet  de 
joints  relatife  à  chaNfue  voussoîv,  oni  donne  à  ce  vousaoir  b  %ure  détensinée  par 
l'épure. 

De  la  figure  &un  vous  soir  de  la  porte  n?  n. 

29.  Le  voussoîr  ayant  p^nir  proâl^  lie  polygone  amkcde,  étant  de  plus  compris 
entre  la  surface  intérieure  du  berceau  sphérique ,  et  la  surface  extérieure  du 
mur  en  tour  ronde ,  en  talusv  sa  forme  sersN*  entièf ement  déterminée.  Mais  il  y 
a  une  modification  de  cette  forme ,  qui  résuite  de  ce  que  la  face  verticale  marquée 
Àr  profil  cd,  au  ptîMt  e'd^y  n'est  pas*  prolongée  jvsqo'au  berceaai  sphérique , 
qu'elle  couperait  trop  obliquement.  Par  ]»  poînC  (e,  d'),  intierseetion  de  Thori- 
8iontale(<;'£/',  c)  de*  cette  face  et  dw  berceau  spbériqne,  on  mène  un  plan  vertical 
marqué-  au  plaei  dX^ ,  qui  est  dirigé  vers  le  centre  du  berceau ,  et  qui  contient  la 
faM:e  àiit  voussoîr  AoM  le  développement  est  le  triangle  ifd*M\  (amné  de  deux 
droites  (fd'',  d*  k'  respectivement  égales  à  €d^  d'k^  etd'imarcc'^^'  à»  grand 
cercle  dir  bereeaiv  sphéricpaie  eoMenu  dans  le  plan  vertical  dfX.  La  face  verticate 
^di^  qu'on  noamiuf  parement,  est  représentée  dans  sa  véritable  graiidieor,  fig.  p. 
EUe  se  compose-  de  deux:  hori»»»0ales ,  d'une  vertfieate  égale  k  cd\  et  d'un*  are 
d'hyperbole  yS^^  intersection  du  cône  droit  du  mur  en  tour  ronde  j  en  talus,  %t 
An  plan:  vertical  ddi. 

Kfous  pouvons*  maiotàiant  faire  Jr'érmniiération'  des^  faces  elr  des  arétes'  db 
voussoir  de  la  porte  n®  a. 
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i"  Cinq  iaoes  fiamtê^  do«fc  cpiatre  perpydicufaires  ml  plan  du  profil^  y  «ont 
représentées  par  les  droites  àc,  od^  ée^  ae^  et  la  cinquièBie  vertic^  a  pour 
trace  sur  le  pian  horûsontal ,  la  dfioîie  él*Â'^ 

2^  Trois  feices  comices  situées ,  l'wie  sur  le tàme  <pii  tecmme  le fBoriCKfténeu- 
rement ,  «t  les  deux  aulves  sur  les  cylindres  de  la  portent  du  iieroean. 

^^  Dix-sept  arêtes,  dont  sepC  «ont  des  lignes  droites^  4tuitdes  conAt^  plUMs, 
et  les  deux  dernières^  des  courbes  à  double  courbniie,  intersections  des  tiob 
Êices  courbes. 

Porte  ir**  3. 

Arrière-voussuré  de  Marseille. 

3o.  La  porte  qu'on  nomme  arrière^oussure  de  Marseille^  se  compose  d^uxie 
porte  droite  fM*ati<jpiée  dans  l'épaisseur  d'un  mur  droit,  et  d'une  petite  voûte  ou 
voussure^  desjduaée  à  couvrir  l'évasement  de  cette  porte.  L'objet  de  l'é^asement 
est  de  faciliiter  l'entcée  des  voitures,  et  d'empêcher  qu'elles  ne  choquent  les 
venteaux  en  bois,  qui  doivent  fermer  la  porte  droite  en  pierres. 

ht  plan  hcMizontal  des  naissances  de  la  porte  droite  coupe  le  mur  qui  sert 
de  pied  droit  à  cette  porte;  la  section  (y%:  i)  est  <x)mposée  de  deux  parties 
XabcdéYf  Xa'à'dd'efY,  égales  et  symétriquement  placées  par  rapport  à  l'axe  a  fi 
de  la  sur^fece  cyiindriqfue  de  la  porte  droite.  Cette  porte  ne  couvre  que 
la  partie  du  passage ,  comprise  entre  les  deux  plans  verticaux  XX',  cc\  Elle 
Vêlar.git  d'une  quantité  ^c,  ou  b'c^  pour  couvrir  l'espace  compris  eutre  les  deux 
plans  verticaux  cc'j  dd\  qui  doit  être  occupé  par  les  venteaux  destinés  à  former 
la  porte  droite.  Ces  venteaux  tournent  sur  des  gonds  placés  dans  les  angles  bcdy 
b'dd!  de  la  feuiUwe^  laquelle  a  pour  génératrice,  le  système  des  deux  droites 
égaies  et  reyctangulaires  bc^  cd  ou  bd^  dd'  tournant  autour  de  l'axe  a/3  de  la 
surface  cylindrique  de  la  porte. 

5i.  L'élargissement  de  la  porte  droite  est  suivi  d'un  éuasement  qui  est  déter- 
miné par  l'angle  des  deux  droites  ec/,  de^  ou  dd',  d'd.  Varrière^vcussure  couvre 
l'espace  compris  «ntre  les  deux  plans  verticaux  dd\  eé  ;  la  section  de  cet  espace 
par  le  plan  des  naissances  de  la  porte  droite^  est  le  trapèze  dà!eé.&o\Xxod  (Jîg.  %) 
la  trace  horizontale  d'un  plan  vertical  parallèle  aux  faces  XX',  YY'  du  mur.  La 
première  surface  de  l'amère-voussure  a  pour  génératrice  une  ligne  drcMte,  dont 
ehaque  position  est  déterminée  par  ces  trois  conditions,  i^  de  passer  par  le 
cercle  vertical  de  la  feuillure ,  du  diamètre  dd'  ;  a^  d'être  coupée  par  le  plan 
vertical  Y€en£\  suivant  un  arc  de  cerele  (ee',  hlX)  {fig.  i  et  a),  dont  le  centre  est 
«ur  la  verticale  {a^  |8a7);  3^  de  passer  par  l'axe  horizontal  ojS. 


a84  GEOMEtHIE    DESCRIPTIVE. 

3a.  L'arrière-voussure  et  la  feuîUure  ont  les  mcmes  plans  de  joints  que  la 
porte  droite  ;  et  parce  que  tous  les  plans  de  joints  de  cette  porte  passent  par 
l'axe  a  fi,  il  s'ensuit  qu'ils  coupent  la  sur£Bice  de  l'arrière-youssure  suivant  des 
lignes  droites,  qui  sont  les  arêtes  de  doueUe  de  cette  voussure. 

Le  joint  normal  à  la  surface  de  l'arrière-voussurevsuivant  une  arête  de  douelle, 
.serait  (page.  a3o,  art.  167,  liv.  a)  un  paràboloide  ^  à  cause  de  la  petitesse  dé  la 
voûte^  on  eh  simplifie  la  construction,  en  prenant  pour  Joinls  de  douelies ,  les 
prolongemens  des  joints  de  la  porte  droite.  ' 

« 

Des  surfaces  réglées  de  Varrière^voussure. 

33.  Supposons  d'abord  que  l'arc  de  cercle  {ee\  hlA),  qui  sert  de  directrice  à 
1^  droite  génératrice  de  la  première  surface  de  Tarrière-voussure ,  soit  donné.  Cet 
arc,  quel  qlie  soit  son  rayon,  sera  coupé  par'  les  verticales  des  plans  d'ébra- 
sement  (è,  th),  (e\  i'^),  en  deux  points;  les  plans  menés  par  ces  points  et  par 
l'àxè  et  fi' de  la  porte  droite,  coupent  le  cercle  de  la  feuillure  dd*  [fig  i)  ,  aux 
deux  autres  points  (/,  s),'(q\  q)  :  ces  quatre  points  déterminent  la  position  et 
les  longueurs  dés  droites  extrêmes  (e^',  hs)^  (e'^',  kq)  de  la  première  surface  de 
l'arrière- voussure  ;  d'où  il  suit  que  cette  surface  couvre  seulement  Tespace  qui 
.  correspond  à  la  partie  eés'(^  du  trapèze  cdéd\ 

Deux  autres  surfaces  réglées ,  dont  les  génératrices  passent,  comme  pour  la  pre- 
mière surface,  par  le  cercle  de  feuillure  Vfrf'  {fig*  ^)  ^*  P^^  ï^ne  a/3  de  la  porte 
droite,  couvrent  les  espaces  correspondans  aux  deux  triangles  eds\  éd'q'  j  elles 
ont  pour  directrices  des  cercles  de  même  rayon,  donnés  dans  les  plans  d'ébrase- 
ment  de^  dé  {fig.  i).  L'un  de  ces  cercles  passe  par  lé  point  ^,  et  a  son  centre 
sur  la  drbrté  rfe;  l'autire  passe  par  le  poiÂt  if ,  et  a  son  centre  sur  la  droite  dé. 
Le  rayon  de  Ces  cercles  est  au  nioins  égal  à  la  moitié  de  la  largeur  dd  de  la 
{feuillure;  s'il 'était  plus  petit,  les  vetiteaux  en  bois,  qui  sont  formés  de  deux 

quarts  de  cercle  .dja  TSLjon  df,.o\x  d/=  —  ,.et  qui  tournent  autour  des  ver- 
ticales £?;  é/',  ae  pourrai^t  pas  s^appliqûer^  contre  les  plans  d'ébrasànent.  Soit 
^ùik  {fig.  3)  le  cercle  donné  dans  le  plan  de  Fébrasement  dé  {fig.  i).  Ayant 
porté  la  largeur  ii'^  {fig.  i)  dé  Tébrasement,  en  ^é'  {fig.  3),  la  verticale  é'k 
détermine  l'arc  dé  cercle  i^lyk'  de  la  seconde  surface  de  l'arrière -voussure, 
et  par  conséquent  le  plan  tangent  à  cette  surface  au  point  (e',  k)  {fig.  i,  a), 
ou  k'  {fig.  3)  du  phn  de  Fébrasement.  Cet  aw:  i'I^k'  du  plan  de  Fébrasement  étant 
coànu,  on  en  déduit  celui  de  la  première  sur&ce  de  Farrière-voussure,  qui  est 
contenu  dans  le  plan  vertical  YT,  par  la  condition  que  les  deux  surfaces  se  rac- 
cordent suivant  la  droite  {éq'r^  ^9^)^  ^l^i  leur  est  commune.  En  effet  ces  deux 
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surfaces  ont  déjà  les  nlénies  plans  tangens,  aux  deux  points  (r,  a'),  (q',  q)  de  cette 
droite  ;  il  suffit  donc  (page  i8/j,  art.  i84|,  liv.  i*^),  pour  quelles  se  raccordent 
suivant  la  droite  entière,  qu'elles  aient  un  plan  tangent  commun  au  troisième 
point  (e',  /),  ou  ^  (Jîg.  3)  :  or  le  plan  tangent  en  ce  point  A\  de  la  seconde  sur- 
&ce,  passe  par  la  tangente  km  à  l'arc  ^l^k'  donné  dans  le  plan  d'ébrasement  €f  e, 
(y%*  i)  9  ^t  celle  tangente  coupe  la  verticale  {d\  J'm)  au  point  (d\  m) ;  d'où  il  suit 
que  le  plan  tangent  coupe  le  plan  dd'  (^g.  i)  du  cercle  de  la  feuillure  suivant 
la  droite  {q'd\  qm)  yîg.  (i  et  a),  et  par  conséquent  le  plan  parallèle  YY'  (y&.  i) 
de  la  face  du  mur,  suivant  une  parallèle  (YY',  Âni).  La  perpendiculaire  Ae^  à  Ânî 
coupant  la  droite  a' fi  en  un  point  de  la  verticale  (a  y  a  fi),  qui  est  le  centre  du 
cercle  de  l'arc  (YY',  hlÂ) ,  le  rayon  de  cet  arc  est  déterminé. 

33.  De  ces  deux  arcs  J^4^V%«  3),  hlÂ  {fig.  a),  qui  ont  un  point  commun  k  (Jig.  3), 
le  premier  détermine  le  second,  et  nous  n'avions  d'abord  supposé  (art.  précédent) 
le  second  arc  connu ,  que  pour  faire  voir  que  la  première  surface  de  l'arrière- 
voussure ,  qui  a  pour  directrice  ce  second  arc  hlk ,  ne  pouvait  pas  couvrir  tout 
l'espace^  correspondant  au  trapèze  dd'eé.  Ces  deux  arcs  doivent  encore  satisÊûre 
à  une  autre  condition  que  celle  du  raccordement  des  deux  surfaces  de  Far- 
rière -voussure.  Il  faut  que  ces  surfaces  ne  soient  pas  rencontrées  par  les 
venteaux  de  la  porte,  c'est-à-dire  par  les  surfaces  de  révolution  qui  ont  pour 
génératrices  les  quarts  de  cercle  {df^  ^qn)j  (d/^  ^sn)j  tournant  autour  des  ver- 
ticales (d',  JWi),  (J,  J'p). 

Dans  le  cas  où ,  ayant  pris  le  rayon  de  l'arc  ^4^'  (/%"•  3)  égal  à  celui  du 
venteau ,  cette  rencontre  aurait  lieu ,  on  augmenterait  le  rayon  de  cet  arc ,  et 
l'arrière-voussure  serait  surmontée.  Pour  s'assurer  qu'elle  est  assez  surmontée, 
on  coupe  les  deux  surfaces  de  l'arrière-voussure,  et  la  surface  de  révolution 
qui  a  pour  génératrice  le  quart  de  cercle  des  venteaux ,  par  des  plans  verticaux 
i.a,  3.4  (/%.  i),  parallèles  aux  faces  XX',  YY'  du  mur;  et  lorsque  les  lignes 
d'intersection  projetées  (Jig.  a),  ne  se  rencontrent  pas,  on  conclut  que  les  trois 
surfaces  de  l'arrière-voussure  et  la  surface  de  révolution  ne  se  pénètrent  pas. 
Ces  lignes  d'intersection  seraient  encore  nécessaires ,  dans  le  cas  où  l'on  n'exé- 
cuterait pas  d'une  seule  pierre ,  chaque  voussoir  de  l'arrière-voussure. 

34-  Le  mur  qui  sert  de  pieds-droits  à  l'arrière-voussure^  de  Marseille ,  se  com- 
.pose  de  paj* allélipipèdes  en  pierre  à  joints  verticaux ,  posés  par  assises ,  de  ma- 
nière que  les  joints  de  deux  assises  consécutives  ne  coïncident  pas.  La  hauteur 
des  pieds-droits  d'une  porte  droite,  et  la  largeur  de  cette  porte,  sont,  suivant 
l'usage  consacré  en  architecture,  dans  le  rapport  des  deux  droites  a' fi  y  ^  (Jîg.  a). 

Construction  de  V épure. 
3r5.  Le^  panneaux  de  tête  étant  donnés  dans  leur  véritable  grandeur  sur  le 
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mur  vertical  XX',  on  n'a  besoin,  poiir  Tappiication  du  trak  sur  la  pîen»,  que 
du  développement  des  panneaux  de  joint.  Tous  ces  jomtsont  pour  la  porte 
droite  et  la  feuillure,  une  partie  commune  GFEBCD{/^.4);  et  pour  Tanière- 
voussure,  ii  faut  ajouter  ou  le  système  de  deux  droites  Da:,  jcG^  ou  le  sys- 
tème des  trois  droites  I^,  jrzj  zGj  selon  que  les  plans  dis  joint  ne  renconti^nt 
que  la  première  surface  de  Tarrièrervoussure ,  ou  quHs  coupent  la  seconde  sur- 
face et  Tun  des  plans  d'ébrasement  Dans  ce  second  cas,  la  droite  D/  appartient 
à  la  seconde  surface  de  f  arrière- voussure ,  la  droite  jrz  a«  plan,  d'ébrasement^ 
et  la  droite  zG  au  plan  de  tête  YT.  Dans  le  premier  cas,  les  deux  droites  D^v 
jrz  se  réduisent  à  une  seule  Da:,  et  la  droite  zG  devient  xG. 

Porte  ir^  4?  *i<^'  i  et  a. 
Siais  passé  ou  corne  de  vache. 

36.  La  porte  qu'on  nomme  biais  pcLssé  e^X  une  petite  vofitte  destinée  à  couvrir 
uq  passage  l)iais  qui  est  pratiqué  dans  Fépaisseur  d'un  mur  droit.  I^e  plan  des 
naissances  de  cette  porte  coupe  les  deux  plans  verticaux  des  pieds-droits  suivant 
deux  horizontales  parallèles ,  et  les  deux  faces  verticales  du  mur  droit  suivant 
deux  autres  horizontales  parallèles  ;  par  le  centre  du  pariallélogramme  oblique 
formé  par  pes  quatre  horizontales ,  on  imagine  une  droite  perpendiculaire  aux 
faces  du  mur,  et  on  demande  que  tous  les  plans  de  joints  passent  par  cette 
droite 7  afin  que  la  poussée  qui  s'exerce  perpendiculairement  aux  joints^  soit 
dirigée  dans  le  sejis  de  )a  longueur  du  mur.  Nommons  c^ette  droite  Xaxe  des 
joints. 

37.  On  donne  sur  les  faces  du  mur  deux  cercles  égaux,  qui  ont  pour  diamètres 
deux  dçs  quatre  horizontales  précédentes,  et  la  àurface  de  la  porte  doit  passer 
par  ces  cercles. 

Le  cylindre  oblique  (^g,  i)  dont  la  génératrice  est  parallèle  aux  deux  autres 
horizontales  du  parallélogramme; ,  satisfait  à  cette  condition  ;  mais  il  sera  coupé 
par  les  plans  de  joints  suivant  des  ellipses.  Pour  que  les  arêtes  de  douélles 
soienl:  des  droites ,  on  prend  [Jig.  11)  pour  la  surface  du  biais  passé  ,  une  surface 
réglée  qui  a  pour  directrices,  i^  les  deux  cercles  donnés  dans  les  faces  verticales 
du  mur;  a®  la  droite,  axe  des  joints.  Chaque  plan  de  joint  coupera  les  deux 
cerdLes  ^q  d^ux  points^  et  la  droite  qui  joindra  ces  deux  points,  sera  l'arête  de 
douelle  contenue  dans  ce  plan. 

38.  Lorsque  le  mur  est  trop  épais,  pour  que  les  voussoirs  s'étendent  d'une 
face  du  mur  à  Tautre,  on  les  divise  par  des  plans  verticaux  parallèles  à  ces  feces. 
Ces  plans  coupent  la  surface  du  biais  passé  avivant  des  lignes  qu'^  ^aat  cons- 
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truire.  Dans  le  cas  où  cette  surface  est  un  cylindre,  les  sections  sont  des  cercles. 
Dans  le  ca»  oàla  surface  esl  réglée,  on  a  va  (page  80^  art.  i-S^,  liv.  i^^)  comment 
on  trouve  Tintersection  de  celte  surface  par  un  plaû,/  et  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  cette  intersection. 

Quelle  que  soit  la  surface  du  biais  passé,  on  développera  les  plans  de  joîats, 
en  les  basant  tourner  autour  de  leur  axe  commoki ,  donné  sur  lé  plan  des  nais- 
sances de  la  porte.  Ce  développement  contiendra  les^ panneaux  de  joints,  né^ 
cessairea  pour  Tapplication  du  trait  sur  la  pierre. 


§   II.    DES   VOUTES. 

39.  La  construction  des  grandes  voûtes  est  soumise  à  certaines  règles,  dont  on 
ne  peut  s'écarter  que  pour  de  petites  voûtes  telles  que  les  portes ,  dont  il  a  été 
question  dans  le  paragraphe  précédent.  Lorsqne  des  voûtes  sont  destinées  à 
couvrir  de  grands  espaces,  on  les  nomme  maUrésses  voûtes  y  ou  simplement 
w>ûles.  L'appareil  et  Tordonnance  de  ces  voûtes  doivent  satis&ire  à  plusieurs 
conditions,  d'où  dépendent  la  stabilité  et  l'effet  des  décorations  extérieures.  On 
a  déjà  vift  (chap.  i  ^'',  %  3 ,  art)  1 5  de  cet  appendice)  que  la  coupe  des  pierres  a 
principalement  pour  objet  la  distribution  des  voûtes  en  voussoks,  et  la  division 
des  surfaces  de  voûtes  en  douelles.  Les  recherches  sur  le  meilleur  mode  de 
division,  ont  conduit  à  ces  résultats  :  i^  Le  joint  de  deux  voussoir»  conséeutife 
doit  être ,  pour  chaque  point  de  la  ligne  d^intersection  de  la  sur&ce  du  joiat  et 
de  la  douelle  commune  aux  deux  voussoirs,  perpendiculaire  à  cette  doueUe , 
afin  que  Fangle  d'une  douelle  et  du  joint  étant  égal  pour  tous  les*  voussoirs, 
ces  voussoirs  résistent  également  aux  pressions  qu'ils  supportent;  ce:  qui  n'au- 
rait pas  lieu ,  si  l'angle  était  obtus  pour  l'un  des  voussoirs,  puisqu'il  serait 
nécessairement  aigu  pour  l'autre,  a^  Il  est  nécessaire ,  par  ta  même  raison,  que 
les  surfÎBK^es  de  joints*  d'un  voussoir  et  de  tous  ceux  qui  l'environnent,  soient 
perpendiculaires  entre  elles.  3^  Ces  sur&ces  doivent  être  engendrées  par  le 
mouvement  d^une  ligne  droite,  parce  qu'elles  sonudans  ce-  cas  sasoeptibles  d'une 
exécntion  plus  parfaite,  et  qu'une  légère  incoireetion  dans  un  joint,  entraine 
la  rupture  de  l'un  des  voussoirs*  auquel  ce  joint  appartient  4^  Il  £aut  que  les 
joint»  soûent  fernïés  par  des  surfaces  d:éveloppables ,  afin*  que  les  panneaux  ou 
dëveloppemens  et  ces  surfaces  puissent  être  appliqués  sur  les  faces  des  vous* 
soirs,  et  en  donner  exactement  les  contours. 

AConge  a  fait  voir  qpie  toutes  ces  conditions  sont  remplies,  en  divisant  la  sur- 
£ree  d'une  voûte  e?»  se^  lignes  de^c&urbure.  C'est  à  ce  géomètre  qu'cm  doit  la 
théorie  de  ces'  l%aes»,  et  kur  appUcatiopi  à  la<  division^  des  voûtes  en  voussoirs* 
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Exposé  sommaire  des  propriétés  des  lignes  de  courbure  (extrait  du  Journal  de 

l'Ecole  polytechnique,  second  cahier,  année  1796). 

4o.  Après  avoir  conçu  par  un  point  quelconque  d'une  surface  courbe  une 
normale  à 'cette  surface,  si  l'on' veut  passer  au  point  infiniment  voisin  pour 
lequel  la  nouvelle  normale  soit  dans  le  même  plan  que  la  première ,  et  la  ren- 
contre par  conséquent  en  un  point ,  on  peut  toujours  le  faire  daus  deux  di- 
rections ;  ces  deux  directions  sont  à  angles  droits  sur  la  surface,  et  elles  sont  les 
seules  qui  donnent  ce  résultat,  si  l'on  en  excepte  le  cas  particulier  de  la  sphère 
pour  toute  la  surface,  et  de  quelques  points  remarquables  pour  d'autres,  tels 
que  les  sommets  des  surfaces  de  révolution. 

Les  deux  points  dans  lesquels  chaque  normale  est  rencontrée  par  les  deux 
normales  infiniment  voisines,  sont  les  centres  des  detjx  courbures  <Fe  la  surface 
dans  le  point  que  Ton  considère  ;  les  distances  de  ces  deux  ^ihts  à  celui  de  la 
surface,  sont  les  rayons  des  deux  courbures;  et  le^  directions  rectangulaires 
dans  lesquelles  on  pas(se  de  la  normale  aux  deux  normales  consécutives  qui  la 
coupent,  sont  les  directions  de  ces  courbures.*  ' 

Si  l'on  conçoit  que  le  point  deia  surface  se  fnéuve  de  manière  qu'à  chaque 
instant,  des  directions  des  deux  courbures-,  il  suive  celle  qui  est  dans  un  pre- 
mier sens ,  et  qu'il  continué  ainsi  de  se  laouVoii*  atitant  qiiè  le  permettra  l'éten- 
due de  la  surface ,  la  courbe  qn^l  parcourra ,  sera  cetie  de  l'une  des  coâ!rburâ. 
En  concevant  pour  chaque  point  une  courbe  paVcoimie*db  cette  manière,*  oh 
aura  la  suite  des  lignes  de  la  première  courbure,  qui  diviseront  Taire  de  la  sur- 
face  courbe  en  zones-,  sttivant  une  première tliBecTidn.  ^Si  l'on  conçoit  que  le 
point  de  la  surface,  au  lieu  de  suivre  dans  son  mouvement  la  direction  de  la 
première  courbure,  suive  aucontràirê^céttstatnmetit'belte  dé  la'  seconde,  il 
parcourra  une  courbe  de"  la  seconde  courbure,  et  cette  courbe  coupera  toutes 
celles  de  la  première  à  angles  «droits.  En  concevant  pour  chaque  pdifit  une 
courbe  parcourue  de  cette  seconde  manière  j  on  aura  la  suite  de^ ^lignes  de  la^ 
seconde  courbure,  qui  diviseront  l'aire  de  la  surface  en  d'attirés  zones,  suivant 
une  nouvelle  direction.  ÊnAn  chacune. des  lignes  de  l'urie  de*  ces  deux  suites 
étant  perpendiculaire  «à  toutes  celles  de  l'autre  suite  et  réciproquement,  il 
s'ensuit  que  les  deux  suites  de  lignes  de  courbures  diviseront  l'airè  de  lia  surface 
courbe  en  élémens,  qui  seront  tous  rectangulaires.  Cela  peat  être  rendu -sensible 
sur  les  surfaces  de  révolution  prises  pour  exempte,  j      . 

Sur  les  surfaces  de  révolution,  on  ne  peut  passer  d'un  point  à  un  autre  pour 
lequel  les  deux  normales  soient  dans  un  même  plan ,  k  moins  qu'on  ne  suive 
ou  la  direction  du  méridien,  ou  celle  du  parallèle  qui  passif  par  ce  point;  sûitttnt 


toute  autre  direction,  les  deux  normales  ne  se  rencontreraient  pas,  puisqu'étant 
dans  des  méridiens  différens,  elles  ne  passeraient  pas  par  le  même  point  de 
Taxe.  Les  méridiens  sont  donc  la  suite  des  lignes  d'une  des  courbures  ^  et  les 
parallèles  la  suite  de  celles  de  l'autre.  Chaque  courbe  de  l'une  de  ces  suites  est 
perpendiculaire  à  toutes  celles  de  l'autre ,  et  les  deux  suites  divisent  l'aire  de  la 
surface  en  élémens  que  l'on  peut  regarder  comme  rectangulaires. 

Si  la  normale  se  meut  de  manière  que,  sans  cesser  d'être  perpendiculaire  à 
la  surface ,  elle  parcourre  une  ligne  de  courbure  ;  dans  chaque  instant  de  son 
mouvement,  elle  se  portera  sur  une  des  deux  normales  infiniment  voisines  qui 
la  coupent,  et  elle  engendrera  une  surface  qui  sera  développable,  qui  sera  par- 
tout perpendiculaire  à  la  surface  courbe,  et  qui  coupera  celle-ci  dans  une  de  ses 
lignes  de  courbure.  * 

Sif  pour  le  même  point,  la  normale  parcourt  la  ligne  de  Tautre  courbure, 
elle  engendrera  de  même  une  seconde  surface  développable  normale  à  la  surfoce 
courbe,  et  qui  rencontrera  la  première  en  ligne  droite  et  à  angles  droits.  Si  l'on 
conçoit  donc  une  semblable  surface  pour  chacune  des  lignes  de  courbures  de 
l'une  et  de  Tautre  suite,  on  aura  deux  suittô  de  surfaces  développables  normales 
à  la  surface  courbe ,  et  telles  que*  chacune  de  celles  d'une  des  suites  rencontrera 
toutes  celles  de  l'autre  suite  en  Ughes  droites  et  à  angles  droits.  Toutes  ces  sur- 
faces développables  normales  diviseront  l'espace  en  élémens  indéfinis  dans  le 
sens  de  la  longueur  de  la  normale,  infiniment  étroits  dans  les  sens  des  deux 
courbures,  et  terminés  par  quatre  plans  rectangulaires  entre  eux,  et  par  quatre 
arêtes  indéfinies  et  en  lignes  droites. 

De  r usagé,  des  lignes  de  eourbure  dans  la  dimion  des  voûtes  au  voussoirs. 

4i-  En  divisant  lasurfacede  la  voàte  par  les  lignes  des  deux  courbures,  espacées 
entre  elles  d'une  quantité  dépendante  de  la  nature  des  matériaux,  les  joints  sœont 
formés  par  les  sur&ces  développables  normales  à  la  surface  de  la  voûte.  Si  les 
joints  sont  apparens  sur  la  surface  dé  la  voûte,  ils  j  traceront  des  courbes 
toutes  rectangulaires  entre  elles,  et  qui,  dépendant  de  la  nature  même  de  la 
surface,  en  rendront  la  génération  plus  prononcée.  Enfin  ces  courbes  diviseront 
la  surface  de  la  voûté  en  compairtimens  rectangulaires ,  susceptibles  d'une  dé- 
coration propre  à  la  surface.  ' 

C'est  vers  cette  solution  générale  que  les  artistes  s'étaient  toujours  dirigés  ; 

ils  ne  l'avaient  atteinte  que  pour  les  cas  faciles  des  surfaces  cylindriques ,  des 

surÊlces  coniques  et  de  celles  de  révolution.  Quant  aux  autres  surfaces  courbes 

dont  ils  ne  connaissaient  pas  les  lignes  de  courbure,  ils  les  excluaient  presque 

g^énéralement  de  la  composition  des  voûtes ,  lors  même  que  les  circonstances 
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Us  eMg^mnt  îoip^lmi^emeac  ;  et  c'eit  à  ceU  iHtQcipaleneiit  qu'oq  doit  attri- 
buer la  m^^uv^i^  effet  que  prcMJiui^^ent  e»  général  d»n$  Tarcbitecture ,  les  mor- 
ceaux de  traits  de  coupe  de^  pierres,  parce  que  pwir  reudreuu  trait  exécutable, 
PU  ne  cboi&it  p^s  toujours  U  âurfeoe  de  la  Yoùte  U  plud  cottveoablev    ^ 

N°*  I  et  :>.  Vouws  TUMJjyibss  i»ar  ujtb  sdbf^ce  uriqi^e. 

N"  I .  Voûte  sphérique. 

4^*  Cette  VQÙto  est  destinée  à  couvrir  unesaUecirculaire^^le  a  pour  piédroit, 
un  mur  eu  tour  ronde,  termîtié  inténeurement  par  un  cylindre  droit.  La  aectîoti 
de  ce  cylindre  par  le  plan  horizontal  des  naissances  de  la  voûte,  est  un  cercle^ 
qu'on  prend  pour  le  grand  cercle  de  lu  sur&ce  sphénqiie  de  la  voûte.  Un  plan 
vertical  quelconque  ;  pa$aant  par  k  oenti^  de  cette  surface  y  la  coupe  suivant 
un  demi^-cercle,  qu'on  divise  en  parties  égale»  de  nombre  impair.  La  figure 
génératrice  de  la  voûte  oontenue  da»s  ce  plan,  ne  diffère  pus  de  la  section 
droite  de  la  porte  droite  n^.  i.  £lle  tourae  autour  de  l'axé  vertical  du  mur  en 
tour  londe^  et  ii  résulte  de  ce  moavementt  i^  que  les  arêtes  de  douellea  de  la 
-voûte  aoni:  des  cercles  borizondaftix  ;  u^  que  les  joints  iliorauMn  suivant  ces  arêtes 
sont  des  oones  droits  qui  ont  leurs  sommets  sur  Taxe  du  mur  en  tour  ronde  ; 
3^  que  chaque  assise  de  la  voûte  à  pour  faces  extérieures  .un  cylindre  droit 
vertical  9  \xn  plan  horisonlal,  et  poor  aretee,  des  ciroonCérences  de  ceroles. 

Pour  partager  les  assises  de  la  voûte  en.vouaaoirs,  on  divise  le  cercle  de  la 
naissance  de  la  voûte  en  parties  égales  ;  les  plans  menés  par  les  points  de  divi- 
sion et  par  l'axe  vertical  du  mur  en  tour  ronde ,  partagent  la  première  assise  en 
voussoirs.  Un  second  système  de  plans  verticaux  menés  par  le  même  axe ,  et 
qui  piurtage  en  deux  parties  égales ,  les  cingles  des  plans  du  premier  sjrstème , 
divise  la  seconde  assise  en  voussoirs. 

Toutes  les  assises  ont  leurs  joints  verticaux  dena  Tun  on  Fautre  de  ces  deux 
systèmes  de  plans  ^  de  manière  que  les  joints  de  deux  assises  consécutives  nQ 
soient  pas  dans  le  même  pian  vertical. 

I^  cerde  géBérateor  de  la  voûte  spbérique  ayant  été  divisé  en  un  nombre 
impair  de  parties  égales,  l'arec  placé  au  milieu  du  demi*cercle,  engetidre  ht 
douelle  du  voussoir  qu'on  nomme  la  clefAe  la  voûte» 

CoMStmeiiom  de  tépmpe^ 

43*  On  prend  poiur  plan  horûsontal  de  projetions ^  te  plan  des  naissances  de 
k  voûte  spbérique.  La  projection  horizontale  d'un  voussoir  de  la  voûte  spbé-r 


rique,  et  la  figure  ^^ératrioe  de  ce  voussoîT)  donnée  dam  un  pUn  verticat, 
déterminent  les  dimensions  du  parallélipipède  rectang;le  capable  de  le  contemn 
L'une  des  faces  de  ce  parallélipipède  coupe  la  surface  de  la  voûte  suivant  un 
cercle,  -ilonl  on  dét^fOÏAe  le  .c^nKr^  fit  le  rayon <  Oa  rapporte  ce  cercle  ^\»  la 
face,  et  au  moyen  d'Uixe  ckerthe  ou  p$inneau  découpé  suivant  le  grand  cercle 
de  la  sphère,  on  exécute  Xécuellcj  ou  la  surface  intérieure  du  voussoir,  sur  laquelle 
on  rapporte  le  contour  de  la  douelle  de  ce  vousacir.  IjC»  surfaces  coniques, 
cylindriques,  planes  du'mérae  voussoir,  s  exécutent  par  les  procédés  qu'on  a 
déjà  indiqués.. 

N^  a-  VoiUe  cUipsoide. 

;■•'...■ 

- .  44«  La  Toùte  dlîpsaide  est  terminée  par  h  surface  du  aecoml  degré^  c^on  à 
nommée  ellipsoide  {sM.  lai,  liv*  j*').  Cette  surface  a  pour  Ugnes^de  courbtnpe^ 
des  courbes  à  dotible  .courbure  >  dont  ks  projleclioM  sur  lès  pbms  de  seê  trois 
sections  prîiKÂpales  ^  simt  des  ceurbes  du  second  detgré.  Soit  ÀBCD  là  ^etion 
principale  i  qui«{)asM.par  le  plus  grand  axeAfr  et  par  le  moyen  axe  CT>;  ODË 
la  denMeotinn  prâncipale^  qm  paséc  par  le  attayein  ai&^,  et  par  le  ptus  pe^if  aite , 
double  delà  dff<Mte»£K.  La.  prQroièrei)àérie  de  ligoes  àei  eourtnfifeK  m  praje^Xé 
sur  le  plan  de  l'èllips*  ABCD,  suivant  lui  système' f^Uipstf»,  dont  les  «dn^meu 
afkprocfaaÉl:  iCoutitifueUeiifeal  de  d^ux  pohita  O^  C,  satts  pouvoir  les  àfteîndre* 

La  seeQode  série  se.  p9Y>)etle  sur  le  même  |>l2tt^  smvadi:tin  ^s^^e  d*hyper^ 
boles,  dont  les  sommets  ont  pour  limites  les  mêmes  points- O^  (X/ 

Les  verticales  élevées  par  ces  points,  coupent  la  surface  de  Tellipsoide  en 
deux  points ,  que  'Mûn^  a  notinnéa  ombibcs^ 

Les  ellipses  et  les  hyperboles,  projections  des  deux  séries  de  lignes  de  cour-^ 
bune,  se.  cominmèiit  au  moyisn  d'im  quart  d'elKpse/Oi/iiel:  d'une  portion  ÛHI 
d^hyperbcée^  qui  omt  tnèine  ^qntee  KL,  et  dcuK .  axes  commtui^  HO^  RG.  •  • 

-  4^.  L'ellfpscndB' ayant  poov  aqas  pnbcipMsilesimit4)»>i«ÉS^Aâ*,  CD,  iSK, 
et  pomî  cenlcr  le^  pdat  K,.  adcnt  f ,  /^»  f,  hs  ioyeta  T«|)i«0tifo  des^  Pr&m  sec;^ 
lion»  pvktcijpdtf»,   cmiadnistsft  soir  ka  coi;qilâi' (d'axies  (AÂ,  CD)^  (GE),  lyfiK), 

Fbwr  eoADti^uire  le  pàk^  O,  on  perte  Kf  et  HF sttr  ftae  CIÛ)  proftmgé ,  dk  K 
enf  *teftF;  ^Hm  ftedi^oké  fir,  et  uà'^5«^fr<3fe  FO,  qtn  cotrpcr  r^e  AB  au 

I%wcoti§thlfl^ë^èipoitt«G,M^JH)Ptfeste^^  ôirméne 

la  droite  /»!),  et  aa  pdfratlèle  FG,  q»  eoirpe  Taxe  Kï^pràlbngé,  au  point  G; 


i 


2921  GioXirmiB     DESCftlPTITE. 

ce  qui  détermine  les  droites  rectangulaires  KO,  KG,  distances  des  points  O,  G 
ail  centre  K  de  Tellipsoide. 

Construction  d'une  ellipse  telle  que  NMÎN',  ou  d'une  hyperbole  RPR',  projection 

d'une  ligne  de  eourbuie  de  Vellipsoidè. 

46.  On  trace  sur  les  droites  KG,  KO  comme  axes  principaux,  l'ellipse  OLG,  et 
rhyperbote  OIH.  D'un  point  quelconque  H  dé  l'hypertiore,  on  abaisse  les  per- 
pendiculaires HM,  HN  sur  les  axes  de  Fellipsoidé  Kî),  KB;  les  pie^s  M,  N  de 
ces  perpendiculaires  sont  les  sommets  de  rellipse  NliflT.    "   ' 


LP, 
laires 

Des  trois  points  H,  Af,'N,  ou  L,  P,'  Q,  un  étant  donné,  il  est  érident  que  les 
deux  autres  sont  connus.  Les  points  tels  que  M;  pourraient  être  déterminés  par 
la  condition  que  les  lignes  de  courbure  diviseraient  l'ellipse  CDË  en  aFCS.soust 
tendant  la  même  corde.  On  effectuerait  d'abord  cette  di,vi5iôn  sur  l'ellipse ,  et 
on  abaisserait  par  les  points  de  division  des  perpendiculaires  sur  Taxe  CD;  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  seraient  les  sommets  AT,  M',  •••  dés  ellipses,  pro- 
jections d'un  système  de  lignes  de  courbmre.  A  chaque  point  M  ainsi  déterminé, 
correspondraient  deinc  points  H  et  N,  l'un  sur  l'hyperbole  auxiliaire  OHI,et 
l'autre  sur  l'axe  AD. 

De  la  voûte  ellipsoide ,  surmontée  et  surbaissée» 

47.  Les  trois  axes  principaux  de  la  surfaw  de  la  voûte  ellipsoide,  étant  iné- 
gaux ,  l'axe  vertical  peut  être  ou  plus  grand  ou  plus  petit  que  1^  deux  autr^  • 
dans  le  premier  cas,  la  voûte  est  surmontée;  dans  le  second,  elle  est  surbaissée. 

La  voûte  surmontée  (Mémoire  xiitéde  Monge^p9ige  !i88)  aui^ait  en  général  plus 
de  hardiesse  et  de  dignité,  et  si  la  naissance  était  elle-même  aune  grande  hautei:^, 
quelle  que  fût  d'ailleurs  la  destination  de  l'emplacement^  cie  serait  la  vofite  sur- 
montée qu'il  faudrait  employer,  parce  qye  sagrande  élévation,  quifendt  paraître 
ses  dimensions  verticales  plus  petites  qu'elles  ne  seraient  réellement ,  écraserait 
trop  une  voûte  d'une  autre  espèce.  La  voûte  surbaissée,  en  diminuant  le  volume 
de  l'air  compris  dans  l'emplacement ,  serait  plus  favoraUe  à  la  voix  d'un  ora- 
teur. Si  l'emplacement  devait  être  éclairé  par,  deux  lustres  suspendus  k  Ei  ixAlCy 
il  faudrait  que  cette  voûte  fut  surmontée  ou  surbaissée ,  parce  que  dans  ces 
deux  cas,  sa  surface  aurait  deux  ombilics,  placés  symétriquement  au-dessus  du 
grand  axe  de  l'ellipse  horizontaj[e ,  et  que  ces  ombilics,  rendus. fi^aiiQapçns 
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par  les  compartimens  qui  se  distribueraient  autour  d'eux ,  seraient  les  points 
naturels  de  suspension  ;  alors  on  pourrait  disposer  du  rapport  entre  les  trois 
axes,  pour  que  ces  points  fussent  espacés  d'une  manière  convenable. 

é 

.  Des  amphithéâtres. 

%%.  Les  emplacemens  dont  on  a  pu  disposer  pour  les  salles  des  assemblées  dé- 
libérantes, ont  souvent  forcé  de  donner  à  Tamphilbéàtre  moins  de  profondeur 
en  fape  de  Toràteur  que  sur  les  côtés;  mais  l'expérience  ayant  prouvé  que  la 
voix  se  porte  à  une  plus  grapde  distance  en  face,  il  paraît  que  c'est  une  dispo- 
sition toute  contraire  qu'on  devait  adopter.  De  toutes  les  formes  qu'on  pourrait 
donner  à  l'amphithéâtre,  il  n'y  en  a  aucune  dont  la  loi  soit  plus  simple  et  plus 
gracieuse  que  l'éUipse  ;  il  faudrait  donc  que  la  salle  fût  elliptique ,  et  qu'elle  fut 
couverte  par  une  voûte.  En  plaçant  le  bureau  à  l'un  des  sommets  de  l'ellipse^y. 
oh  pourrait  lui  conseWèr  un  espace  suffisant  pour  la  commodité  du  service ,  et 
l'orateur  se  trouverait  naturellement  placé  sous  un  des  ombilics  de  la  voûte  ; 
\  'amphithâtrè  n^'dccuperait  que  la  partie  qui  serait  en  avant.  Une  galerie  qui 
ferait  le  tour  entier  de  la  salle,  et  qui  serait  assez  élevée  pour  être  très-distincte 
de  l'amphithéâtre,  fournirait  des  places  au  public.  La  salle  qui  n'aurait  ni  tri- 
bune ni  aucune  espèce  d'irrégularité,  pourrait  être  décorée  par  des  colonnes, 
à  chacune  desquelles  correspondrait  une  nervure  de  la  voûte ,  pliée  suivant  la 
ligne  de  courbure  ascendante.  Toutes  ces  nervures,  verticales  à  leur  naissance, 
se  courberaient  autour  de  l'un  ou  l'autre  ombilic,  redescendraient  ensuite 
aplomb  sur  les  colonnes  opposées ,  et  elles  seraient  croisées  perpendiculaire- 
ment par  d'autres  nervures  pliees  suivant  les  lignes  de  l'autre  courbure.  Les 
intervalles  de  ces  nervures  pourraient  être  à  jour,  soit  pour  éclairer  la  salle, 
soit  pour  donner  des  issues  à  l'air,  et  formeraient  un  vitrage  moins  fantastique 
que  les  roses  de  nos  églises  gothiques.  Enfin  deux  lustres  suspendus  aux  ombi- 
lics de  la  voûte,  et  à  la  suspension  desquels  la  voûte  entière  semblerait  concou- 
rir, serviraient  à  éclairer  la  salle  pendant  la  nuit. 

liions  n'entrerons  pas  {continue  Monge)  dans  de  plus  grands  détails  à  cet 
égsaA\  il  nous  suffit  d'avoir  indiqué  aux  artistes  un  objet  simple,  et  dont  la 
décoration ,  quoique  très-riche ,  pourrait  n'avoir  rien  d'arbitraire,  puisqu'elle 
consisterait  principalement  à  dévoiler  à  tous  les  yeux  une  ordonnance  très^gra- 
cieuse,  qui  est  dans  la  nature  même  de  cet  objet. 

lï^*  3  «t   4*    VOUTBS  TERMUriBS  PAR   DEUX  Str]|EACES   QUI  SE   PÉràTRElTT. 

,  ^  TX^  3.  f^oute  d'arête  bar  longue* 

49'  LeS'VOÛted  n^  i  et  a  sont  terminées  chacune  par  une  surface  unique.  Les 
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Youssoirs  des  voûtes  n^*  3  et  4»  appartiennent  à  deux  voûtes  qui  se  rachètenty  ou 
dont  les  surfaces  se  pénètrent.  Chacun  de  ces  voussoirs  a  deux  douelle»,  quatre 
arêtes  de  douelles ,  et  quatre  joints  normaux  suivant  ces  aréte& 

Les  grandes  voûtes  qui  se  rachètent,  ont  mêmes  naissances  et  sont  égales  en 
montée  y  c'est-à-dire,  qu'elles  ont  leurs  naissances  dans  le  même  plan  horizontal, 
et  même  plan  tangent  au  point  le  plus  élevé  de  la  ligne  d'inters^lioo  des  sur- 
faces qui  les  terminent.  Les  quatre  arêtes  de  douelles  d'un  voussoîr  des  voûtes 
n^'  3  et  4)  ^^^^  situées  deux  à  deux  dans  un  même  plan  horizontal. 

Définition  des  voûtes  (T arête  barlongue,  et  en  arc  de  cloître  y  n^  3. 

« 

5o.  Ces  voûtes  sont  destinées  à  couvrir  l'espace  renfermé  ent)re  quatre  plans 
verticaux  parallèles  à  deux  à  deux.  La  section  de  ces  quatre  plans  par  un  plan 
horizontal  est  un  parallélogramme;  selon  que  ce  paraUélo^amm^  est  rectangle 
ou  oblique,  la  voûte  est  droite  ou  biaise.  Les  plans  verticaux  qui  passent  par  les 
côtés  de  ce  parallélogramme,  ou  seulement  par  les  prcdongemens  cle  ces  côtés  ^ 
terminent  les  murs  qui  servent  de  pieds-droits  à  la  voûte  ;  dans  k  cas  où  Us 
passent  seulement  par  les  prolongemens,  les  mura  font  entre  eux  uq  angle 
saillant  dans  l'intérieur  de  l'espace  voûté  y  et  ne  s'étendent  pas  au-delà  des  v^^ 
ticales ,  intersections  des  quatre  plans  verticaux  des  piedsiiroits.  La  voûte  d'a^ 
ré  te  se  nomme,  dans  ce  cas,  barlongue.  Lorsque  les  faces  verticales^  des  piéd&- 
droits  sont  de  même  loi^ueur  qu^  les  côtés  du  paraUâogramme  ùon  prolongés , 
la  voûte  prend  le  nom  d'a/id  de  cloître^ 

.  Les  murs  des  pieds^4roits  (f  un  arc  de  cloître  font  entre  eux  un  angle  renU'âiit 
vefs  l'ùitérim¥*  de  Tespace  voûté.  La  voûte  d'arête  bariongue  couvre  l'espaef^ 
vers  lequel  viennent  aboutir  quatre  berceauxcjUiulriqiies ,  qui  son%  deujc  à-deux 
les  prolongemens  l'un  de  Vautre.  Il  n'y  a  que  les  quatre  [M*emiers  voussoirs  de 
cette  voûte,  placés  aux  angles  saillansdes  pieds-droits,  qui  posent  sur  ces  pteds^ 
droits;  toute  la  première  assise  de  l'arc  de  cloître  a  sa  naissance  sur  les  pieds- 
droits  de  cet  arc. 

Pour  Tune  et  l'autre  voûte  n^  3,.  la  section  des  pced&*droits  par  le  plan&  hori- 
zontal des  naisâdiuces,  est  un  partUélogramme  rectangle,  dont  les  cotés  appar* 
tiennent  aux  deux  siurfoces  cylindriques  de  ces  voûtés.  L'unie  de  ces  sutÊices  a 
pour  hase  un  cercle ,  et  on  détermine  la  base  de  Tautre  anrlau:e,  par  la  coodilioii 
qu'elles  aient  pour  ligne  d'intersectioo  ^  les  deux  courfaes^aiies  qu'on  obtient 
en  coupant  la  première  surface  par  deux  plans  verticaux ,  dont  les  traces  hori- 
zontales sont  les  diagonales  du  parallélogramme  rectangle  (page  io5,  art.  ]85, 
liv.  I*'').  Ces  courbes  forment  l'arête  de  la  voûte,  ou  l'intersection  des  deux 
surfaces  cylindriques,  lesquelles  font  un  angle  saillant  sur  la  voûte  bariongue , 
et  un  angle  rentrant  sur  Tare  de  cloître. 
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La  base  de  la  première  surface  cylindrique  étant  un  cercle,  Taréte  se  com- 
pose de  deux  ellipses  égales  qui  ont  pour  axe  commun  vertical,  une  droite 
égale  au  rayon  de  ce  cercle,  et  pour  axes  horizontaux,  les  diagonales  du  pa- 
rallélogramme des  piedS'droits.  La  seconde  surface  cylindrique  de  Tare  de 
cloître  est  surhaussée  ou  surbaissée,  selon  que  la  première^  qui  a  pour  base 
un  cercle,  passe  par  les  plus  petits  ou  par  les  plus  grands  côtés  du  même  pa- 
rallélogramme ;  le  même  e£Eet  a  lieu  pour  la  voûte  d'arête  barlongue ,  en  sup- 
posant les  surfaces  cylindriques  prolongées. 

ConsîrucUon  de  t épure. 

5i.  On  considère  d'abord  le  berceau  terminé  par  la  surface  cylindrique  à  base 
circulaire.  La  section  droite  de  ce  berceau  ne  diffère  pas  de  celle  de  la  porte 
<lroite  n^  i  ;  cette  section  contient  les  panneaux  de  tète  des  voussoirs  du  pre- 
mier berceau ,  et  détermine  pour  chaque  voussoir  la  douelle  et  les  joints  nor« 
maux.  Les  arêtes  de  douelles  des  deux  berceaux  étant  pour  chaque  voussoir 
dans  le  même  plan  horizontal,  et  se  rencontrant  en  un  point  de  la  ligne  d'in- 
tersection des  surfaces  des  deux  berceaux ,  les  arêtes  de  douelles  du  second 
berceau  et  les  joints  normaux  suivant  ces  arêtes  sont  déterminés. 

Chaque  voussoir  de  la  voûte  a  une  douelle  qui  appartient  au  premier  ber- 
ceau, et  deux  joints  normaux  adjacens  à  cette  daudle;  on  déduit  de  la  projection 
horizontale,  et  de  la  section  droite  du  berceau  à  base  circulaire,  le  développe- 
ment de  cette  douelle  et  des  deux  joints.  Ce  développement  et  les  deux  panneaux 
de  tète  de  chaque  voussoir,  donnent  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  rapplica-^ 
cation  du  trait  sur  la  pierre ,  et  pour  la  construction  du  voussoir  entier. 

Le  plan  de  Fépure  n^  3  est  divisé  en  deux  parties  égales  ^  relatives  l'une  à  la 
voûte  d'arête  barlongue,  et  l'autre  à  Tare  de  cloître. 

N^  4-'  VoûMe  d^ arête  en  tour  ronde. 

5a.  La  voûte  d'arête  en  tour  ronde,  se  compose  de  voussoirs,  qui  appartiennent 
en  même  tenaps  à  deox  voûtes,  terminées  Tune  par  une  surface  annulaire f  et 
l'autre  par  une  surface  canoide,  (Voyez  la  définition  de  ces  surfaces,  art.  io6 
et  i36,  Irv.  j*'). 

La  voûte  annulaire  s'emploie  pour  couvrir  l'espace  renfermé  entre  deux 
cyRm^e»  verticaux  qui  ont  pour  sections  droites,  des  cercles  concentriques. 
L^aire  comprise  entre  ces  cercles  est  la  projection  horizontale  de  l'espace  qui 
est  couvert  par  la  voûte.  On  se  sert  de  la  voûle  conoide  pour  couvrir  l'espace 
compris  dans  l'angle  de  deux  plans  verticaux. 
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La  voûte  annulaire  a  pour  pieds-droits,  deux  murs  eu  tour  ronde  concen- 
triques. La  section  méridienne  de  cette  voûte  né  diffère  pas  de  la  section  de  la 
porte  droite  n*^  i  ;  elle  se  construit  comme  la  voûte  sphérique  n^  i  •  Qu'on  ima- 
gine par  Taxe  vertical  des  piedsnlroits,  deux  plans  qui  coupent  ces  pieds-droits , 
et  entre  lesquels  se  fait  le  passage  de  Fintérieur  à  l'extérieur  de  la  voûte  annu- 
laire. On  couvre  ce  passage  par  une  voûte  conoide.  La  surface  de  cette  voûte 
est  engendrée  par  une  droite  horizontale ,  qui  passe  constamment  par  l'axe 
vertical  des  murs  en  tour  ronde,  et  par  une  courbé  donnée  sur  l'une  des  faces 
cylindriques  du  mur  du  plus  grand  diamètre. 

Ayant  pris  pour  cette  courbe,  celle  dont  la  transformée  est  sur  le  développe- 
ment du  cylindre  qui  la  contient,  une  ellipse  dont  l'axe  vertical  est  égal  au 
rayon  du  cercle  générateur  de  la  surface  annulaire ,  les  sur&ces  des  deux  voûtes 
sont  égales  en  montée.  Le  second  axe  de  l'ellipse  est  égal  en  longueur  à  un  arc 
du  cercle,  base  du  cylindre  sur  lequel. on  enveloppe  l'ellipse.  Les  plans  verti- 
caux des  pieds-droits  de  la  voûte  conoide,  coupent  cet  arc  en  deux  points,  et 
en  déterminent  la  longueur. 

Construction  de  t épure. 

53.  Les  deux  surfaces  annulaireet  conoide  étant  définies ,  et  connaissant  leurs 
paramètres,  on  construit  la  projection  horizontale  de  leur  ligne  d'intersection , 
qui  est  une  courbe  à  double  courbure.  Les  arêtes  de  douelles  circulaires  de  la 
voûte  annulaire,  coupent  l'arête  de  la  voûte  en  des  points,  par  lequels  on  mène 
les  arêtes  de  douelles  rectilignes  de  la  voûte  conoide. .  Les  joints  normaux 
suivant  ces  arêtes  sont  des  cônes  droits  pour  la  première  voûte ,  et  des  parabo- 
loides  pour  la  seconde.  On  a  vu  (art.  i36,  liv.  i^'')  comment  on  détermine  les 
normales  au  conoide,  qui  forment  le  paiaboloide  normal. 

Chaque  voussoir  commun  aux  deux  voûtes,  est  compris,  1^  entre  deux  plans 
verticaux  passant  par  l'axe  du  conoide  et  de  la  surface  annulaire;  a^  entre  deux 
surfaces  cylindriques  verticales  concentriques  aux  pieds-droits.  On  développe 
ces  deux  surfaces, (et  on  trace  sur  ce  développement,  les  lignes  d'intersection 
de  ces  surfaces  par  la  douelle  conoide ,  par  les  joints  de  cette  douelle,  et  par  les 
faces  adjacentes,  en  sorte  qu'on  puisse  donner  au  voussoir,  la  forme  qu'il  aurait, 
s'il  n'appartenait  qu'à  la  voûte  conoide.  Les  faces  de  ce  voussoir  étant  .exécutées, 
on  y  rapporte  par  points ,  et  par  la  méthode  indiquée  §  a,  chapitre  i^^  de  cet 
appendice  (page  272),  les  arêtes,  intersections  des  deux  douelles  et  des  quatre, 
joints  normaux  ;  ce  qui  déterminera  le  contour  des  faces  appartenant  à  la  voûte 
annulaire. 
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55.  Les  descentes  sont  de  petites  voûtes  cylindriques,  destinées  à  couvrir  un  ter- 
rain en  pente,  tel  qu'une  rampe  d'escalier,  un  abat-jour  de  caveou  souterrain,  etc. 
La  surÊice  des  naissances  d'une  descente  est  parallèle  à  la  surface  du  terrain 
couvert  par  cette  descente.  Il  y  a  beaucoup  d'analogie  entre  les  portes  et  les' 
descentes  ;  terminées  les  unes  et  les  autres  par  des  surfaces  cylindrique^,  elles 
diffèrent  seulement  entre  elles  par  l'inclinaiton  des  droites  génératrices  de  ces 
surfaces  :  ces  droites  sont  horizontales  sur  les  portes ,  et  inclinées  à  l'horizon  sur 
les  descentes.  On  pratique  des  descetites  dans  l'épaisseur  de  murs,  ou  droits  ou 
en  talus  :  un  plan  vertical ,  perpendiculaire  à  la  faice  antérieure  du  mur,  qui  sert 
de  pied-dlroit  à  la  descente,  est  parallèle  où  incffné  par  rapport  à  la  droite  géné- 
ratrice du  cylihdre  de  cette  descente;  la  surface  de  la  descente  est  comprise 
entré  les  deux  faces  opposées  d'un  mur  ;  où,  après  avoir  traversé  ce  mur,  elle 
est  rencontrée  par  un  berceau.  Ces  diverses  circonstances  font  varier  les  formes 
des  deseentes,  et  on  distingue  ces  voûtes,  comme  les  portes,  par  les  noms  de 
descente  droite  y  descente  droitir  et  bùzûè  y  descente  rachetant  \cn  berceau,  des^^ 
cente  en  tour  ronde ,  etc. 

ii*  il  Descenéé  dirùitey  ènjudtts,  htcHetahèun  berceau. 

N**  a'^eta  bis*  ^}escente  bCaise ,  rachétdniun  berceau. 


^    j  *^    »    * 


Définitions. 


55.  La  désceûte  n^  i  est:  conâtraite  dans  Tépaissenr  d'un  mur  terminé  d'un  côté 
par  un  plan  vertical  ou  en  talus,  ef  dé  l'autre  par  iln 'berceau  cylindrique  qui  a 
ce  nrar  pour  pied-droit.  Elle  'est  (festihée  *k  couvrir  le  passage  qui  conduit  au 
betceau  souterrain  ;  la  largeur  de  ce  passage  est  déternCiinéè  par  la  distance  dé 
deux  plans  vèftlëaEOx^  perpendiculaires  à  la  face  antérieure  du  lâùr,  et  à  la  droite 
génératrice  du  berceairracheté  par  la  descente.  *^  . 

Le  plan  des  nâi^sahces  du  berceau  est  horizontal  ;  le  plan  des  naissances  de 
là  voûté,  ffa!oli''nomitfé plan  Ses  coussinets,  eât  îticlîné  :  ce  second  pian  passe 
|>arrhorizontftle  du  berceau,  iirfer&edtt6ti71ti*pretnier  plan,  et  "dé  là  face  verticale 
4I0  ùur,  tahgMitè  à  la  ^iM^S6t'  dtVbil  I^am  ^  ^a  *  pénljfe  est  égale  à  celle  du  chemin 
xfox  GQitduit  au  bêlteau.  ^  ''*'  * 


»;.*Vf«     ..     j».«-i» 
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Constructions  des  épures. 

56.  On  prend  pour  plans  de  projection,  i®  le  plan  horizontal  des  naissances 
du  berceau;  %^  le  plan  vertical  parallèle  aux  droites  du  cylindre  oblique  des  des- 
centes n^'  I  et  a  »  et  perpendiculaire  aux  droites  du  berceau  cyUudrîque^  racheté 
par  la  descente  n^  i. . 

La  section  de  la  descente  a^  i  par  la  face  du  mur  en  dehors  du  berceau,  ne 
diffère  pas  de  la  section  de  la  porte  n^  i .  Cette  figure  détermise  les  arêtes  de 
douelles  de  (a  descente ,  et  parce  que  cette  dçsc^te  est  une  petite  voûte  y  \es 
joints  ne  sont  pas  nécessairement  ncffn^aux  au  cylindre  obliqua ,  qui  U  termme; 
ils  passent  tous  par  Taxe  de  ce  cylindrfi 

£n  regardant  la  section  de  U  descente  par  la  iace  extérieure  du  xntxri  comme 
la  base  d'une  surÊice  cylindrique  unique  y  on  pourrait  coillBtruire  Tintersection 
de  cette  surface  par  la  surlacé  cylindrique  du  berceau  ^  en  coupant  les  deux 
surfsices  par  une  suile  de  plam  ptrsdlèles  à  leurs  génératrices,  ainai  qu'on  Ta 
expliqué  (art.  i55,  liv.  i^')*  On  a  préféré^ dans  ce  cas  particulier,  les  couper  par 
une  suite  de  plane  verticaux  parallèles  aux  droites  de  la  première  sur&ce  ;  ce 
qui  simplifie  cette  seconde  construction,  c'est  que  les  sections  planes  et  parai* 
lèles  du  berceau  sont  égales. 

On  déduit  des  projections  horimotale  et  verticale ,  Y  arc  droA  ou  la  section 
droite  de  la  descente,  les  développera ens  des  panneaux  de  douelles  et  de  joints, 
et  l'application  du  trait  sur  la  pi«re^  aê  fidt  comme  pour  les  portes  n^'  i  et  a. 

57.  Le  plan  des  coussinets  de  la  descente  n^  i  est  coupé  par  la  face  du  mur 
en  dehors  du  berceau ,  suivant  une  drùite  horizontale  ;  on  prend  la  portion  de 
cette  droite  qui  est  comprise  entre  les  deux  plans  verticaux  des  pieds-droits  de 
la  descca:ite,  pour  le  diamètre  du  cercle,  hase  du  cylindre  oblique  qui  termine  la 
descente  :  ce  diamètre,  Ie$  deux  perpencficulaires  à  oe  diamètre,  menées  par  ses 
extrémités,  i'horisantale,  intersection  de  la  sur&ce  du  berceau  par  le  plan  des 
coussinets,  forment  sur  ce  plan,  un  parallélogramtQe  rectangle.  Si  ce  paratté* 
logramme  était  oblique,  le6  autres  données  restant  les  mêmes,  la  descente  se* 
rait  biaise ,  rachetant  un  berceau-^.  On  a  traité  ce  second  cas  dans]  lei  deux  épures 
suivantes  t  n^*  %tt%bis. 

58.  La  projection  verticale  sur  un  plan  parallèle  aux  droites  du  cylindre  de  la 
descente,  peut  se  faire  de  deux  maniàes;  elle  est  ou  orthogonale  ou  oblique. 
L'épure  n®  *  bis.  est  construite  par  le  second  mode  de  pnc^ctioin,  que  j'ai  ex- 
pliqué (art.  199,  liv.  i**").  Les  développemens  de  l'arc  droit  et  des  panneaux, 
ne  diffèrent  pas  pour  les  mêmes  données ,  de  ceux  qu'on  trouve  n**  a ,  par  la 
projection  orthogonale. 
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N^  3.  Descente  biaise ,  en  tour  rondes  rachetant  un  berceau  annulaire. 


D^mtion. 

5^.  Cette  descente  est  construite  dans  répaisseor  d'un  mur»  tennloé  d'un  côté 
par  uae  sur£aice  cylindrique  verticale,  de  l'autre  par  une  surfasse  annulaire*  £lki 
est  destinée  à  couvrir  le  passage  qui  conduit  à  un  berceau  annulaire  souterraiisu 
La  largeur  de  ce  passage  est  donnée; il  est  compris  entre  deux  plans  vertkauK  P 
et  F,  qui  coupent  les  surfaces  cylindriques»  extérieure  et  intérieure  du  laor 
en  tour  ronde,  suivant  quatre  droites  verticales,  et  la  sur&ce  annulaire  suivant 
deux  courbes.  Ces  deux  courbes  sont  égales,  lorsque  la  desce&te  esc  droite,  et 
inégales,  lorsqu'elle  est  biaise.  Les  plans  verticaux  P  et  F  terminent  les  pieds* 
droits  de  la  descente. 

On  prend,  comme  précédemment,  pour  Tua  des  plans  de  projections ,  ua 
plan  vertical  parallèle  à  Tun  des  plans  PF,  et  pour  l'amre  plan  de  pix^yections^ 
le  plan  horizontal  des  naissances  du  berceau  annulaire» 

■  ■  ■  * 

» 

De  la  surface  cylindrique,  de  ia  descente. 

•  ^ 

6o.  La  dioite  génératrice  de  cette  surface  est  parallèle'aux  plans  P  et  F  des 
pieds-droits  de  la  descente; son  inclinaison  par  fapportau  plan  horitontai  étant 
donnée,  la  sur£sK2e  c^iîndrique  de  la  descente  sera  déterminée,  lorS(C|U^on  aura 
la  base  de  cette  surface.  On  prend  pour  cette  base,  un  dèmi-cercle  qui  est  enve- 
loppé àur  la  face  extérieure  du  mur  en  tour  ronde,  dont  la  section  horizontale 
est  un  cercle  donné.  Les  deux  plans  P  et  F  coupent  ce  dernier  cercle  en  deux 
points;  on  rectifie  Tare  compris  entre  ces  deux  points,  et  on  décrit  sur  la  droite 
de  même  longueur  que  Tare,  le  demi-cercle  qui  forme  sur  le  cylindre  vertical  du 
mur  en  tour  ronde,  la  base  de  la  surface  cylindrique  de  la  descente^  La  coupe 
de  la  descente  par  ce  cylindre  vertical  étant  développée,  elle  ne  diffère 
pas  de  la  section  droite  des  portes  n^*  i  et  2  :  cette  coupe  étant  donnée,  on 
renvel(^pe  sur  la  face  extérieure  du  mur  eoi  tour  ronde  ;  toutes  les  droites  de 
son  contour,  en  exceptant  les  verticales,  deviennent  des  cercles  ou  des  hélices. 
Considérant  ces  lignes  comme  des  bases  de  surfaces  cylindriques,  qui  ont  pour 
arêtes  des  parallèles  à  la  génératrice  de  fa  surface  de  la  descente,  les  têtes  des 
voussoirs  de  cette  descente  et  toutes  les  surÊMCs  de  douelles  et  de  joints  sont 
déterminées. 

Les  douelles  et  les  joints  ont  pour  contours  sur  la  &ce  extérieure  da  .mur 
en  tour  rende,  des  ligues  dont  les  transformées  #ont  des  arcs  de  cercle,  et  den 
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lignes  droites.  La  surface  des  coussinets ,  formée  de  droites  parallèles  à  la  gé- 
nératrice de  la  surface  de  la  descente ,  passe  par  Tare  de  cercle  de  la  face  du 
mur  en  tour  ronde,  qu'on  a  rectifié  pour  tracer  la  coupe  verticale  et  cylindrique 
iie  la  descente  ;  d'où  il. suit  que  la  figure  des  voussoirs  ne  dépend  plus  que  de 
la  position  qu'on  assigne  à  cette  coupe  sur  la  face  extérieure  du  mur  en  tour 
ronde,  entre  les  deux  plans  verticaux  qui  la  comprennent,  et  qui  sont  paral- 
lèles aux  plans  P  et  F.  On  a  déterminé  cette  position  sur  l'épure  descente  n?  3, 
par  la  considération  que  la  descente  et  tous  ses  voussoirs  soient  au-dessus  du 
plan  horizontal  des  naissances  du  berceau  annulaire.  Pour  satisfaire  à  cetfe 
condition ,  la  droite  qui  termine  le  lit  du  voussoir  le  plus  éloigné  de  l'axe  du 
berceau  racheté,  et  qui  appartient  à  la  surface  des  coussinets,  passe  par  un 
point  du  cercle  de  la  surface  annulaire,  situé  dans  le  plan  des  naissances  du 
berceau. 

Ce  point  étant  déterminé  par  l'intersection  du  cercle  et  de  Tun  des  plans 
verticaux  qui  comprennent  la  descente,  on  mène  par  ce  point ,  une  parallèle 
à  la  génératrice  de  la  surface  cylindrique  de  la  descente  ;  elle  coupe  la  face  ex- 
térieure en  tour  ronde,  au  point  du  cercle  horizontal  de  cette  face,  sur  lequel 
le  diamètre  de  la  coupe  cylindrique  développée,  doit  s'envelopper.  La  hauteur 
de  ce  point  et  la  coupe  cylindrique  de  la  descente  étant  connues ,  on  construit 
en  projection  verticale  l'intersection  des  surfaces  cylindriqueâqui  ont  pour  bases 
les  lignes  de  cette  coupe,  par  la  surface  annulaire.  En  appliquant  la  méthode 
générale  qu'on  a  exposée  (art.  i46>  Kv.  i^'),  on  trouve  chaque  point  de  cette 
intersection,  par  la  rencontre  d'une  droite,  et  d^une  courbe  delà  surface  annu- 
laure. 

Construction  de  F  épure  et  application  du  trait  sur  la  pierre. 

6i.  Ayant  déduit  des  projections  horizontale  et  verticale,  l'arc  droit  de  la  des- 
cente, et  les  développemens  des  panneaux  de  dou elles  et  de  joints,  chaque  vous- 
soir de  la  descente  s'exécute  par  les  procédés  indiqués  pour  les  portes. 

Les  joints  des  voussoirs  de  la  descente  en  tour  ronde,  sont  des  cylindres  qui 
ont  pour  bases  des  hélices  :  s'ils  étaient  normaux  aux  douelles ,  le  développement 
de  la  coupe  cylindrique  verticale  de  la  descente,  serait  modifié  ;  les  droites  > 
transformées  des  hélices ,  deviendraient  des  développées  d'ellipses. 


S   rV.   DES  TROMPES. 

62.  Les  portes,  les  voûtes,  les  descentes  entrent  comme  élémens  nécessaires, 
dans  la  composition  de  monumens  et  édifices  qui  satisfont  à  toutes  les  condi- 
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tions  de  régularité  et  de  symétrie  ;  il  n'en  est  pas  de  même  des  voûtes  qu'on 
appelle  trompes ,  et  qu'on  n'emploie  le  plus  souvent  que  pour  remédier  aux 
inconvéniens  qui  proviennent  de  l'irrégularité  du  terrain  sur  lequel  on  cons- 
truit, ou  pour  étendre  certaines  parties  d'édifices  dans  les  étages  supérieurs , 
ou  pour  changer  dans  ces  étages  quelques  distributions  intérieures.  Cependant 
de  petites  trompes  peuvent  servir  à  couvrir  des  enfoncemens  réguliers ,  qu'on 
pratique  dans  l'épaisseur  des  murs,  pour  recevoir  des  vases,  des  statues  ou 
d'autres  objets  de  décoration  ;  celles-là  diffèrent  des  trompes  destinées  k  sou- 
tenir des  saillies,  qui  sont  des  hors-d' œuvres  ^  que  le  bon  goût  en  architecture 
exclut,  et  qu'on  n'admet  que  lorsqu'on  y  est  forcé  par  quelques  circonstances. 

Les  trompes  sont  de  petites  voûtes  terminées  par  des  surfaces  coniques* 
Etant  destinées  à  soutenir  des  murs  en  saillie,  elles  supportent  de  grandes  pres- 
sions, et  par  cette  raison,  on  les  divise  en  voussoirs  comme  les  grandes  voûtes, 
par  des  plans  normaux  à  leurs  surfaces.  Ces  voussoirs  ont  pour  arêtes  de 
douelles ,  des  droites  qui  concourent  vers  les  sommets  des  cônes.  On  a  aussi 
donné  le  nom  de  trompes  à  des  voûtes  terminées  par  des  surfaces  sphériques, 
cylindriques^  et  autres,  parce  qu'elles  sont  appareillées  comme  les  trompes,  de 
manière  que  les  courbes,  arêtes  de  douelles  y  partent  d'un  point  apparent  de  la 
naissance  de  la  voûte.  La  partie  de  la  voûte  voisine  de  ce  point  est  formée  d'une 
seule  pierre,  qu'on  nomme  trompillon.  Connaissant  le  cintre  de  ce  trompillon , 
la  surface  réglée  normale  qui  passe  par  ce  cintre ,  est  déterminée  ;  les  voussoirs 
de  la  trompe,  sont  compris  entre  le  cintre  extérieur  de  cette  trompe,  et  le 
joint  normal  du  trompillon. 

N^  I.  Trompe  dans  V angle  y  biaise  y  en  talus. 

Définition, 

63.  Soit  AE.A'E'  la  section  horizontale  d'un  mur  de  bâtiment  prolongé  dans  les 
deux  sens  BA  et  DE,  et  interrompu  sur  la  longueur  BD,  base  du  triangle  BCD. 
L^espace  en  coin  qui  se  projette  horizontalement  suivant  ce  triangle,  doit  rester 
libre  sur  une  hauteur  donnée,  à  partir  du  niveau  supérieur  du  terrain;  on  sa- 
tisfait à  cette  condition ,  en  changeant  les  directions  des  faces  verticales  et  paral- 
lèles du  mur  principal;  la  section  hoi:izontale  de  ce  mur  devient  alors  ABCDE. 
Af^GUE.  Cependant  le  bâtiment  a  dans  les  étages  supérieurs  la  forme  qu'il 
aurait,  si  le  mur  n'était  pas  interrompu  ;  il  s'ensuit  qu'une  partie  de  ce  bâti- 
ment est  en  saillie  par  rapport  aux  murs  BC.B'C,  CD.CDf  ;  et  pour  la  soutenir,  on 
élève  sur  ces  ^urs  9  comme  pieds-droits ,  une  voûte  dont  le  plan  des  naissances 
est  horizontal.  Ce  plan  coupe  les  faces  verticales  BC ,  CD  des  pieds-droits  et  la 
£ice  du  mur  principal  suivant  le  triangle  ECD.  On  prend  pour  la  surface  de  la 
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voûte,  un  cône  droit  dont  le  sommet  est  en  C,  et  qui  a  pour  côtés  les  droites 
CB,  CD.  La  face  ABDE  du  mur  principal  coupe  ce  cône  suivant  une  ellipse. 
Ayant  divisé  cette  ellipse  en  arcs  dont  les  cordes  sont  égales,  et  le  nombre 
de  ces  arcs  étant  égal  à  celui  des  voussoirs,  on  conçoit  par  les  points  de  divi- 
sions et  par  l'axe  du  cône  un  premier  système  de  plscns  normaux.  Une  section 
circulaire  du  cône  est  aussi  divisée  en  autant  de  parties  égales  qu'il  y  a  de  vous- 
soirs ,  et  un  second  système  de  plans  normaux  au  cône  passe  par  ces  nouvelles 
divisions  ;  les  plans  normaux  qui  divisent  en  deux  parties  égales,  Us  angles 
dièdres  formés  par  les  plans  des  deux  premiers  systèmes  de  même  rang,  com- 
prennent les  joints  des  voussoirs. 

Lorsque  la  face  A£  du  mur  principal  est  en  talus,  on  dit  que  la  trompe  est 
en  talus;  elle  est  de  plus  biaise  y  lorsque  les  arêtes  de  douelles  BC,  CD  du  plan 
des  naissances ,  ne  sont  pas  de  même  longueur.  XY  étant  la  trace  horîzgntale 
d'un  plan  vertical ,  perpendiculaire  à  la  droite  À£ ,  l'angle  AXZ  sur  ce  plan  me- 
sure le  talus  du  mur  principal. 

Le  cintre  du  trompillon  est  parallèle  au  plan  qui  a  pour  traces  horizontale 
et  verticale,  les  droites  EBX,  XZ.  Le  joint  du  trompillon  est  unesur£Eice  réglée 
dont  la  droite  génératrice,  normale  au  cône  de  la  trompe,  passe  par  une  ellipse 
semblable  à  celle  qui  forme  le  cintre  apparent  de  cette  trompe* 

La  surface  conique  de  la  trompe  étant  seulement  assujettie  à  passer  par  les 
droites  C6 ,  CD,  il  y  a  une  infinité  de  surfaces  c[ui  satisfont  à  cette  condition. 
Les  auteurs  des  anciens  traités  de  coupe  des  pierres  ont  varié  sur  le  choix  de 
cette  surface.  L'idée  très-simple  d'employer  le  cône  droit  à  base  circulaire ,  est 
de  M.  Girard;  alors  la  surface  réglée,  joint  du  trompillon,  est  engendrée  par 
une  droite  qui  a  pour  directrice  l'axe  du  cône  droit  de  la  trompe. 

De  la  construction  de  t épure. 


64.  On  prend  pour  plans  de  projections,  le  plan  horisohtal  des  naîssaBees  de  la 
trompe,  et  le  plan  vertical  XY  perpendiculaire  aux  £aices  du  mur  priocipaL  On 
déduit  de  ces  deux  projections,  toat  ce  qai  est  nécessaire  pour  l'application  du 
trait  sur  la  pierre.  Cette  application  se  fait  pour  le  trompilioa,  par  la  méthode 
d^équarrissement,  et  pour  les  voussoirs  de  la  trompe,  par  la  méthode  des  be> 
veaux.  C'est  pourquoi  il  &ul,  i^  construire  l'intersection  de  la  surface  de  jràit 
du  trompillon  par  les  faces  du  parallélipipède  rectangle  capaUe  de  ce  troni* 
pillon  ;  ^^  résoudre  pour  chaque  voussoir,  les  deux  pyramides  triangulaires 
(page  \^iy  art.  8,  liv.  12),  formées  par  les  plans  du  cintre  de  la  trompe,  des  deux 
joints,  et  par  un  quatrième  plan  mené  par  les  deux  arêtes  de  douelles,  pDac  qui 
contient  la  doudle  plate.  (La  douelle  plate  est  le  quadrilatère  formé  par  les 
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deux  arêtes  de  la  douelle  d'un  voussoir,  et  par  les  droites  qui  joignent  les  extré- 
mités de  ces  arêtes). 

Les  deux  pyramides  ont  leurs  sommets  sur  le  cintre^  aux  extrémités  des 
arêtes  de  douelles;  elles  ont  pour  arête  commune ,  la  corde  du  cintre  qui  joint 
ces  extrémités.  Chaque  joint  contient  deux  autres  arêtes,  dont  l'une  est  aussi 
arête  de  douelle;  l'autre  est  la  droite  intersection  du  plan  de  joint  et  du  plan 
de  tête  qui  contient  le  cintre.  Ayant  construit  lies  angles  que  les  trois  arêtes 
de  chaque  pyramide  font  entre  elles  ^  on  détermine  les  angles  dièdres  ou  be- 
deaux ^  par  la  méthode  exposée  (page  laa ,  problème  4)* 

N^  a.  Trompe  sur  le  coin. 

Définition. 

> 

65.  Soient  AF.A'F,  FE.FE'  les  sections  horizontales  de  deux  murs  d'un  bâti- 
ment;, qui  se  rencontreraient  à  angle  droit,  s'ils  étaient  prolongés  jusqu'au  plan 
vertical  FF,  mais  qui  sont  interrompus  sur  les  longueurs  BF,  DF,  cotés  du  carré 
BCDF.  L'espace  qui  se  projette  horizontalement  suivant  ce  carré,  doit  rester 
libre  sur  une  hauteur  donnée,  à  partir  du  niveau  supérieur  du  terrain.  Il  est 
nécessaire,  pour  satisfaire  à  cette  condition,d'infléchir  les  mivs  principaux  suivant 
les  côtés  BC,  DC  du  canpé  BCDF  ;  en  sorte  que  la  section  horizontale  des  murs 
du  bâtiment  devient  ABGDE.A.  B'CDË'.  Cependant  le  bâtiment  doit  conserver 
dans  les  étages  supérieurs  1^  forme  qu'il  aurait,  si  les  murs  principaux  AB.A'B', 
DEiyK  n'étaient  pas  interrompus  ;  il  s'ensuit  que  la  partie  supérieure  du  bâti- 
ment, correspondant  au  carré  BCDF,  sera  en  saillie  sur  les  quatre  murs  terminés 
par  les  plans  verticaux  AB,  BC,  CD,  DE  :  c'est  pour  la  soutenir  qu'on  élève  sur  ces 
murs,  comme  pieds-droits,  une  voûte  conique.  Le  plan  horizontal  des  naissances 
de  cette  voûte,  coupe  les  faces  extérieures  des  murs  suivant  le  carré  BCDF, 
dont  les  cotés  CB ,  CD  sont  les  arêtes  de  douelles  des  premiers  voussoirs  de  la 
trompe  dite  sur  le  coin^  Ayant  pris  pour  la  sur&ce  de  cette  trompe  le  cône  droit 
dont  le  sommet  est  en  C,  et  dont  le  côté  GB  ou  CD  fait  avec  l'axe  CF  l'angle  BGF 
ou  FCD  de  4^^,  le  cintre  extérieur  de  la  trompe  est  formé  des,  deux  sections 
du  cône  par  les  plans  verticaux  BF,  FO  ;  et  parce  que  ces  plans  sont  parallèles 
aux  plans  tangens  du  cône  menés  par  les  di*oites  CB,  CD,  U  s'ensuit  (art.  74  9 
liv.  j  ^^^  page  44}  que  le  cintre  est  formé  de  deux  paraboles  Omb ,  Ond^  com- 
prises entre  les  deux  droites  rectangulaires  FJ,  FG,.et  F&,  FG,  respectivement 
égales  aux  droites  FB  et  FH. 

Cette  trompe  a,  comme  la  première,  un  trompillon  d'une  seule  pierre,  dont 
le  cintre  est  formé  des  portions  des  mêmes  paraboles  Gmb ,  Gnd^  qui  ont  pour 
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projections  horizontales  les  droites  bf^  df^  respectivement  parallèles   aux 
droites  BF,  DF. 

Les  joints,  qui  divisent  la  trompe  sur  le  coin  en  voussoirs,  sont  aussi,  comme 
pour  la  précédente  n^  i ,  dans  des  plans  qu'on  détermine ,  en  égalisant  autant 
que  possible  les  épaisseurs  des  voussoirs,  et  les  cordes  des  douelles  de  ces 
voussoirs  sur  le  cintre  apparent. 

Construction  de  V épure. 

66.  On  prend  pour  plans  de  projections,  i  ^  le  plan  des  naissances  de  la  trompe 
pour  plan  horizontal;  a®  les  plans  verticaux  BF  et  FD,  qu'on  amène  dans  le 
plan  vertical  HFH'  perpendiculaire  à  l'axe  CF,  en  les  faisant  tourner  autour  de 
la  verticale  F,  ou  FG. 

On  déduit  de  ces  deux  projections,  i^  les  angles  dièdres  des  douelles  plates 
et  du  cintre;  ^^  les  développemens  des  douelles  plates. 

On  remarquera  que  la  douelle  plate  de  la  clef  est  un  quadrilatère,  divisé  en 
deux  triangles  isocèles  par  l'horizontale  mV,  qui  joint  les  extrémités  des  arêtes 
de  douelles  passant  par  les  points  m  et  n  des  deux  paraboles  du  cintre.  Le  plan 
de  cette  douelle  plate  coupe  la  verticale  FG  au  point  g^  qu'on  détermine  en 
menant  la  parallèle  CL  à  niii^  et  en  portant  la  droite  FL  dirigée  suivant  FD 
en  F/;  la  droite  In  prolongée  coupe  la  verticale  FG  au  point  ^;  ce  qui  donne 
les  cotés  égaux  gm ,  gn  du  petit  triangle  isocèle  de  la  douelle  plate  de  la  clef. 

L'application  du  trait  sur  la  pierre ,  tant  pour  ce  trompillon  que  pour  les 
voussoirs  de  la  trompe,  se  fait  par  les  procédés  indiqués  dans  la  notice  sur  la 
trompe  précédente  u^  i  • 

N®  3.  Trompe  cylindrique^ 

Définition^ 

67.  Cette  trompe  est  destinée  à  soutenir  un  mur  en  tour  ronde,  en  saillie  su!r 
.  un  mur  droit.  On  voit  rue  Garencière,  église  Saint-Sulpice  de  Paris,  une  trompe 

de  cette  espèce,  qui  soutient  une  chapelle  circulaire.  La  section  du  mur  droit 
par  le  plan  horizontal  des  naissances  de  la  trompe,  est  terminée  par  deux  droites 
parallèles  AB,  CD.  Le  même  plan  couperait  la  face  extérieure  du  mur  en  tour 
ronde  prolongée,  suivant  le  cercle  du  centre  £  et  du  rayon  £F  ;  il  contient  l'axe 
GH  de  la  surface  cylindrique  de  la  trompe.  Cette  surface  est  un  cylindre  droit, 
qui  a  pour  axe ,  la  droite  GH  parallèle  à  CD  ;  un  plan  vertical  ÂCG  la  coupe 
suivant  un  cercle  du  centre  G  et  du  jayon  GC. 
Le  cintre  apparent  de  la  trompe  est  une  courbe  à  double  courbure ,  intersec^ 


tion  de  deux  cylindres  droits,  l'un  horizontal ,  qui  termine  la  voûte,  Tautre  ver- 
tical, qui  termine  le  mur  en  tour  ronde.  Cette  courbe  a  pour  projection  horizon- 
tale ,  Tare  de  cercle  IFK  du  rayon  EF.  Les  plans  de  joints  qui  divisent  la 
trompe  en  voussoirs  passent  par  la  droite  £F  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
la  corde  IK  de  l'arc  IPK,  et  divisent  le  demi-cercle  vertical  du  diamètre  IK, 
en  un  nombre  impair  d'arcs  égaux. 

Le  trompillon  a  pour  cintre ,  la  ligne  d'intersection  du  cylindre  droit  hori- 
zontal de  la  trompe  et  du  cylindre  droit  vertical ,  dont  la  section  horizontale  ifk 
est  concentrique  à  l'arc  IFK.  Le  joint  du  trompillon  est  une  surface  réglée 
normale  à  sa  douelle;  les  faces  adjacentes  sont  planes.  La  projection  horizontale 
du  trompillon  est  comprise  entre  les  droites  {7,  ^/n ,  parallèles  à  la  droite  £F  ;  il 
a  pour  section ,  pM  le  plan  vertical  AB,  le  rectangle  bniw. 

Construction  de  Vépure. 

68.  Ayant  pris  pourplap  horizontal,  celui  des  naissances  de  la  trompe  cylin- 
drique, et  pour  plan  vertical  la  face  verticale  AB  du  mur  droit,  on  y  projette, 
i^  les  cintres  de  la  trompe  et  du  trompillon  ;  a^  les  arêtes  de  dpuelles  de  la 
trompe. 

On  déduit  de  ces  deux  projections,  i^  les  intersections  du  joint  du  trom- 
pillon, par  les  faces  horizontales  et  verticales  de  ce  trompillon;  vt?  le  dévelop- 
ment  des  douelles  des  voussoirs  de  la  trompe  ;  3^  le  développement  des  joints 
plans  de  ces  voussoirs ,  en  observant  que  chacun  de  ces  plans  coupe  le  cylindre 
droit  vertical  du  mur  en  tour  ronde ,  le  cylindre  droit  horizontal  de  la  trompe , 
et  la  surface  réglée  du  joint  du  trompillon  :  ce  qui  donne  trois  courbes  planes, 
pour  le  contour  d'un  joint  ;  les  autres  lignes  de  ce  contour  sont  trois  droites 
qui  appartiennent  respectivement  à  la  face  horizontale  no  du  trompillon,  à  la 
face  verticale  AB  du  mur  droit,  et  à  la  face  verticale  du  parement  de  chaque 
youssoir. 

Jf^  4-  Trompe  sphériqucy  en  niche. 

Définition^ 

69.  Cette  trompe  couvre  un  espace  circulaire,  pris  dans  l'épaisseur  d'un  mur 
ea  tour  ronde.  Le  plan  horizontal  des  naissances  de  cette  trompe  coupe  les 
faces  extérieure  et  intérieure  du  mur  en  tour  ronde,  dont  le  centre  est  en  O, 
suivant  les  cercles  concentriques  ABC,  A'B'C,  et  la  surface  sphérique  de  la 
trompe  suivant  le  grand  cercle  F£G  du  rayon  DE  ;  d'où  il  suit  que  la  section 
horizontale  de  la  niche  est  comprise  entre  les  deux  arcs  de  cercles  FEG,  FB'G , 
.^ui  se  coupent  aux  points  F  et  G.  On  mène  la  droite  FG ,  qui  joint  ces  deu^ 
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points  y  et  on  décrit  sur  cette  droite^  comme  diamètre,  un  demi-cercle  vertical 
qu'on  divise'  en  un  nombre  impair  de  parties  égales  :  les  plans  menés  par  les 
points  de  division  et  par  la  droite  BDO ,  qui  joint  les  centres  O  et  D  des  arcs 
Ffi'G,  F£G,  divisent  la  trompe  en  voussoirs. 

Le  cintre  extérieur  de  la  tnSmpe  est  une  courbe  à  double  courbure,  inter* 
section  de  la  portion  du  cylindre  droit  vertical,  qui  passe  par  Tare  FB'Q,  et  de 
la  sphère  du  rayon  DE ,  dont  le  centre  est  en  D.  Le  trompillon  a  pour  cintre , 
un  cercle  verticaKd'un  diamètre  fg^  parallèle  à  la  droite  FG.  Le  joint  du 
trompillon  et  des  voussoirs  d^la  trompe,  est  un  cône  droit,  dont  le  sommet  est 
en  D,  et  qui  a  pour  base  le  cintre  {Jjgyf'^g')^ 

Les  joints  des  voussoirs  de  la  trompe,  qui  passent  tous  par  Thorizontale  DB^, 
ont  pour  traces  sur  le  plan  vertical  XY,  des  droites  qui  divisent  en  parties  égales 
le  cercle /'Jy;  deux  de  ces  droites,  telles  que  ^'5,  d'Q^  sont  les  limites  de  la 
projection  verticale  de  l'un  des  voussoirs. 

I^a  douelle  de  ce  voussoir  est  une  portion  de  surface  sphérique  dont  le  con- 
tour est  formé,  i^dxm  arc  vertical  3'4'du  petit  cercleyJgr',  cintre  du  trompillon; 
a^  de  deux  arcs  de  grands  cercles ,  dont  les  proiongemens  passeraient  par  le 
point  E  du  plan  horizontal  ;  3®  d*une  portion  de  la  courbe  à  double  courbure, 
intersection  de  la  douelle  sphérique,  et  du  cylindre  vertical  FB'G.  Ce  contour 
a  pour  jMTOJections  horizontale  et  verticale,  les  quadrilatères  (i.a.3.4)>  (i'.a'.3'.4'). 

Construction  de  V épure  et  application  du  trait  sur  la  pierre. 

70.  Les  plans  de  projections  sont,  i^  le  plan  horizontal  des  naissances  de  la 
trompe  sphérique;  %?  deux  plans  verticaux  XY,  XT',  l'un  perpendiculaire  et 
l'autre  parallèle  à  la  droite  ODBB'  du  plan  des  naissancest  qui  passe  par  Taxe 
vertical  O  du  mur  en  tour  ronde ,  et  par  le  centre  D  de  la  surface  sphârique  de 
la  trompe. 

Ayant  pris  pour  le  solide  capable  du  trompillon ,  le  parallélipipède  {Imnh , 
VniriKy  LMNH),  on  construit  les  intersections  du  joint  conique  de  ce  trom- 
pillon ,  par  les  faces^du  parallélipipède. 

L'application  du  trait  sur  la  pierre  capable  d'un  voussoir,  se  fait  au  moyen 
des  deux  joints  développés  de  ce  voussoir ,  et  du  contour  de  la  tête  sur  le  cy- 
lipdre  vertical  FB'G.  En  développant  ce  cylindre ,  on  a  pour  la  tête  du  voussoir 
compris  entre  les  joints  â ,  5',  ^'.6',  la  figure  a,  dans  laquelle  la  courbe  i.a  est 
le  développement  de  la  portion  de  courbe  à  double  courbure ,  qui  se  projette 
horizontalement  en  i  .a. 

Pour  développer  les  joints,  on  suppose  que  les  plans  qui  les  contiennent, 
tournent  autour  de  la  droite  horizontale  BB,  pour  s'appliquer  sur  le  plan  ho- 
rizontal 
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Le  prenner  joint  (8F,  d'y.  5) ,  développé  fig..  j\  a  pour  contoor,  une  figure 
composée  1 1^  d'un  are  de  grand  cercle  de  la  aoriace  sphértque  de  la  ti^ompe;^ 
a*  d'une  droite  du  joint  du  trompiUon  ;  3^  de  deux  ellipses,  iatersections  des 
cjHadres  TerûcauK  du  mvr  en  tour  ronde  par  le  plan  de  joint  ;  4*  d'tine  hori- 
sontale  du  parement  Tertieal,  parallèle  à  la  droite  &B\ 

Le  contour  du  second  joint  (BB',  d'6l.&  ),  développé  fig;f^  diffère  du  oontont 
précédent,  parce  qne  le  plan  de  ce  joint  ne  rencontre  pas  seulement  le  joint  co-» 
nmue  du  trompillon ,  mais  encore  la  fiice  horizontale  supérieure  {ùnnhy  nfn') 
de  ce  trompillon.  A  la  place  d'une  droite  unique  gp  (/Sg.  f)  du  premier  contour, 
on  a  C^*/)  les  deux  droites  gq^  qr^  qui  appartiennent,  l'une  au  joint  conique 
du  trampillon,  et  l'autre  à  lafiioe  horizontale  supérieure  de  ce  tnunpilloa. 
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7 1  •  La  partie  d'un  bâtiment  ou  d'un  édifice,  occupée  par  un  escalîerj  se  nomm e 
la  cage  de  cet  escalier.  On  distingue  deux  espèces  d'escaliers,  les  uns  à  marches 
parailèies,  les  autres  à  marches  tournantes.  Les  premiers  conviennent  aux 
grands  édifices  «  dont  ils  sont  le  principal  ornement  ;  leurs  marches  sont  égales 
en  hauteur  et  longueur  :  le  rapport  de  ces  deux  dimensions  est  ordinairement 
celui  de  I  à  a.  On  pose  les  marches  sur  un  massif  rampant,,  de  manière  que  les 
deux  faces  apparentes  de  chacune  d'elles ,  qu'on  appelle ,  en  charpente,  marche 
et  contre-marche  j  soient  l'une  horizontale  et  l'autre  verticale.  Le  massif  est  cour 
tenu  par  les  murs  de  la  cage  et  par  d'autres  murs  parallèles ,  distans  des  pre- 
miers de  la  longueur  des  marches.  La  construction  de  ces  murs ,  et  le  tracé  des 
marches  parallèles ,  ne  {Mrésentent  aucune  difi^cuUé  de  stéréotomie.  Il  n'en  est 
pas  de  même  des  escaliers  à  marches  tournantes.,  dont  les  emplacemeus  sont  le 
plus  souvent  très-irréguliers»  mal  éclairés,  et  qui  ne  deviennent  praticables  que 
par  des  combinaisons  de  lignes  et  de  surfaces  qui  se  raccordent. 

Les  escaliers  à  marches  tournantes  sont  ou  à  noyau  plein  ou  à  jow.  If  ouâ 
allons  donner  des  exemples  de  ces  deux  variétés, 

N**  I  et  I  bis.  Escaliers  à  noyau  plein. 

7a.  Ces  de«x  escaliers  se  construiaest  dans  les  tours  ;  le  noyau  est  mi  cylindre 
rertical  à  base  circulaire  du  rayon  AB  {fig^  \\  L'enceinte  de  la  cage  est  un  mur 
exa  tour  rcmde,  qui  a  pour  épaisseur  DD',  difFévenoe  des  deux  rayons  Aiy  et 

AD.  Soit  I  .F  la  dislance  à  laquelle  on  se  tient  de  ia  £ice  intérieure  i.a.3.4 du 

«sur  en  tour  ronde,  pour  s'appuyer  commodémeotaur  une  raippe  fixée  contre 
is/e  mur.  On  décrit  du  point  A ,  comme  centre  avec  le  rayon  donné  AF  ^  un 
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Cercle  qu'on  divise  en  arcs  égaux,  tels  que  FF.  La  corde  de  ces  arcs  ne  peut 
pas  être  moindre  que  la  longueur  du  pied.  Les  hauteurs  des  marches  et  leurs 
largeurs,  mesurées  sur  le  cercle  du  rayon  AF,  sont. constantes  ;  les  rayons  AF, 
AF'....,  menés  par  les  points  de  division,  sont  les  projections  des  arêtes  hori- 
zontales des  marches.  Ces  arêtes  coupent  le  cylindre  vertical ,  qui  a  pour  base 
le  cercle  du  rayon  A  i>  en  des  points  d'une  hélice,  dont  le  pas  (p.  i4o,  art.  36)  est 
déterminé  par  le  rapport  de  la  largeur  d'une  marche  et  de  sa  hauteur  ;  d'où  il 
^uit  que  ces  mêmes  arêtes  appartiennent  à  une  surface  réglée,  dont  la  généra- 
trice,  constamment  horizontale,  a  pour  directrices  la  verticale  A,,  axe  du  noyau , 
et  l'hélice  dont  la  projection  horizontale  est  le  cercle  i.a.3.4  •— 

En  développant  le  cylindre  vertical  qui  a  ce  cercle  pour  base ,  sur  le  plan 
vertical  XY  [fig.  a),  perpendiculaire  à  la  droite  A3  {fig.  i),  l'hélice  directrice  de 
la  surface  réglée  des  marches,  devient  une  droite  hn^  dont  l'inclinaison,  à  l'égard 
de  l'horizontale  XY,  est  déterminée  par  le  rapport  de  la  largeur  mn  d'une 
marche,  mesurée  sur  le  cercle  i.!2.3.4«*>m  ^t  de  sa  hauteur  hn.  On  aurait  pu 
terminer  le  dessous  des  marches  par  une  surface  continue,  égale  à  celle  qui  pas- 
serait par  les  arêtes  supérieures  de  ces  marches,  et  qui  serait  coupée  par  le  cy- 
lindre vertical  i.a.3.4  {fig\^)\  suivant  une  hélice  qui  aurait  pour  développement 
(/%.  a)  une  droite  tiri  parallèle  à  Im.  On  a  simplifié  la  construction  de  chaque 
marche,  en  supposant  que  sa  section  par  le  cylindte  vertical ,  1.2.3.4,  est  sur  le 
développement  (Jig.  2)  le  polygone  abcde.  Le  côté  ab  de  ce  polygone  est  égal  à 
la  hauteur  d'une  marche;  le  côté  bc  mesure  la  quantité  dont  une  marche  avance 
sur  l'autre  ;  ad  est  la  somme  de  cette  quantité  et  de  la  largeur  de  la  marche 
mesurée  sur  le  cercle  1.2.3.4;  1^  c^té  edtsl  une  verticale  parallèle  à  ab^  dont 
la  hauteur  est  donnée. 

Enveloppant  le  cylindre  vertical  1.2.3.4  par  ce  polygone,  le  côté  ce  devient 
une  portion  d'hélice ,  et  la  face  courbe  de  la  marche  qui  passe  par  cette  hélice , 
est  engendrée  par  une  droite  horizontale  qui  s'appuie  sur  l'axe  vertical  A  {Jig.  1).- 
Le  cylindre  vertical  du  noyau ,  qui  a  pour  base  le  cercle  du  rayon  AB ,  coupe 
la  marche  suivant  une  figure  qui  devient  sur  le  développement  {fig.  3) ,  un 
polygone  abcde  ^  du  même  nombre  de  cotés  que  le  polygone  donné  delaypg^.  2, 
marqué  des  mêmes  lettres.  Lorsque  la  cage  de  l'escalier  est  d'un  petit  rayon , 
la  face  courbe  d'une  marche  ne  diffère  pas  sensiblement  d'un  plan. 

Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  la  partie  de  chaque  marche 
comprise  entre  le  noyau  et  le  mur  en  tour  ronde  de  la  cage,  mais  cette  marche 
a  un  noyau,  qui  &it  partie  du  noyau  plein  de  l'escalier,  et  qui  est  compris 
entre  les  deux  plans  horizontaux  adj  bc  (Jig.  2  et  3  ).  C'est  pourquoi  le  dévelop- 
pement {fig.  3)  de  la  marche  comprend  le  parallélogramme  aa'cd  (qni  se  pro- 
longe au-delà  du  cadre  de  la  planche)^  dont  le  côté  aà^  ou  cd  est  égal  à  la  circon- 
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térence  du  rayon  AB  (  ;%•  i  ).  La  projection  horizontale  de  cette  marche  EE'B3'.3.  E, 
est  marquée  {fig.  i)  d'un  trait  plein.  Toutes  les  marches  étant  égales,  elles  ont 
des  projections  ou  des  sections  égales,  sur  chacun  des  trois  plans y^«  i ,  a,  3. 

Les  marches  font  plusieurs  révolutions  autour  du  noyau.  Une  figure  telle  que 
££'B3'.39  est  1^  projection  horizontale  de  toutes  les  marches,  dont  les  arêtes 
horizontales  sont  dans  le  même  plan  vertical  3.3'.  La  distance  verticale  de  deux 
de  ces  marches  doit  être  d'environ  deux  mètres,  pour  qu'en  montant  l'escalier, 
on  ne  soit  point  obligé  de  s'incliner.  Si  là  cage  entière  comprend  v'mgt  marches 
(ce  qui  a  lieu  sur  la  fig,  i),  chaque  marche  aura  en  hauteur  un  décimètre.  En 
montant  l'escaUer,  on  voit  le  dessous  des  marches  d'une  révolution  supérieure, 
et  on  aperçoit  la  discontinuité  qui  résulte  d'un  système  de  faces  courbes  héli* 
çoides,  adjacentes  à  de  petîtes.faces  planes  verticales.  C'est  pour  éviter  cette 
apparence ,  qu'on  a  construit  (n^  i  bis)  l'escalier  circulaire  à  noyau  plein ,  en 
terminant  le  dessous  des  marches  par  une  sur£aice  réglée  continue. 

Explication  des  figures  i ,  a ,  3.  N**  i  his. 

73.  Le  noyau,  la  cage,  lés  arêtes  horizontales  des  marches,  étant  les  mêmes  que 
sur  la  figure  n®  1 ,  on  conçoit  la  surface  continue  qui  passe  par  ces  arêtes ,  et 
dont  la  section  cylindrique  développée  (Jig.  a)  est  la  droite  Im*  Ayant  mené  sur 
ce  développement,  une  parallèle  Vni  à  cette  droite,  on  plie  \^fig^  ^  sur  le  cy- 
lindre vertical  i.a.3.49  ^^^^  droite  l!n{  devient  une  hélice  directrice  de  la  sur- 
face du  dessous  des  marches.  Le  mouvement  de  la  génératrice  de  cette  surface 
est  déterminé  par  deux  autres  conditions,  d'être  constamment  horizontale ,  et 
tangente  à  la  surface  extérieure  du  noyau  plein. 

On  donne  {fig  a),  1^  la  hauteur  ab  d'une  marche;  a^  la  quantité  pb  dont  une 
marche  avance  sur  Finférieure;  3^  la  longueur  d'une  verticale  cpk  comprise 
entre  les  deux  parallèles  bn ,  Vni  ;  ce  qui  détermine  sur  la  droite  /'m',  le  point  c, 
et  la  distance  cp  de  ce  point  à  l'horizontale  bp. 

Là  droite  de  la  surfisice  du  dessous  des  marches,  qui  passe  par  le  point  c  (fig.  a), 
est,  en  projection  horizontale  (fig*  i),  une  tangente  CC  au  cercle  du  rayon  AB. 
Cette  droite  est  Une  arête  de  douelie  de  la  voûte  dont  la  marche  est  un  voussoir. 
On  prend  pour  le  joint  de  ce  voussoir,  un  plan  passant  par  Faréte  de  douelie ,  et 
normal  à  la  douelie  au  point  milieu  de  l'arête.  Ce  joint  coupe  le  plan  horizontal 
bp  (fig.  a) ,  suivant  une  horizontale  qui  passe  par  le  point  jr^  et  le  cylindre  ver- 
tical i.a.3.4>  suivant  une  poriion  d'ellipse  dont  la  transformée  est  (fig.  a)  la 
courbe  çy. 

Lé  second  joint  de  la  marche  doit  être  égal  au  premier  :  c'est  poiurquoi  il  faut 
que  la  seconde  arête  de  douelie  de  cette  marche,  passe  par  le  point  e  (y%.  a)^ 
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distant  de  rhorûscmtale  4u^'  de  la  liaiiÉear  verticale  ^'  acz  qp;  ce  qui  déterauoe 
le  point  e  de  k  dtoîle  fm\  et  les  projectiona  bornontides  ££^  EKJ'J"  de  la  ae* 
conde  arête  de  doueUe ,  et  du  joint  fKisaaat  par  cette  arête.  La  droite  £S'  est 
tangente  au  cercle  du  rayon  ÂB ,  poiaqu^eUe  est  ia  projection  d*ane  droite  de  la 
soTÛkce  inférieure  des  aaarchea. 

La  aection  entière  de  la  marche  développée  (Jig.  a),  est  formée  de  quatre 
droites  ai^  by^  ce^da^et  de  deux  courbes  égales  cjr^  éd.  Dévdoppaot  le  cy* 
lindre  du  noyan  plein  {jftg.  3),  le  contour  de  la  section  de  la  marche  par  ce 
cylindre  est  abyved\  il  est  aussi  formé  de  c]piatre  droites  et  de  deux  courbes 
égales  ^,  ^d.  Les  vcfticaies  marquées  des  mémos  kttMS  (Jig.  a  e/  3  )  sont  de 
même  longueur. 

Chaque  inarcke  de  l'escalier  n^  i  bis  porte,  comme  la  marche  de  Tescidier 
n^  f ,  une  assise  du  i>oyau,  dont  la  hauteur  est  détmraîiaée  par  la  distance  ver* 
ticale  des  points  ii  et  c  ijlg.  3)  ;  c'est  pourquoi  il  &ut  ajouter  au  développement 
du  noyau  (y%:  3),  le  parallélogramme  (prolongé  au-delà  du  cadre  de  la  planche) 
adb'c'y  qui  a  pour  c6l^  la  droite  ab'=:cq  (Jlg.  a),  et  la  droite  42a'  égale  à  la 
circonférence  du  rayon  AB  (/^.  i)  du  noyau. 

Les  marches  des  deux  escaliers  V^  i  et  i  bis,  étant  engagées  dans  l'épaisseur 
du  mur  de  cage,  «elles  sont  soutenues  d'un  bout  par  ce  mur,  et  de  l'autre  par 
le  noyan  plein  dont  elles  font  partie. 

Escaliers  à  jour.  N®*  a  et  3. 

N*  %,  Fis  à  jour. 

D^finidofi. 

74.  La  7ns  à  jour  est  un  escalier  composé  de  marches  qui  s'appuient  aenlement 
par  une  extrémité  sur  Fun  des  murs  de  fa  cage.  Ces  marches  ftmnent  une  voûte; 
elles  sont  terminées  en  dessous  par  une  surface  réglée  :  chaque  marche  eiX  un 
youssoir,  qui  a  pour  douelle  une  poition  de  cette  surÊure. 

Les  murs  de  cage  étant  droàs,  les  intersections  des  £ftces  intârieuies  de  ces 
murs ,  par  un  plan  horizontal ,  forment  un  polygone;  <m  trace  une  courbe  tati* 
gente  aux  côtés  de  ce  polygone,  et  on  se  sert  de  cette  courbe  pour  diviser  la 
cage  de  f  escalier  en  deux  parties,  destinées  l'une  pour  les  marches ,  et  l'autre 
pour  le  jour.  L'emplacement  qu'on  appelle  jour  est  terminé  par  une  surface 
cylindrique  verticale ,  qui  a  pour  base  une  cwirbe  équidtstante  de  celle  qui  est 
tangente  aux  côtés  du  polygone  de  la  cage.  Les  marches  occupent  l'espace  com- 
pris entre  le  jour  et  les  murs  de  la  cage.  Dans  les  deux  exemples  précéderas 
11'"  ï  et  1  bis,  la  cstge  et  le  jour  sont  terminés  par  des  aur&œs  cyfaidriques 
verticales^  qui  ont  pour  bases  des  cercles  concentriques. 
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La  face  horizontale  de  chaque  marche  porte  à  Tune  de  ses  extrânités  (celle  qui 
est  du  côté  du  jour),  uu  balustre  vertical  qui  supporte  une  rampe.  La  distance 
à  Liquelle  on  se  tient  de  cette  rampe,  en  montant  Fescalier,  étant  donnée,  on  s'en 
sert  pour  tracer  sur  le  plan  de  la  section  horizontale  du  jour,  une  courbe  équidis* 
tante  du  contour  de  cette  section.  De  chaque  point  de  ce  contour  comme  centre^ 
avec  la  distance  donnée  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle,  et  la  ligne 
tangente  à  tous  les  arcs  de  cercle  ainsi  décrits,  détermine  la  courbe  ëquidis- 
tante ,  sur  laquelle  on  mesure  la  largeur  des  marches.  Cette  courbe  étant  divi- 
sée en  arcs  de  même  longueur,  on  mène  par  les  points  de  division,  des  droites 
que  Ton  considère  comme  les  projections  horizontales  des  arêtes  horizontales 
des  marches,  ou  des  intersections  des  plans  des  faces  de  ces  marches,  dites  en 
charpente  marche  et  contre^marche.  La  condition  de  passer  par  les  points  de 
division  de  la  courbe  équidistante  du  jour,  ne  détermine  pas  les  projections  de 
ces  arêtes  ;  ce  n'est  que  par  un  tâtonnement  qu'on  parvient  à  fixer  la  position 
la  plus  convenable  de  ces  droites.  Ce  tâtonnement,  qu'on  appelle  balancement 
des  marches ,  a  pour  objet  de  donner  à  ces  marches  des  dimensions  à  peu  près 
égales,  et. d'éviter  des  changemens  brusques  de  courbure,  soit  dans  la  suiface 
du  dessous  des  marches,  ou  sur  les  lignes  apparentes  de  cette  surface. 

On  est  dirigé  dans  cette  opération ,  plus  mécanique  que  géométrique ,  par  la 
considération  que  les  projections  horizontales  des  arêtes  des  marches ,  doivent 
diviser  le  contour  de  la  section  horizontale  du  jour,  en  parties  qui  augmentent 
et'diminuent  progressivement  par  degrés  insensibles^  sur  deux  portions  consé« 
cutives  de  ce  contour. 

Explication  des  figures  i,  a,  3.  N*  a  (Vis  â  jour). 

73.  Soient  (Jig.  i)  abc...h  ^  i.a.3.4«**8,  les  lignes  du  plan  horizontal,  qui 
représentent  le  jour  de  l'escalier,  et  la  ligne  qu'on  suit  en  montant  cet  escalier. 
On  divise  cette  ligne  en  parties  égales  i.a,  a. 3,  ....  7.8. 

L'opération  du  balancement  détermine  les  droites  i.a,  a.^,  3.c, ,.  8A,  qui 
sont  les  projections  horizontales  des  arêtes  des  marches.  Ces  droites  prolongées 
forment  un  polygone,  limite  d'une  courbe  continue  afiy.*.iêf  tangente  aux 
cotés  de  ce  prolongement.  Ayant  tracé  cette  courbe ,  la  surface  du  dessous  des 
marches  est  déterminée. 

De  la  surface  du  dessous  des  marches. 

76.  Le  cylindre  vertical  qui  a  pour  base  la  courbe  i.a.3...8(/%i.  i),  coupe  les 
arêtes  horizontales  des  marches  en  des  points ,  qui  appartiennent  évidemment  à 
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une  hélice,  puisque  les  hauteurs  verticales  des  marches  sont  égales.  On  prend  cette 
hélice  pour  la  directrice  d'une  surface  réglée  dont  la  génératrice,  constamment 
horizontale ,  se  meut  en  touchant  le  cylindre  vertical  qui  a  pour  base  la  courbe 
«^^.••tf ,  et  pour  déduire  de  cette  surface,  celle  qui  termine  le  dessous  des 
marches,  on  suppose  que  les  droites  génératrices  des  deux  surfaces,  sont  dans 
chaque  position  parallèles  entre  elles  dans  le  même  plan  vertical,  et  que  leur 
distance  verticale  ne  change  pas. 

Il  résulte  de  cette  hypothèse,  i®  que  tout  plan  vertical  passant  par  Tune  des 
droites  a.i,  à.^,  c.3..:.,  contient  Taréte  horizontale  de  la  marche  dont  cette 
droite  est  la  projection,  et  une  génératrice  de  la  surface  du  dessous  des  marches; 
^^  que  la  distance  verticale  de  Taréte  et  de  la  génératrice  est  constante. 

Construction  d'une  marche  (fig.  i,  2  et  3). 

nn.  Soient  1I2,  a.3  (/%^.  1  ),les  largeurs  de  deux  marches  consécutives.  La  marche 
supérieure  recouvre  une  partie  de  la  marche  mférieure ,  et  ce^recouvrement 
étant  donné,  nous  supposerons  que  sa  largeur ,  mesurée  sur  la  ligne  i.2.3... , 
soit  égale  à  R^a  ou  R'.3.  Ou  mèue  par  les  points  R,  R'  les  tangentes  Rr«,  R'//3, 
à  la  courbe  a^y^^^j  et  ces  droites  sont  les  projections  horizontales  des  arêtes 
de  douelle  de  la  marche.  La  plus  courte  dist;ance  de  ces  deux  arêtes  est  égale 
en  longueur ,  à  la  hauteur  d'une  marche. 

Les  marches  étant  comprises  entre  la  cage  LMNO  et  le  jour  abc. .h,  les  pro- 
jections horizontales  des  arêtes  de  douelles  ont  les  mêmes  limites.  Ayant  divisé 
ces  projections  en  deux  parties  égales  aux  points  m  et  m\  on  conçoit  par  les 
points  correspondans  des  arêtes,  des  normales  aux  douelles;  chaque  arête  de 
douelle  et  sa  normale  déterminent  un  plan  de  joint  de  la  marche.  I^  distance 
de  l'arête  de  douelle  à  la  face  horizontale  de  la  marche  supérieure  ou  inférieure 
étant  connue,  on  en  déduit  les  parallèles  S^  St  aux  droites  Rr,  RVVquî  ter- 
ininent  les  projections  horizontales  des  joints. 

•  •     •  • 

De  la  normale  à  la  surface  du  dessous  des  marches. 

78.  Les  arêtes  de  douelles  sont  tangentes  au  cylindre  vertical  qui  a  pour  base  la 
courbe  «j8>'...a»,  et  passent  l'une  par  l'arête  verticale  «,  l'autre  par  l'arête  ver- 
ticale /3.  On  substitue  aux  élémens  delà  surface  du  dessous  des  marches,  et  sui- 
vant ces  arêtes,  des  paraboloides  tangens,  qui  ont  pour  génératrices  une  droite 
horizontale ,  dont  le  mouvement  est  déterminé  par  la  condition  de  passer  par 
l'hélice  i.a.3...8  et  par  l'une  des  verticales  «,  ^.  Les  normales  à  ces  parabor 
loides,  ou  les  perpendiculaires  aux  plans  tangens  qu'on  a  déterminés  (art.  i36, 
liv.  i*'  ) ,  fixent  la  position  des  plans  de  jointfrtie  la  marche. 


é 
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De  r  application  du  trait  sur  la  pierre. 

79.  Chaque  marche  est  engagée  dans  l'épaisseur  du  mur  de  cage ,  et  en  con- 
sidérant celle  dont  la  projection  horizontale  {Jig.  i)  est  ar'pq^  et  qui  se  termine 
au  plan,  vertical  pg,  parallèle  à  la  face  verticale  MKPQ  du  mur  de  cage,  on. 
construira  {fig.  a)  Tintersection  de  cette  marche  par  le  plan  pq.  On  connaît 
dans  cette  figure,  la  hauteur  a.a'  de  la  marche,  la  distance  Rr  ouRV  de  Tarête 
de  douelle  au  plan  horizontal  j-.a  ou  a'.  3',  et  la  différence  "Kk  des  verticales 
menées  par  les  points  R,  R',  laquelle  est  égale  à  la  hauteur  2. a'  d'une 
marche. 

On  ajoutera  la  section  plane  {fig.  a)  de  la  marche,  le  développement  (/%•  3) 
du  cylindre  vertical  abc ...  A  (Jîg.  i  ).  Ayant  d^abord  exécuté  le  solide  dont  la  pro- 
jection horizontale  est  égale  à  celle  de  la  marche,  et  qui  est  compris  entre  deux 
plans  horizontaux  distans  entre  eux  de  la  quantité  kr'  {Jig^  a),  on  passera  de  ce 
solide  à  la  forme  de  la  marche ,  au  moyen  des  deux  panneaux  (Jîg.  a  et  3). 

N®  3.  Escalier  à  jour,  —  Courbe  rampante. 

80.  Les  marches  en  pierre  d'une  vis  à  jour,  dont  les  extrémités  sont  engagées 
dans  l'épaisseur  du  mur  de  cage ,  n'ont  de  points  d'appui  que  sur  ce  mur  ;  quoi- 
qu'elles y  soient  fixées  par  des  barres  de  fer  qui  les  traversent,  elles  ne  peuvent 
supporter  que  de  faibles  pressions,  et  on  doit  éviter  lemploi  de  cet  escalier  pour 
transporter  de  lourds  fardeaux.  Le  poids  d'une  charge  tend  à  rompre  la  marche 
qui  la  supporte,  vers  l'extrémité  engagée  dans  le  mur;  et  l'effort  est  d'autant 
plus  grand,  que  la  ligne  qu'on  suit  en  montant  l'escalier  est  plus  éloignée  du 
mur  de  cage,  ou  moins  éloignée  du  jour.  On  pourrait  augmenter  la  résistance, 
en  diminuant  la  longueur  de  la  marche  ;  mais  ce  moyen  n'est  praticable  que 
lorsque  t'espace  occupé  par  la  charge ,  ou  le  nombre  de  personnes  qui  montent 
l'escalier  de  front,  n'est  pas  déterminé.  Une  autre  espèce  d'escaliers  à  jour, 
capables  de  supporter  de  grandes  pressions  et  mén\.e  des  chocs,  se  compose 
de  marches  comprises  entre  le  mur  de  cage,  et  une  voûte  particulière  qu'on 
nomme  courbe  rampante. 

Dé/inUion  de  la  courbe  rampante. 

« 

8 1 .  Les  miurs  de  la  cage  étant  donnés,  on  détermine^  comme  pour  la  vis  à  jour 
(Escalier  n^  a),  i**  la  ligne  abcd... h  du  jour,  équidistante  de  la  courbe  tangente 
aux  côtés  dû  polygone  LM,  MN,  NO,  lequel  est  formé  par  la  section  horizontale  des 

4i 
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murs  de  la  cage;  2^  la  projection  horizontale  i.a.3...8  de  la  ligne  qu'on  suit  en 
montant  l'escalier;  3^  U  eiourbe  al^y.«^«^,,  qisk'ovi  obtient  par  l'opération  du  ba^ 
lancement  {9X1.  74,  p*  3 11),  courbe  à  laquelle  les  projections  des  arêtes  horizon- 
talesdes marches»  i.ay^.b%  3.e>  ^^^.BAsooltaAgentefl  ;  4^1a8ar£siGe  continue 
de» aréte&harîzOftt2de»de» marches,  engendrée parmuQ  droite  borisontale  dont 
le  moi];vement  e$fc  détemhié  pav  oe»  deux  conditiems  ^  de  passer  par  rbéUc« 
dont  la  ptojeetion  horizMilale  est  la  ligne  i.a.3^.8,  et  d'être  langemte  atf 
Gjrlbkdreirevtâcid,  qui  a  pour  base  la  courbe  iijSf>«..4K 

Cela  posé^  la  cowbe  vampante  est  un  solide  conprift  entra  deux  cylindres 
irertîcauK^  cfm  ont  po«r  base»  la  ligna  dift  jour  abçA.M;  et  une  ligne  équîdîsi- 
tante  de  celle-là,  à...d\..h'\  les  faces  supérieure  et  inférieure  de  ce  dolidie», 
appavtieiment  à  des  swfaces  réglées,  dont  la  générution  sa  dédiât  de  celte  de  la 
Mrbce  coiititti!ie.ciHi[  est  khtu  fitéomélrique  desarétes  horiBoaHales  de»  marches. 


i)Bf  swrfates  Sfq>éiiew9  (st  inférieure  de  la  eomthe  rampmme. 

82.  Un  plan  vertical  quelconque,  tangent  au  cylindre  vertical  qui  a  pour  base 
la  courbe  a^y^^^dj  cotttie&t  une  horizontale  de  la-  sur£EK:e  continue  des  arêtes  des 
marches,  et  deux  autres  horizontales  parallèles,  dont  l'une  appartient  à  la  surface 
snpérieuge  de  fa  courba  rampante,  eti  l'autreà  la  sutiace  inférteare.  Las  dis^nces 
respeetivea  de  cet  trois  hovizontalea  étant  donnée»,  ka  8ur£Kes  r^^iéas  ^i  sont 
les  heupi  géométriques  da  ces  droites ,  sont  délarminéesk  €hacmia  d'elles  a  pour 
diractriree  >  une  hélice  tracée  siht  la  cyhndre  vertical  nSiS^-S,  et  sa»  gén^t^tnce 
mdidûi^Qst  tan^nte  au  cjUndre  vertical  mfiy%.^ù>^ 

D^  la  surfii$€  moyenne  de  la'  e^m^be  Fompante. 

83.  Un  plan  vertical  quakonque^  taiagaiai  aiflfcylindrevertical  «/S^^..^^ ,  contient 
las  4eux  drokes  hocû&ontalea  et  équidiataulasdes  STufacca  supérieutv  et  infé- 
rieure de  la  courbe  rampai^te;  une  troiaièma  droite  horizontale,  à^ égale  dis« 
tance  des  d^x  pramières,  appartient  à  la^  surfitce.  mc^eime  de  la  courbe  ram- 
pante. 

Le  cylindre  vertical  dont  la  base  A...D....H  est  équidistanta  dca  lignes^  a...d...hj 
a\,.d\..h\  et  qui  divise  en  deux  parties  égales,  l'espace  compris  entre  les  deux 
cylindres  verticaux  qui  ont  ces  lignas  pour  basa»,  ooope  la  surface  moyenne  de 
la  courbe  rampante ,  suivant  une  ligne  qu'on  appelle  la  ligne  moyenne  de  ce 
solide.  C'est  par  des  points  da  cette  ligna  qa'on  mène  les  plans  de  jcHOt  àt^ 
vottssoirs  da  U  courba  rampante. 
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Des  joints  de  la  courbe  rampante. 

84.  La  grandeur  des  voussoîrs  de  la  courbe  rampante  est  déterminée  par  le^ 
dimensions  des  pierres  destinées  à  la  construction  de  cette  courbe.  Ce»  dimen- 
sions étant  connues ,  on  divise  en  plusieurs  parties  la  ligne  moyenne  de  la 
courbe  rampante,  dont  la  projection  horizontale  est  A..»D...H,  et  on  suppose 
que  les  joints  de  Fun  des  voussoirs  doivent  passer  par  les  points  de  cette  ligné 
moyenne,  qui  se  projettent  horizontalement  en  £  et  en  F. 

Chacun  de  ces  joints  est  déterminé  par  deux  autres  conditions ,  la  première 
d'être  normal  à  là  surface  moyenne,  la  seconde  de  passer  par  une  droite  de 
cette  surface.  Ayant  mené  les  droites  £f,  F/3 9  tangentes  à  la  courbe  iafiy...y 
aux  points  f  9  j3,  ces  tangentes  seront  les  projections  des  droites  de  la  surface 
moyenne,  par  lesquelles  on  doit  mener  les  plans  de  joint. 

La  seconde  tangente  Fj8  prolongée,  coupe  la  ligne  i.i^.3...8  au  point  (p: 
considérant  cette  ligne  comme  la  projection  d^une  hélice*  de  la  surface  moyenne , 
la  tangente  à  cette  hélice  au  point  dont  ^  est  la  projection  horizontale ,  et  la 
verticale  passant  par  le  point  de  contact  ^ ,  sont  les  deux  directrices  d'un  pa- 
raboloide  qui  sera  tangent  à  la  surface  moyenne,  en  supposant  que  ces  deux 
surfaces  aient  pour  génératrice  mobile,  une  droite  horizontale  :  or  Ton  sait 
(art.  i36,  liv.  i**)  mener  une  normale  à  ce  paraboloide;  donc  les  deux  droites 
qui  déterminent  le  joint  passant  parle  point  de  la  surface  moyenne,  dont  F  est 
la  projection  horizontale ,  sont  connues.  Le  second  joint,  passant  par  le  point 
dont  £  est  la  projection  horizontale,  se  construira  de  la  même  manière. 

Construction  de  t épure. 

85.  Le  premier  plan  de  projections  (/%".  f)  étant  parallèle  aux  faces  horiton- 
Ules  des  marches  de  l'escalier  ^  on  prend  deux  autres  plans  {fig.  u  ef  3)  de  pro- 
jections verticales,  respectivement  perpendicidaires  auat  droites  horisontales 
/3F^,  lE^',  et  par  conséquent  aux  plans  de  joint.  Soit  a^  {Jig^  ft)  la  trace  hori- 
zontale du  premier  plan  vertical,  le  plan  de  joint  y  eem  firojetë  suivant  la 
droite  pq.  Oq  projette  sur  ce  même  pian  les  quatre  «réies  de  la  courbe  raib*- 
pante,  ou  les  lignes  d'intersections  <les -quatre  surfaces  courbes  qui  terminecit 
ce  solide  ;  on  ajoute  0uit  projections  verticaUs  (>%«  i  er  3)  de  ces  arêtes ,  celles . 
des  lignes  de  la  surface  supérieure  et  inférieure  de  la  (tourbe  rampante  qui 
se  projettent  sur  le  plan  horiiK>ntal  en  A£DFHI«  Ces  projections  {flg.  a)  sont 
coupéea  par  la  droite  pfq  en  des  points  qui  ont  Uurs.oorfespondaas  sur  layf^.  i  ; 
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d'où  il  suit  que  les  projections  du  contour  du  premier  joint  sont  déterminées 
sur  lesy^.  i  et  a. 

On  déterminera  de  la  même  manière  (/%.  i  et  3)  les  projections  du  contour 
du  joint,  dont  le  plan  passe  par  le  point  (£,  e)  de  la  surface  moyenne.  Ayant 
(^g.  i)  la  projection  horizontale  du  voussoir  entier,  on  connaît  les  faces  verti- 
cales XY,  Z  d'un  parallélipipède  capable  du  voussoir.  Pour  déterminer  les  faces 
inclinées  de  ce  parallélipipède,  on  emploie  un  troisième  plan  vertical  X'Y'(/?^.  4)? 
parallèle  à  la  droite  XY  (/ig.  i),  et  on  projette  le  voussoir  entier  sur  ce  plan. 
Cette  projection  (/ig.  4)  du  voussoir,  est  la  limite  des  parallèles  RS,  TV,  pro- 
jections verticales  des  faces  inclinées  du  parallélipipède. 

jépplication  du  trait  sur  la  pierre. 

86.  Cette  application  a  pour  objet  de  donner  au  parallélipipède (XYZ,RSTV), 
Jig.  I  e/  4  9  Id  forme  du  voussoir  de  la  courbe  rampante. 

Les  cylindres  verticaux  a...d...h^  a',.,d'...h(Jig.  i  ),  qui  comprennent  la  courbe 
rampante,  sont  coupés  par  les  faces  inclinées  RS,  TV  {fig-  4)  ^^  parallélipi- 
pède ,  suivant  des  courbes  ;  on  développe  en  K"  {fig.  5  )  ces  courbes ,  et  on  y 
ajoute  les  droites ,  intersections  des  plans  de  joint  et  des  faces  inclinées  RS,  TV. 

Les  joints  (/?y, y?^.  a),  {pq^fig-  3)  doivent  aussi  être  développés,  et  les  figures 
K,  K'  montrent  ces  joints  dans  leur  véritable  grandeur.  Le  contour  de  chacun 
de  ces  joints,  est  formé  de  quatre  courbes,  intersections  de  ce  joint  et  des  quatre 
surfaces  de  la  courbe  rampante.  On  a  ajouté  à  ce  contour  le  parallélogramme 
qui  résulte  de  l'intersection  du  plan  de  joint  et  du  parallélipipède  capable  du 
voussoir. 

Les  lignes  d'intersection  du  joint  et  des  faces  cylindriques  du  voussoir  sont 
prolongées  jusqu'aux  côtés  du  parallélogramme. 

Au  moyen  des  trois  panneaux  K ,  R',  K",  on  substituera  d'abord  aux  faces 
planes  verticales  XY,  2i[fig.  i)  du  parallélipipède,  les  portions  de  surfaces  cy- 
lindriques, qui  comprennent  la  courbe  rampante,  et  ensuite  on  tracera  sur  le 
solide  .ainsi  modifié,  le  contour  du  voussoir  de  la  courbe  rampante,  dont  on  a 
les  projections  (^g.  i  et  4). 

La  courbe  rampante,  considérée  comme  une  voûte ,  a  pour  pied-droit  le  sol, 
et  on  la  soutient  dans  sa  partie  supérieure  par  des  pilastre^  ou  colonnes.  Les 
marches  de  l'escalier,  placées  entre  cette  courbe  rampante  et  les  murs  d'enceinte 
de  la  cage,  y  sont  engagées  par  leurs  extrémités,  et  deviennent,  par  la  résis- 
tance de  ces  points  d'appui,  capables  de  supporter  de  grandes  pressions.  Dans 
le  cas  où  les  marches  devraient  être  terminées  par  une  surface  de  même  genre 
que  celle  qui  forme  la  face  supérieure  ou  inférieure  de  la  courbe  rampante,  on 
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traiterait  chacune  de  ces  marches,  comme  si  elle  appartenait  à  une  vis  à  jour 


n®  â. 


Les  deux  premiers  escaliers  n^  i  et  i  bis  se  construisent  seulement  en 
pierres  :  il  n'en  est  pas  de  même  des  escaliers^  à  jour  n°*  a  et  3  :  on  les  exécute 
plus  souvent  en  bois  qu'en  pierre.  La  construction  en  bois  n'apporte  que  de 
légères  modifications  dans  la  forme  des  marches  de  la  vis  à  jour  et  des  voussoir» 
de  la  courbe  rampante* 

Escalier  n?  l\.  —  Fis  Saint-Gilles é 

87.  La  vis  Saint-Gilles  est  une  voûte  destinée  à  supporter  les  marches  dW 
escalier  tournant.  Elle  a  pour  pieds-droits ,  1®  un  noyau  plein  de  la  forme  d'un 
cyliudre  droit  à  base  circulaire  ;  a^  un  mur  en  tour  ronde  de  même  axe  que  le 
noyau.  L'espace  compris  entre  la  face  extérieure  du  noyau  plein,  et  la  face  in- 
térieure du  mur  en  tour  ronde ,  forme  la  cage  He  l'escalier. 

Soit  {fig.  i)  un  plan  vertical  passant  par  l'axe  A/  du  noyau  plein,  dont  la  trace 
horizontale  A^  contient  le  rayon  AB  de  ce  noyau,  et  la  largeur  BC  de  la  cage. 
Sur  BC ,  comme  diamètre,  on  décrit  le  demi-cercle  BCDE,  qu'on  divise  en  arcs 
égaux  CF,  F£... ,  DB,  de  nombre  impair.  Ayant  achevé  les  deux  figures  ABD/  et 
CD£F.^4hKG7:L ,  il  faut  concevoir  les  surfaces  hétiçoides  (note  V,  page  %&i) 
qui  ont  pour  génératrices,  les  lignes  mobiles  BD,  DL  de  la  première  figure, 
toutes  les  lignes  droites  ou  circulaires  de  la  seconde,  et  pour  axe  commun  la 
verticale  A/.  Le  mouvement  se  fait  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  sur  le 
plan  horizontal  [fig^  a). 

L'horizontale  BC  (Jig.  i)  engendrera  la  surface  des  naissances  de  la  voûte  ^ 
et  le  demi-cercle  BCDEF  engendrera  la  surface  de  la  voûte.  Le  solide  engendré 
par  la  figure  triangulaire  BDL,  fait  partie  du  noyau\plein,  et  se  décompose, 
comme  ce  noyau,  par  tranches  horizontales.  La  section  horizontale  [fig.  ii)  de 
ce  noyau  et  du  solide  héliçoide ,  a  pour  contour  i  ^  la  circonférence  du  rayon 
AB,  moins  l'arc  B'L  ;  2^  les  deux  courbes  B'D',  DX',  intersections  du  plan  ho- 
rizontal et  des  surfaces  héliçoides  engendrées  par  l'arc  BD  et  la  droite  DL.  La 
voûte  se  compose  de  solides  héliçoides  qui  ont  pour  génératrices  des  figures 
de  cinq  côtés  tels  que  EMF,  EG,  FH,  GK,  HK.  Ce  dernier  côté  engendre  un 
cylindre  droit;  les  autres  côtés  engendrent  des  surfaces  héliçoides.  Chaque 
solide  héliçoide  se  décompose  en  voussoirs  par  des  plans  de  joint  perpendicu- 
laires à  l'hélice  décrite  par  le  milieu  M  de  l'arc  de  cercle  EMF.  Cette  hélice  a 
pour  projection  hçrizontale  le  cercle  NN'/i  V,  décrit  {fig*  2)  du  point  A  comme 
centre  avec  le  rayon  AN  ;  on  la  nomme  hélice  moyenne. 

Soit  AN'  (/%.  a)  le  rayon  de  ce  cercle,  perpendiculaire  à  Tborizontale  AC- 
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On  projette  chaque  vousaoir  de  la  voûte  sur  un  plan  vertical  {fig.  3),perpendi. 
culaire  à  ce  rayon;  la  tangente  à  l'hélice  moyenne  au  point  (N',  /x),  y  est  projetée 
parallèlement  à  elle-même  :  le  plan  de  joint  perpendiculaire  à  cette  tangente , 
y  est  représenté  par  sa  trace  I/uJ.  On  projette  sur  le  plan  horizontal  le  contour 
du  joint  n^  I ,  et  on  remarque  que,  quel  que  soit  le  point  de  Thélice  moyenne 
par  lequel  on  mène  un  autre  plan  de  joint  normal  à  cette  hélice,  le  contour  du 
joint  et  sa  projection  horizontale  ne  changent  pas.  C'est  pourquoi  Ton  a  trans- 
porté la  projection  du  joint  u^  i ,  sur  les  projections  n^*  a  et  3,  en  ayant  soin 
que  les  contours  de  ces  trois  projections  soient  respectivement  placés  de  la 
la  même  manière ,  par  rapport  aux  droites  AN',  A/i',  An". 

Ayant  les  projections  horizontales  {fig.  a)  des  joints  e&trémes  d*un  voussoir 
.de  la  voûte, on  connut  les  dimensions  d'un  parailélipipède  rectangle,  capable  de 
ce  voussoir,  et  dont  les  £aices  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  au  plan  vertical 
{fig.  3);  on  développe  {fig.  4)  '^  faces  de  ce  solide  qui  lui  sont  perpendicu- 
laires ,  et  on  trace  sur  ce  développement  les  intersections  des  plans  de  ces  faces 
et  des  cylindres  droits  engendrés  par  les  cotés  verticaux  gh ,  Yi.k  {Jig.  i)  du  rec- 
tangle ^hiXJk  circonscrit  à  ia  figure  EMFGIIR.  Enfin  on  développe  {Jig.  5)  le  joint 
perpendiculaire  à  l'hélice  moyenne,  qui  a  pour  trace  {Jig.  3)  la  droite  1/J.  On 
rapporte  sur  ce  développement  (/^.  5),  i^  les  droites,  intersections  des  plans  de. 
joints  du  voussoir  et  des  Êices  du  parallélipipède  capable  de  ce  voussoir  ;  i^  les 
courbes,  intersections  des  mêmes  plans  et  des  deux  solides  héliçoides,  qui  ont 
pour  génératrices  le  rectangle  gh^ ,  et  la  figure  £M FHKG  (>%.  t  ). 

Au  moyen  des  figures  i,  a,  4?  ^^  on  donne  au  parallélipipède  capable  d'un 
voussoir,  la  figure  de  ce  voussoir,  déterminée  par  les  projections  sur  les  plans 
figures  a  et  3. 

88.  En  considérant  un  premier  voussoir,  dont  la  tête  est  visible,  qui  a  sa  nais- 
sance sur  un  plan  vertical  AC/  {Jig.  i),  ou  sur  tout  autre  plan  vertical  An'  {^fig.  a), 
ce  dernier  plan  An'  coupe  le  parallélipipède  capable  du  voussoir,  suivant  un  pa- 
rallélogramme qu'on  a  rapporté  en  A/S7 J^  (/f^.  i  ) ,  tel  quUl  doit  être  placé  sur  la 
figure  EFHKG,  considérée  comme  la  section  du  voussoir  par  le  même  plan 
A/^'  {Jig.  2> 

Du  tracé  des  épures  à  V usage  des  apparôilleurSé 

89.  Les  appareilleurs  tracent  les  épures  de  coupe  des  pierres  sur  deuK  plans , 
l'un  horizontal  et  l'autre  vertical.  Les  dimensions  parallèles  à  ces  plans  y  sont 
représentées  dans  leur  grandeur  naturelle.  Les  aires  sur  lesquelles  on  trace  ces 
épures,  doivent  être  pa^itement  dressées.  On  obtient  facilement  des  surfaces 
lisses  et  planes^  au  moyen  du  plâtre  gâché,  qu'on  emploie  dans  un  état  de  moU 
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lesse,  et  qui  prend,  au  bout  de  quelques  minutes,  la  dureté  conTenabte.  Le  tracé 
des  lignes  droites  sur  les  aires^  ou  plans  de  projections  y  se  fait  au  moyen  d'un 
cordeau  qu'on  tend  par  les  deux  bouts.  Une  pointe  dirigée  strivaÀt  le  cordeau , 
forme  l'en^preinte  d'une  ligne  droite  ;  autrement  on  frotte  le  cordeau  avec  de  la 
pierre  tendre^  et  en  le  cinglant  dans  un  plan  perpendicitlâire  à  YéUre^  on  y 
trace  une  droite  de  là  couleur  de  la  pierre. 

90.  Nous  n^avons  considéré  dans  l'appendice  qui  précède ,  que  la  partie  géo- 
métrique de  l'appareil  des  ouvrages  en  pierres.  Si  l'on  veut  connaître  les  dimen* 
sioicis  des  voiafes,  les  rapports  de  grandeurs  entre  les  parties  qui  les  composent, 
on  consultera  les  livres  qui  traitent  spécialement  de  l'art  de  bâtir,  et  notam- 
ment  ceux  du  savant  M.  Rondelet ,  architecte  du  Panthéon.  Nous  terminerons 
^  cet  appendice  par  un  article  qui  est  extrait  de  son  Traiié  théorique  et  pratique 
de  ¥Art  de  bâiir^  tome  3 ,  page  81. 

Sur  les  qualités  les  plus  essentielles  des  pierres  relativement  à  leur  emploi  dans 

la  construction  des  édifices. 

9t.  M.  Rondelet  a  fait  sur  cent;  quarante-cinq  espèces  de  pierres,  plus  de  huit 
^cents  expériences ,  d'où  il  a  tiré  les  conclusions  suivantes  : 

1^  Dans  toutes  sortes  de  pierres,  la  pesanteur,  la  force,  la  dureté,. la  nature 
du  grain,  la  contexture  plus  ou  moins  serrée,  sont  des.  qualités  qui  semblent 
se  déduire  les  unes  des  autres.  Ainsi,  dans  les  pierres  de  même  espèce,  les  plus 
pesantes  sont  ordinairement  les  plus  fortes,  les  plus  dures,^  ccUerdont  le  grain 
est  plus  fin,  la  texture  la  plus  compacte. 

^^  Les  pierres  dont  la  couleur  tire  sur  le  noir  ou  le  bleu ,  sont  plus  dures 
que  les  grises,  et  celles-ci  que  les  blanches  ou  rousses  ;  et  en  général  celles 
qui  ont  les  couleurs  les  plus  claires ,  sont  ordinairement  moins  fortes  et  moins 
pesantes. 

3^  Les  pierres  dont  le  grain  est  homogène  et  la  texture  uniforme ,  sont  plus 
fortes  que  celle»  dont  le  grain  est  mélangé ,  quoique  ces  dernières  soient  quel- 
quefois plus  dures  et  plus  pesantes. 

4^  Les  qualités  des  pierres  influent  aussi  sur  la  manière  dont  elles  s'écrasent  : 
celles  qui  ont  le  grain  fin,  la  texture  homogène  et  compacte,  et  qui  rendent  un 
son  clair  lorsqu'on  les  frappe,  se  divisent  en  lames  ou  en  aiguilles;  les  plus 
fières  se  brisent  tout-à-coup  et  avec  bruit,  et  se  réduisent  en  poudre. 

5^  Les  pierres  dont  le  grain  est  moins  fin,  qui  ont  leur  texture  moins  com- 
pacte, et  qui  ne  résonnent  que  peu  ou  point,  se  décomposent  en  pyramides, 
ayant  pour  bases  les  surfaces  du  solide ,  de  manière  que  les  pointes  se  réunissent 
au  centre,  ou  la  pierre  se  réduit  en  poussière  ;  les  deux  pyramides  opposées , 
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ayant  pour  bases  le  dessus  et  le  dessous  du  solide,  chassent  celles  du  tour  ;  ces 
dernières  se  divisent  par  fentes  verticales. 

6®  Toutes  les  espèces  de  pierres  éprouvées  ont  diminué  sensiblement  de 
hauteur  avant  de  s'écraser  et  même  de  se  fendre.  Cette  diminution  a  été  plus 
considérable  dans  les  pierres  qui  se  décomposent  en  pyramides. 

7^  Lorsque  les  pierres  avaient  en  hauteur  plus  de  deux  fois  la  largeur  de  leur 
base,  les  parties  comprises  entre  les  pyramides  formées,  se  fendaient  vertica- 
lement, en  se  divisant  en  lames  ou  en  aiguilles. 

8^  On  a  éprouvé  encore  qu'il  faut  moins  de  force  pour  faire  fendre  les  pierres 
vives  que  pour  les  écraser,  tandis  que  les  pierres  molles  s'écrasent  plutôt 
qu  elles  ne  se  fendent. 

9^  L'indication  la  plus  importante  est  celle  qui  fait  apercevoir  que  la  force 
des  pierres  de  même  genre  est  à  peu  près  comme  le  cube  de  leur  pesanteur 
spécifique. 
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Grès  blane > 

Cliqoarl  de  Meudon .... 

liais  de  Bagnenx 

Banc  franc  de  Montrongc 

Roche  d' Arcueil , 

Roche  dore  de  Chàtillon. . 
Pierre  de  Saint-Clond. . . . 

Pierre  de  Saint-Leu 

Pierre  ponce ...  ; 

Lave  du  Yésuve 

Porphyre 

Granité  de  Normandie. . . . 
Marbre  noir  de  Flandre . . 
Marbre  blanc. .  • 
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